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A     MONSEIGNEUR 
LE       DUC 

DE    BOURGOGNE 


ONSEIGNEUR 


L'honneur  que  vous  me  faites  de  permettre 
que  cet  Ouvrage,  compofé pour  faciliter  té* 


aiJ 


tude  des  Mathématiques  ,  <&*  pour  les  con« 
autre  à  leur  perfeSîion  par  un  progrès  ra- 
pide ,  paroi flfe  fous  vos  Aufpices  &  fous  la 
protection  de  votre  augufle  Nom ,  efl  le  plus 
fort  préjugé  quon  puiffe  avoir  de  fon  utilité» 
Tout  le  monde  fiait  \  MONSEIGNEUR , 
votre  goût  pour  toute  forte  de  Sciences  en 
gênerai ,  &  pour  les  Mathématiques  en 
particulier  ;  que  ce  goût  efl  plein  de  difcer- 
nementl  qu'il  efl  exquis! 

On  voit  avec  admiration  qu'un  jeune  Hé- 
ros qui  a  fiu  conduir0âes  Armées  9  vaincre 
l'Ennemi ,  &  emporter  les  plus  fortes  V laces 
prefqu 'aujjî-tôt  qu'il  a  été  en  âge  de  manier 
les  armes  ;  toujours  plein  d'une  noble  ardeur , 
qui  ne  refpire  que  de  nouvelles  conquêtes  & 
de  nouveaux  triomphes  ;  toujours  prêt  à  s' ex- 
pofer  pour  le  bien  de  l'Etat ,  foit  qu'il  faille 
porter  la  terreur  au  dehors  en  fondant  fur 
nos  Ennemis ,  ou  raffurer  la  confiance  au  de- 
dans du  Royaume  ,  en  rendant  inutile  leur 
irruption  fur  une  de  nos  Provinces  :  qui  ne 
néglige  aucun  des  foins  qu'un  Prince  defliné 
à  gouverner  un  grand  Royaume  ,  doit  pren- 
dre de  s'inflruire  par  avance  de  tout  ce  qui 
concerne  le  bien  de  l'Etat  &  les  avantages 


particuliers  de  chaque  Province ,  gjp  généra- 
lement de  tout  ce  qui  peut  contribuer  au 
bonheur  des  Peuples  &  à  la  grandeur  au 
Souverain  :  On  voit ,  dis  -  je  ,  civec  admi- 
ration que  fans  rien  prendre  fur  le  temps , 
quune  pieté  folide  lui  fait  un  devoir  de  don- 
ner au  culte  de  Dieu  &  à  F  étude  ajjidue  des 
Livres  faints ,  il  fait  encore  en  dérober  à  fes 
plaifîrs  pour  déveloper  ce  qu'il  y  a  de  plus 
caché  dans  les  Sciences  ;  qu'elles  lui  fervent 
de  délajfementy  &  qu'il  honore  de  fa  pro* 
teffiion  ceux  qui  les  cultivent ,  après  s'' être 
mis  en  état  de  juger  par  lui-même  de  leurs 
fciences ,  &  de  décider  de  leurs  Ouvrages. 

Mais,  MON  SEIGNEUR,  les 

traits  de  la  plume  d'un  Géomètre  nont  pas 
ajfez  de  délicat effe  ni  de  vivacité  pour  repre- 
fenter  au  naturel  le  portrait  que  vous  avez 
tracé  vous-même  dans  tous  les  efprits  & 
dans  tous  les  cœurs  par  cette  conduite  tou- 
jours remplie  de  fageffe  &  de  bonté,  for- 
mée fur  les  admirables  Exemples  &  fur  les 
Royales  Infiruâlions  du  plus  Sage,  du  plus 
Religieux ,  du  plus  Magnanime  r  en  un  mot 
du  Premier  &  du  plus  Grand  des  Rois  vo- 
tre augujte  AyeuL 


Je  puis  aflurer  ,  MONSEIGNEUR, 
qu'il  n'y  a  perfonne  en  qui  il  produife  de 
plus  vifs  fentimens  de  vénération  que  dans 
celui  qui  a  l'honneur  d'être  avec  un  très-pro- 
fond refpeëli 


MONSEIGNEUR 


Votre  très-humble  &  trcs-obéiflan* 
Serviteur  Charles  Reyniau, 
Prêtre  de  l'Oratoire. 


PREFACE. 

ESPRIT  de  l'homme  eft  fi  borné r 
qu'il  ne  peut  voir  diftinétement  d'une 


fimple  vue  beaucoup  d'objets  à  la  fois. 
Les  perceptions  vives  ;  comme  font 
toutes  celles  des  fens  &:  de  l'imagina- 
tion-, l'éblouiffent,  &  elles  occupent  tellement  fort 
étendue  ,  qu'il  ne  peut  découvrir  les  raports  &  les 
propriétés  des  objets  fenfibles  ,  qu'en  les  confide- 
rant  par  parties  les  unes  après  les  autres  avec  une 
application  pénible  Se  fatigante;  3c  quand  il  eft 
attentif  à  quelqu'une  ^  il  a  perdu  de  vue  les  autres  , 
qui  lui  feroient  pourtant  néceflaires  afin  d'en  ap- 
percevoir  les  raports. 

C'eft  une  des  principales  caufes  du  peu  de  pro- 
grès qu'ont  fait  les  feiences  fenfibles  :  Mais,  pour 
ne  parler  ici  que  des  Mathématiques  ,  que  leur 
utilité,  leur  beauté,  leur  évidence  &  leur  certi- 
tude ont  toujours  fait  cultiver  ;  pendant  que  l'on 
ne  s'y  eft  appliqué  que  par  la  contemplation  des 
figures  mêmes,  que  l'on  a  cherché  les  propriétés 
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des  figures  en  les  regardant ,  ou  en  les  formant 
dans  Ton  imagination,  on  n'a  pas  fait  beaucoup 
de  chemin  :  les  découvertes  étoient  fort  bornées  : 
on  ne  trouvait  avec  beaucoup  de  peine  que  desrefo- 
lutions  particulières  des  Problêmes  j  on  le  fatiguoit; 
on  fe  rebuttoit  ;  &  l'on  ne  peut  aflez  louer  le  tra- 
vail ,  la  patience  de  la  force  d'efprit  des  anciens 
Géomètres,  d'avoir  porté  les  Mathématiques  par 
des  moyens  fi  difficiles ,  à  l'état  où  ils  nous  les  ont 
lailTées. 

On  s'avifa  heureufement ,  dans  le  dernier  fiecle  , 
d'exprimer  les  lignes  &:  les  figures  par  les  carac- 
tères familiers  de  l'alphabet,  &  de  réduire  ces  ex- 
preflions  à  un  calcul  facile  ,  qui  exprimât  auffi  tous 
les  raports  fimples  &.  compoles  que  peuvent  avoir 
ces  lignes  6c  ces  figures.  On  forma  un  Art  métho- 
dique (  qui  efl  ce  que  l'on  nomme  XAnalyfe  j  pour 
trouver,  par  les  raports  connus  qu'ont  les  gran- 
deurs inconnues  que  Ton  cherche  dans  les  Pro- 
blêmes avec  celles  qui  font  connues,  des  équa- 
tions qui  exprimaffent  les  conditions  &  la  nature, 
pour  ainfi  dire ,  des  Problêmes  ;  Ôcpour  découvrir  les 
valeurs  des  grandeurs  inconnues  de  ces  équations  $ 
ce  qui  donne  la  refolution  des  Problèmes.  Monfîeur 
De/cartes  perfectionna  &  réduifit  à  une  extrême 
facilité  ces  calculs  Ôc  cette  Analyfe  naiffante.  Il  y 
ajouta  l'excellente  méthode  d'employer  les  expreju 
fions  indéterminées,  qui,  quelque  fimples  qu'elles 
étoient ,  reprefentaflent  pourtant  une  infinité  de 
grandeurs  ;  &  de  les  déterminer  aux  grandeurs 
particulières  de  tous  les  cas  aufquels  elles  peuvent 

convenir: 
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convenir  :  la  méthode  de  réduire  les  lignes  courbes 
à  des  équations  qui  en  exprimaient  les  principales 
prôprietez  ;  &  de  tirer  de  ces  équations  tout  es  les 
chofes  que  l'on  pouvoit  defirer  de  connoître  fur 
ces  courbes  :  enfin  la  manière  d'employer  les 
courbes  elles-mêmes  à  la  refolution  des  équations 
5c  des  Problêmes* 

Ces  nouvelles  méthodes,  réduifantla  Géométrie 
à  un  calcul  fimple  &:  facile ,  retranchoient  ce  qu'il 
y  avoit  d'embaraflant  dans  les  figures ,  c'eft- à-dire, 
tout  ce  qui  fatiguoit  l'imagination ,  &  ce  qui  rem- 
plifloit   la  capacité  de  l'efprit.  Elles  lui  laifloient 
la  liberté  de  pénétrer   fon  fujet ,  ôc  de  découvrir 
avec  évidence  tout  ce  qu'il  renfermoit.  Elles  aug- 
mentaient même  ,  pour  ainfi  dire  ,   l'étendue  de 
l'efprit  par  l'art  de  lui  repréfenter  5   comme  dans 
une   perfpective  ,  fous  des   expreffions   fimples   & 
abrégées,  un  nombre  infini  d'objets.   Les  Mathé- 
matiques devinrent  par  là  fi  faciles  ,  que   chaque 
trait  de    plume    donnoit    naiflance   à   des  décou- 
vertes.  Alors  le  plaiiir  fucceda  à  la  peine,  &  le 
cœur  dédommagé  permit  à  l'efprit  de  voiries  mi- 
litez &  les  beautez  des  Mathématiques  ,  <St  il  s'y 
rendit.  Auffi  ces  fciences  changèrent-elles  de  for- 
me. On  vit  une  Géométrie  nouvelle,    qui   conte- 
noit   tout  ce    que  nous  avions  reçu    des  anciens  , 
&  qui  alloit  infiniment  plus  loin  :   les  refolutions 
étoient  générales ,  &  aucun  cas  particulier  ne  leur 
échapoit» 

On  vit  naître  de  la  même  fource  des  fciences 
curieufes  &  utiles  ,  &  prefque  toutes    les   autres 
en  tirèrent  un  nouvel  éclat  :  comme  celle  qui  a 
Terne  h  b 
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laiffer  aux  autres  le  plaifir  de  les  trouver  ,  que 
Mejfiews  Bernoulli ,  qui  en  virent  toute  l'utilité  ,  s'y 
appliquèrent  avec  tant  de  fuccès  ,  qu'ils  les  péné- 
trèrent ,  fe  les  rendirent  propres,  y  ajoutèrent  de 
nouvelles  méthodes ,  8c  en  firent  ufage  dans  la  re- 
folution  d'une  grande  quantité  de  nouveaux  Pro- 
blèmes. 

Monfieur  le  Marquis  de  VHofpital  donna  l'excellent 
Ouvrage  de  l  Analyfe  des  infiniment  petits ,  où  le  cal- 
cul différentiel  ,    de   les    principaux  ufages   de   ce 
calcul  pour  toutes  les  courbes,  font  expliquez  :  ck 
il  fit  voir  qu'il  avoifc  pénétré  dans  tout  ce  que  le 
calcul  intégral  pouvait  avoir  de  plus   caché  ,  par 
les  réfolutions  complettes  qu'il  trouva  des  plus  dif- 
ficiles Problèmes.,  qui  furent  propofez  par  ceux  qui 
s'en  étoient  rendu  les  maîtres.  ÎMonfieurV  arignon  doit 
bientôt  donner   une  feience  générale  du  Mouve- 
ment toute  nouvelle ,  qui  eft  le  fruit  des  profondes 
découvertes  qu'il  a  faites  dans  ces  nouvelles  métho- 
des ,  ck  dans  la  Géométrie  compofée.  On  doit  juge* 
du  prix  de  l'ouvrage  par  les  beaux  morceaux  qui 
paroifîent  tous  les  ans.  Ce  font  des  pièces  achevées  , 
remplies  de  nouvelles  découvertes  qui  font   bien 
defirer    l'ouvrage    entier    dont   elles   ne    doivent 
faire  que  quelques  parties.  Monfieur  Qarrè  employa 
le  principe  le  plus  gênerai  du   calcul  intégral  à  la 
mefure  des  furfaces ,  des  folides ,  des  diftances  des 
centres   de  pefanteur    &    d'ofcillation.     Monfieur 
Newton  fit  paroître  de  fon  côté  le  Içavant  Ouvrage 
des  Principes  Mathématiques  de  la,  Pbilofophie  naturelle, 
qui  eft  tout  fondé  fur  ces  nouvelles  méthodes  qu'il 
4voit  inventées,   mais    dont  il  n'a  laifTé  voir  que 
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quelques  veftiges ,  pour  donner  lieu    à  ceux   qui 
voudroient    entrer     dans    l'invention    même    des 
veritez  qu'il  y  découvre,  de  fe  rendre  propres  les 
méthodes  qui  en  font  la  clef.  Enfin  depuis  l'inven- 
tion de  ces  nouveaux  calculs,  on  a  non-feulement 
réfolu  d'une  manière  courte  &  générale  les  Problê- 
mes les  plus  difficiles ,  qui  avoient  été  trouvez  par 
les  méthodes  de  Monfieur  Defcartes  appliquées  au. 
calcul    ordinaire  de  l'Algèbre  ;   mais   on  a  vu  les 
ABes  de  Lipfic ,  les  Journaux  des  Sçavans  (d^  les  Mé- 
moires de  r Académie  Royale  des  Sciences  remplis   de 
céfolutions.  de   Problêmes ,   que   Ton  n'auroit  ofé 
tenter  auparavant-  Elles  étoient  tirées  comme  du 
fond  de  la  natute  ,  ôc  des  premiers  Ôc  plus  in- 
times principes  du  mouvement  ,  de  la  courbure 
même  des  courbes  &  des  petits  angles  que  forment 
entr'elles  les  tangentes  de  leurs  points  qui  fe  tou- 
chent,  que  Ion  peut  bien  concevoir r  mais  que 
Ton  ne  fçauroit  comparer  avec  les  angles  détermi- 
nez que  nous  mefurons  ;  &  Ton  s'eil  ouvert  par  le 
moyen  de  ces  nouveaux  calculs  une  voye  qui  con- 
duit aune  nouvelle  Géométrie  des  courbes  rnecha- 
niques  &   parcourantes,   qui  eft    auffi   utile    que 
celle  que  l'on  avoit  déjà» 

Les  refolutions  d'un  fi  grand  nombre  de  Pro- 
blèmes nouveaux  ,  que  nous  ont  donné  les  illuflres 
Inventeurs  des  calculs  différentiel  &  intégral,.  & 
ceux  qui  après  eux  fe  les  font  rendu  propres  pas 
leur  travail,  font  les  fruits  que  TAnalyfe  a  recueillis 
de  ces  calculs  ;  mais  ils  ne  font  que  pour  un  petit 
nombre  de  Sçavans  ;  c'eft  le  prix  de  la  peine  qui! 
faut  prendre    pour  inventer  foi-même    quelques* 

B  iij. 
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unes  des  méthodes  qui  ont  fervi  à  les  découvrira 
Pour  les  poffeder  ,  il  faut  fe  mettre  en  état  de  faire 
de  pareilles  découvertes  ;  &:  ce  n'eft  que  depuis  peu 
de  temps  que  l'on  a  vu  des  règles  du  calcul  inté- 
gral dans  l'ouvrage  de  Monfieur  Cheinée  Ecoffbis , 
de  Methodo  fluxionum  inversa, ,  (  les  Anglois  donnent 
après  Monfieur  Newton,  au  calcul  différentiel,  le 
nom  de  calcul  des  fluxions  ,  )  &  dans  le  petit  traité 
de  quadraturis  curvarum ,  que  Monfieur  Newton  a  mis 
à  la  fin  de  fon  ouvrage  fur  les  couleurs. 

On  a  toujours  regardé  les  Mathématiques  com- 
me très-utiles  pour  la  perfection  de  la  Phyfique 
de  des  Arts  ,  6c  pour  former  l'efprit  des  jeunes 
gens  ,  en  les  accoutumant  à  apporter  aux  fujets 
de  leurs  applications  toute  l'attention  qu'ils  de- 
mandent, à  mettre,  dans  toutes  les  démarches  que 
doit  faire  leur  efprit  dans  la  recherche  de  la  vérité , 
Tordre  qu'il  faut  pour  y  arriver  ;  à  ne  donner  leur 
confentement  entier  qu'à  l'évidence  dans  les  feien- 
ces  naturelles:  en  leur  rendant  familière  la  prati- 
que des  règles  qui  font  découvrir  ,  dans  toutes  les 
occafions  où  ils  peuvent  fe  trouver  ,  le  parti  le 
plus  raifonnable  :  &  enfin  en  leur  faifant  acqué- 
rir la  iàgacité  neceflaire  pour  trouver  dans  les 
queftions  difficiles  les  moyens  les  plus  propres  à 
les  réfoudre.  Cette  utilité  des  Mathématiques ,  & 
l'habitude  de  les  mettre  à  la  portée  des  commen- 
çais acquife  pendant  vingt-deux  années  de  temps 
que  je  lésai  enfeignées  publiquement,  m'ont  porté 
à  mettre  toutes  les  méthodes  que  nous  avons  re- 
çues de  Monfieur  Defcartes  &  de  les  Difciples  , 
&  celles  qui  ont  été  découvertes  par   les  fçavan* 
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Géomètres  de  notre  temps  ,  dans  leur  ordre  na- 
turel, de  manière  qu'elles  s'éclairciflent  mutuelle- 
ment ,  &  fufient  toutes  démontrées  dans  cet  Ou- 
vrage ,  que  je  nomme  à  caufe  de  cela  \Analyfe  dé- 
montrée. Je  me  fuis  propoféde  rendre,  par  le  moyen 
de  ces  méthodes ,  les  Mathématiques  faciles  à  ceux 
qui  commencent ,  &  qui  veulent  les  fçavoir  à  fond  £ 
en  leur  découvrant  les  voyes  qui  les  conduiront  des 
premiers  principes  à  tout  ce  qu'ils  peuvent  defirer 
d'en  connoître  ,  fans  fe  fatiguer  l'imagination  ,  fans 
être  obligez  de  lire  de  gros  volumes,  fans  qu'il  faille 
charger  leur  mémoire  d'un  grand  nombre  de  pro- 
portions; en  leur  ôtant  par  là  ce  qu'il  y  avoit  de 
rebutant  &  de  plus  pénible  dans  Tétude  des  Ma- 
thématiques :  en  les  faifant  entrer  dans  l'invention 
naturelle  de  ces  fciences  ,  'qui  les  mènera  fur  chaque 
fujet  à  des  réfolutions  Amples  &  générales  :  en  les 
mettant  enfin  en  état  d  entendre  toutes  les  nou- 
velles découvertes;  3c  de  faire  eux-mêmes  celles 
qu'ils  voudront  entreprendre.. 

Cet  Ouvrage  eft  partagé  en  huit  Livres  :  î'Anaîy- 
fe  eft  expliquée  &  démontrée  dans  les  fept  premiers 
Livres ,  qui  font  le  premier  Volume;  &  le  huitième , 
qui  eft  comme  une  féconde  partie  de  l'Ouvrage  ,  & 
qui  en  eft  le  fécond  Volume  ,  fait  voir  les  ufages  de 
VAnalyfe  .,  &  apprend  aux  Lecteurs  qui  commen- 
cent ,  la  manière  d'en  appliquer  les  méthodes  à  la 
Géométrie  fimple  ck.compofée ,  3c  a  la  refolution  des 
Problêmes  des  fciences  Phyfico-Mathematiques,  en 
fe  fervant  du  calcul  ordinaire  de  l'Algèbre,  du  calcul 
différentiel  &  du  calcul  intégral  ;  ces  nouveaux  cal- 
culs y  font  auffi  expliquez  6c  démontrez^,  comme  01% 
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le  dira  dans  la  Préface  de  ce  huitième  Livre. 

Le  premier  Livre  contient  l'Analyfe  fimple  ,  & 
la  refôlution  de  plusieurs  Problêmes  qui  n'ont  be- 
foin  que  de  l'Analyfe  fimple.  Les  fix  Livres  fuivans 
expliquent  6c  démontrent  l'Analyfe  compofée.  Le 
fécond  Se  le  troifiéme  enfeignent  les  premiers  prin- 
cipes de  PAnalyfe  ,  ôc  les  préparations  qu'il  faut 
donner  aux  équations  compofées  pour  les  refoudre. 

La  méthode  de  réduire  les  Problêmes  aux  équa- 
tions qui  en  expriment  toutes  les  conditions  ,  eft 
expliquée  dans  le  fécond  Livre  avec  plufieurs  pré- 
parations qu'il  faut  faire  fur  les  équations,  pour  en 
rendre  la  refôlution  plus  facile  ;  comme  la  manière 
d'en  ôter  les  fractions  6c  les  incommenfurables ,  8c 
la  manière  de:  trouver  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun à  plufieurs  -équations  d'un  même  Problême. 

On  explique  dans  le  troifiéme  Livre  la  formation 
des  équations  -*.  elle  fert  à  faire  concevoir  claire- 
ment leur  nature  aux  Lecteurs  qui  commencent. 
On  leur  apprend  à  dîftinguer  le  nombre  ôc  les 
quatitez  des  valeurs  de  l'inconnue  de  chaque  équa- 
tion; &  on  leur  en  feigne  les  différentes  transfor- 
mations des  équations  avec  leurs  ufages.  Après 
avoir  appris  les  premiers  principes  de  l'Analyfe  dans 
les  trois  premiers  Livres  >  qui  font  comme  des  pré- 
parations pour  refoudre  les  équations  6c  les  Pro- 
blèmes qu'elles  expriment ,  on  enfeigne  la  refôlu- 
tion des  équations  dans  les  quatre  Livres  fuivans. 

Le  quatrième  Livre  contient  plufieurs  méthodes 
pour  refoudre  toutes  les  équations  de  quelque  de- 
gré qu'elles  puifTent  être  ,  lorfque  les  valeurs  de  Tin- 
connue  font  commenfurablesj  6c  les  méthodes  gé- 
nérales 
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neraîes  de  réduire  les  équations  ccrnpofées  aux 
plus  fimples  qu'il  eil  poffible.  Les  règles  qu  a  don- 
nées Monfieur  Hudde  dans  la  lettre  intitulée  de  re~ 
àuïïione  œquationum ,  qui  efl  à  la  fin  du  premier  Vo- 
lume de  la  Géométrie  de  Monfieur  Defcartes -,  y 
font  mifes  en  ordre  8c  démontrées.  La  méthode 
d'employer  les  grandeurs  indéterminées  qui  re- 
^prefentent  toutes  les  grandeurs  particulières  ,  pour 
découvrir. celles  que  l'on  cherche  3,eil  expliquée  dans 
•ce  quatrième  Livre  ,  ck  mife  en  ufage  dans  tous 
les.fuivans.  Les  Leéleurs  qui  commencent,  doivent 
fe  rendre  familière  cette  méthode  de  Monfieur 
Defcartes  :  elle  eil  comme  la  clef  qui  ouvre  l'entrée 
prefque. à  toutes  les  découvertes.  On  explique  dans  le 
même  Livre  tout  ce  qui  regarde  les  valeurs  égales 
des  inconnues  des  équations  j  ce  qui  ed  de  grand 
ufage  dans  la  refolution  de  plufieurs  Problêmes. 
•  On  a  mis  dans  le  cinquième  Livre  les  Méthodes 
de  refoudre  les  équations  compofées  en  particulier 
du  fécond  degré,  du  troifïéme,  du  quatrième,  &cc. 
On  tache  de  faire  entrer  les  commençans  dans  ces 
refolutions  ,  qui  font  la  plupart  de  l'invention  du 
'Tere  1?  reflet ,  comme  s'ils  les  découvroient  eux-mê- 
mes i  Ils  y  remarqueront  qu'il  y  a  dans  TAnalyfe  j 
auffi  bien  que  dans  la  Géométrie  fimple,  des  Pro- 
blêmes  dont  Ton  n'a  pu  jufqif  à  prefent  démontrer 
Limpoffibilité ,  ni  trouver  des  méthodes  qui  en 
donnaffent  la  reiblution  exacte  ;  qu'on  n'a  pas  lailTé 
cependant  de  trouver  des  méthodes  qui  en  don- 
nalTent  des  refolutions  fi  approchantes  ,  que  les 
Mathématiques  pratiques  &  les  Arts  en  tirent  les 
Tome  h  c 
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mêmes  avantages  qu'ils  auroient  des  refoliitions 
exactes  :  &  comme  Ton  a  trouvé  dans  la  Géométrie 
des; valeurs  fi  approchantes  de  la  longueur  de  la 
circonférence  6c  de  la  quadrature  du  cercle,  que 
leur  différence  d'avec  les  valeurs  exactes  eft  infen- 
fible;  on  a  de  même  trouvé  des  méthodes  d'appro- 
cher de  fi  près  des  valeurs  des  inconnues  des  équa* 
tions  dans  les  cas  où  l'Analyfe  n  en  a  pas  encore 
pu  trouver  d'expreffions  exactes  ,  qu'on  en  peut 
rendre  la  différence  plus  petite  qu'aucune  grandeur 
que  l'on  voudra.  Ces  méthodes  d'approximation 
font  le  fujet  du  fixiéme  &  du  feptiéme  Livre. 

On  explique  &  l'on  démontre  dans  le  fixiéme 
Livre  la  méthode  de  trouver  les  grandeurs  qui 
font  les  limites  des  valeurs  de  l'inconnue  dans  les 
équations  numériques  de  tous  les  degrés  ,  (  Monfieur 
l^olle  e&  l'Auteur  de  cette  méthodes  )  de  l'on  donne  plu* 
fïeurs  manières  de  trouver ,  par  le  moyen  de  ces  li- 
mites ,  les  valeurs  des  inconnues  des  équations  nu- 
mériques auffi  peu  différences  des  valeurs  exactes 
qu'on  le  peut  defirer. 

La  manière  de  faire  une  formule  générale  pour 
élever  une  grandeur  complexe  de  tant  de  termes 
qu'on  voudra  à  une  puiffance  quelconque  ,  dont 
1  expofant  indéterminé  reprefente  un  nombre  quel- 
conque entier  ou  rompu  ,  pofltif  ou  négatif,  eft 
expliquée  &  démontrée  pour  tous  les  cas  dans  le 
feptiéme  Livre  Elle  eft  de  grand  ufage  pour  for- 
mer toute  forte  de  puiffances,  pour  extraire  toute 
forte  de  racines  ,  par  de  fimples  fubititutions;  pour 
faire  des  forraulesgencrales  dans  la  refolution  des 
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Problêmes  5c  dans  le  calcul  intégral  ;  ôc  pour  ré» 
duke  à  une  extrême  facilité  la  pratique  des  métho- 
des qui  font  trouver  par  des  fuites  infinicslçs  valeurs 
de  celles  des  inconnues  que  l'on  voudra  de  toutes 
fortes  d'équations  qui  en  ont  plufieurs  ,  comme 
aufîî  de  toutes  celles  qui  contiennent  les  différen- 
tielles de  plufieurs  grandeurs  changeantes  méfiées 
enfemble.  Ces  méthodes ,  découvertes  par  Meffieurs 
Leibnits  (§<r  Newton ,  font  expliquées  ôt  démontrées 
dans  ce  feptiéme  Livre  :  8c  comme  elles  font  de 
grand  ufage  dans  la  refolution  d'une  infinité  de 
beaux  Problêmes,  ôc  qui  font  très-utiles,  comme 
on  le  verra  dans  la  dernière  Section  de  la  féconde 
Partie  du  huitième  Livre  ;  on  n'a  rien  oublié  pour  les 
faire  concevoir  clairement  aux  Lecteurs  qui  com- 
mencent, ôc  pour  les  leur  rendre  familières  par  plu- 
fieurs exemples  :  on  les  applique  auffi>  à  la  fin  de  ce 
feptiéme  livre,  à  l'approximation  des  valeurs  des 
inconnues  des  équations  littérales  déterminées  de 
quelque  degré  qu'elles  puiffent  être*  - 

Ainfi  les  Lecteurs  apprendront,  dans  les  fept 
premiers  Livres ,  la  manière  de  réduire  en  équa- 
tions les  Problêmes  des  Mathématiques,  &  fur  tout 
de  la  Géométrie  fimple  &  compofée  ,  &  des  fcien- 
ces  Phyfico-  Mathématiques  que  Ton  a  eues  prin- 
cipalement en  vue  dans  cet  Ouvrage.  Ils  appren- 
dront les  méthodes  pour  refoudre  ces  équations 
6c  les  Problêmes  dont  elles  font  les  expreffions  : 
Elles  leur  feront  trouver  des  refolutions  exactes, 
quand  <:ela  fe  peut;  ôc  quand  elles  ne  le  pourront 
pas ,  elles  leur  donneront  des  approximations  qu'ils 
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f courront  continuer  à  l'infini.  Enfin  ils  verront  dans 
e  huitième  Livre  les  ufages  de  ces  méthodes'.;  Se 
ils  y  apprendront  la  manière  de  les  appliquer  à  dé- 
couvrir les  propriétés  des  figures  de  la  Géométrie 
fimple.&  cornpofée;  ôc  à  refoudre  les  Problêmes  de 
ces  Sciences,  &  les  Problêmes  des  Sciences Phyfico: 
Mathématiques... 
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AVERTISSEMENT. 

POUR  former  une  notion  de  l'Analyfe  aux  Le  Fleurs  qui  corn- 
mencent  J  on  leur  fera  remarquer,  que  dans  tous  les  Problèmes 
des  Mathématiques  il  y  a  des  grandeurs  inconnues  quel*  on  cherche, 
des  grandeurs  connues  3  &  des  raports  connus  entre  les  grandeurs 
connues  &  Les  inconnues:  &  que  c' eft  par  le  moyen  de  ces  raports  con- 
nus qu'on  peut  découvrir  les  grandeurs  inconnues  que  l'on  cherche. 

L'Analyfe  eft  la  fcience  qui  contient  les  méthodes  pour  décou- 
vrir les  grandeurs  inconnues  que  l'on  cherche.  Ces  méthodes  en  fei- 
gnent à  marquer  par  les  lettres  de  l'alphabet  les  orandeurs  incon- 
nues &•  les  grandeurs  connues  >  à  trouver 3  par  le  moyen  des  ra^ 
forts  connus  qui  font  entre  les  unes  &  les  autres  3  des  équations 
qui  expriment  les  Problèmes  que  l'on  veut  ré  foudre ,  (£•  enfin  à, 
ré  foudre  ces  équations  3  c'ejl-à-dire  3  k  faire  découvrir  les  valeurs 
des  lettres  qui  marquent  les  grandeurs  inconnues  que  l'on  cherche* 
C'eft  ainfi que  l'Analyfe  donne  la  réfolution  des  Problèmes. 

Quand  les  équations  3  que  l' Analyfe  fait  découvrir  pour  la  ré- 
folution des  Problèmes  3  contiennent  des  lettres  qui  marquent  les 
inconnues  qui  ne  font  point  multipliées  par  elles-mêmes 3  ni  par 
d'autres  lettres  qui  repréfentent  d'autres  inconnues,  ces  équations 
s'appellent  fi  m  pies  5  ^  l'Analyfe  3  par  raport  à  ces  équations , 
s'appelle  l'Analyfe  fimple.  Le  premier  Livre  explique  l'Analyfe 
fimple. 

Quand  les  lettres  des  inconnues  font  multipliées  par  elles-mêmes 
ou  par  d'autres  lettres  des  inconnues  dans  les  équations 3  on  les 
nomme  des  équations  compofées^  &  V  Analyfe  par  raport  k  ces 
équations  3  s'appelle  l'Analyfe  compofee  :  Elle  eft  le  fujet  des 
Livres  qui  fuivent  le  premier. 

Quand  £  inconnue  ne  fait  qu'un  feul  terme  de  F  équation  dont 
tous  les  autres  termes  ne  contiennent  que  des  grandeurs  connues  > 
fi  elle  efi  multipliée  par  elle-même  3  V équation  eft  compofee  3  & 
elle  fe  ré  fout  par  les  méthodes  des  équations  compofee  s  ;  mais  com- 
me elle  fe  ré  fout  aufjt  par  une  fimple  extraîlion  de  racines  3  on 
peut  la  regarder  comme  une  équation  fimple  3  qmfeut  être  rèfolue 
far  l'Analyfe  fimple. 

C,iij 
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Ceux  qui  voudront  profiter  âe  cet  Ouvrage ,  ne  doivent  le  lir$ 
que  la  plaine  à  la  main  9  ejr  faire  eux-mêmes  les  calculs  qu*ils  y 

trouveront. 

P  our  l' entendre  avec  plus  de  facilité,  &pourfe  le  rendre  propre 
peu  à  peu  fans  fe  rebuter ,  ils  pourront  fe  contenter  dans  une  pre- 
mière leBure  de  lire  le  premier ,  le  fécond  &  le  troifiême  Livre  jufi 
qu'à  la  page  9  1  art.  44 ,  paffer  tout  le  refie  du  troifiême  Livre,  ej* 
tout  le  quatrième  Livre ,  &  lire  la  feule  première  SeBion  du  cin- 
quième Livre.  Les  connoiffancesy  qu'ils  auront  acquifes  dans  cette 
première  lecture ,  fit ffiront  a  ceux  qui  fcavent  les  premiers  èlemens 
de  la  Géométrie  fimple ,  pour  entendre  la  première  &  la  féconde 
Seïïion  du  huitième  Livre  ,  où  ils  verront  les  ufages  des  méthodes 
de  V  Analyfe  qu'ils  auront  apprifes ,  dans  la  Géométrie  fimple  y 
dans  l'art  de  jetter  les  bombes  ,  &  dans  les  Problèmes  qui  font 
découvrir  les  centres  d'ofcillation  des  pendules  compofez^pcur  don- 
ner la  jufieffe  aux  horloges.  Ils  pourront  même  entendre  la  troifiê- 
me S  ettïoïi  du  huitième  Livre.  Ils  y  trouveront  les  ufages  de  l'A- 
nalyfe  dans  la  Géométrie  compofèe,  &  en  même  tems  ils  fe  forme- 
ront une  idée  de  cette  fcience  &  de  toutes  les  lignes  courbes  qui  en 
font  l'objet,  &ils  apprendront  le  s  proprie  te  zje  s  plus  utiles  des  cour- 
bes les  plus  fimple  s  s  qu'on  appelle  les  SeBions  coniques.  Ces  con- 
nu iffances  les  mettront  en  état  d'entendre  les  Problèmes  des  arti- 
cles 49  S  &  49  9 .  A 'près  quoi  ils  pourront  lire  la  première  SeBion 
de  la  féconde  Partie  du  huitième  Livre ,  ou  efi  expliqué  le  calcul 
différentiel ,  juf qu  a  l'art.  53e  ;  paffer  aux  art.  549,  550  &  551 } 
pour  voir  l'ufage  de  ce  calcul  dans  les  Problèmes  qui  font  trouver 
les  tangentes  des  courbe  s  \  &  fans  s'arrêter  au  refie  de  la  féconde 
Partie  du  huitième  Livre ,  ils  pourront  lire  la  première  Seclion  de 
la  troifiême  Partie  ou  font  expliquezjes  premiers  principes  du  cal- 
cul intégral  juf  qu'a,  l'art.  666  \  enfin ,  pour  voir  quelques  ufages 
faciles  de  ce  calcul,  ils  pafferont  tout  le  refie  delà  troifiême  Partie 
jufqua  la  dernier c  SeBion  ,  dont  ils  pourront  lire  les  deux  premiers 
Exemples ,  &  paffer  à  la  féconde  Partie  de  la  dernière  SeBion  :  ils 
verront,  dans  le  premier  Exemple  Phyfico-mathematique  ,l' inven- 
tion des  Ovales  dont  parle  Mr  Defcartcs  à  la  fin  du  fecend  Livre 
de  fa  Geo?netrir ,  dont  il  n'a.  pas  donne  l' Analyfe.  Le  fécond  Exem- 
ple Phyficu-mathenidtiquc  leur  apprendra  la  ré fo lu ti on  générale 
du  Problème ,  où  U  s'agit,  après  avoir  donné  a  la  première  fur  face 
d'un  verre  tel  figure  qu'on  aura  voulu ,  de  trouver  la  figure  quil 
faut  donner  a  la  féconde  fur  face  du  même  verre,  afin  que  les  rayons 
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qui  partent  d'un  point  déterminé,  [oient  difpofe  ^parles  refraBions 
qu'ils  fouffriront  à  l'entrée  &  aufortir  de  ce  verre  3  à  s* aller  réunir 
dans  un  même  point  déterminé.  Ils  pajferont  tout  le  refie. 

Les  LeBeurs  qui  commencent  3  apprendront 3  par  cette  première 
leBure  3  les  premières  méthodes  de  l'Analyfe  \  &  ils  verront  les 
ufages  de  ces  méthodes  dans  la  Géométrie  /impie  ejr  compofée 3  & 
dans  la  réfolution  des  Problèmes  Phyfico-mathematiques ,  en  em- 
ployant le  calcul  ordinaire  de  £  Algèbre  >  le  calcul  différentiel  & 
le  calcul  intégral. 

Dans  une  féconde  IcBure  3fi les  chofes  qu'ils  auront  lues  dant 
la  première  ne  leur  font  pas  affe  ^familières  >  ils  liront  les  trois 
premiers  Livres }  la  première  SeBion  du  quatrième  Livre  3  là 
troifiéme  jufquà  l'art  66  y&  la  quatrième  SeBion  5  la  première 
Section  du  cinquième  Livre  3  la  féconde  SeBion  jufquà  l'art.  94, 
la  troifiéme  SeBion  jufquà  l'art.  1 04  ,  ils  liront  enfuite  toute  la 
première  Partie  du  huitième  Livre  \  les  trois  premières  SfBions 
de  la  féconde  Partie  3  excepté  l'art.  536.  &  les  fuiv  ans  jufquà 
fart,  541  j  ils  paf feront  la  quatrième  SeBion  3&  ils  liront  dans 
la  troifiéme  Partie  la  première  SeBion  jufquà  l'art.  666  >  ils 
pajferont  cet  article  &  les  fuiv ans  juf qu'à  l'art.  714  3  qu'ils  pour- 
ront lire  avec  ce  qui  refie  de  la  première  SeBion  j  ils  ne  liront  ni 
la  féconde  ni  la  troifiéme  SeBion  3  ni  le  premier  Exemple  de  la, 
quatrième'-,  mais  ils  liroritle  refie  de  la  quatrième  SeBion  3  &  ils 
pourront  entendre  les  fx  Exemples  Phyfico  -  mathématiques  qui 
font  à  la  fin  de  la  cinquième  SeBion. 

Dans  une  troifiéme  leBure  3  ils  ajouteront  à  la  précédente  le 
■fixième  &  le  feptième  Livre ,  excepté  la  cinquième  &  la  fixième 
SeBion  du  feptième  Livre  5  &  il  n'y  aura  plus  rien  dans  le  hui- 
tième Livre  qu'ils  ne  pnijjcnt  entendre  ;  &  ils  feront  en  état  d$ 
faire  le  choix  des  Méthodes  de  l'Ouvrage  qu'ils  doivent  fe  rendre 
les  plus  familières. 

Pour  entendre  tout  cet  Ouvrage  3  il  ne  faut  feavoir  que  les  opé- 
rations de  P  Algèbre  furies  grandeurs  littérales  3  cefl-à-dire3  il  ne 
faut  feavoir  que  le  feu l  calcul  &  les  proportions  &  les  progrejjîons. 
Ces  chofes  font  expliquées  dans  les  Traite^  £  Algèbre,  comme  dans 
les  Elemens  du  Père  Preftet ,  ou  dans  IcTraitè  de  la  Grandeur 
du  Père  Lamy  -,  ceux  qui  ont  la  Géométrie  latine  de  Mr  Defcartes, 
peuvent  fe  contenter  du  petit  Traité  dont  le  titre  efi,  Principia 
Mathefeos  univeHalis  3  qui  efi  au  commencement  du  fécond 
Volume.  Pour  entendre  le  huitième  Livre  3  ilfuffit  de  feavoir  Ut 
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Géométrie  (impie  3  c'efi -a-dire  3  ce  qui  efi  contenu  dans  les  fix 
premiers  Livres  d'Euclidc.  On  donnera  dans  la  fuite  un  Traité 
d'Algèbre  &  tmc  Géométrie  fimp  le. 

Le  feul  calcul  qui  ri efi  pas  explique  dans  les  Traitez^  Algèbre 
dont  on  vient  de  parler  3  efi  celui  des  expofans  des  puiffances. 
On  le  mettra  ici  en  peu  de  mots  pour  la  commodité  des  commen- 
cans  qui  pourront  le  lire  quand  ils  feront  arrivez^aux  endroits  de 
cet  Ouvrage  où  ils  en  auront  befoin. 

Lorfqu'une  même  grandeur  a  efi  multipliée  par  elle  même  une 
fois  3  deux  fois  3  trois  fois  3  &  a  in  fi  de  fuite  l  les  produits  $.& ,  aaa , 
aaaa ,  &c.  s'appellent  les  puiffances  de  cette  grandeur.  Pour  abré- 
ger ces  exprejjïons ,  l'on  écrit  au  haut  de  cette  grandeur  vers  lut 
droite  en  moindre  caratfere  le  nombre  qui  exprime  combien  de  fois 
chacun  des  produits  contient  la  lettre  a,  de  cette  manière  a1,  a' , 
aVa(,  &c.  ce  s  nombre  s  s' appellent^  expofans  des  puiffances  de 
la  grandeur  a  -,  ainfi  a*  efi  la  féconde  puiffance  de  a  3  &  i  efi  ï  ex- 
po fant  de  la  féconde  puiffance  de  2.-,^  efi  l'expofant  de  la  troifiéme 
fuiffance  ;  ejr  ainfi  des  autres  :  on  donne  auffi  à  la  grandeur  fimple 
a  l'unité  peur  expofant  3  de  cette  forte  a1^  ce  qui  marque  la  pre- 
mière puiffance  de  a  qui  ri  efi  point  multipliée  par  elle-ynème.  Les 
grandeurs  dont  les  expofans  font  des  nombres  entiers  3  s'appellent 
des  puifTances  entières. 

Les  racines  d'une  grandeur  âfe  marquent  ordinairement  par  le 
figne  V  avec  le  nombre  au-deffus  qui  marque  fi  c'efi  la  racine  quar- 
ree  ou  féconde  3  la  racine  cubique  ou  troifiéme  3  la  quatrième 3  &c. 
de  cette  fartera,  yVa,  y/a,  &c.  Mais  pour  le  s  réduire  au  même  cal- 
cul que  les  puiffances  entière  s  3  on  les  marque  fans  le  figne  y/  3  &  l'on 
écrit 3pour  leur  expofant,  unefraBion  dont  le  numérateur  efi  l'unité 
&  dont  le  dénominateur  efi  le  nombre  i  fi  c'efi  la  racine  féconde  i  le 

nombre  3  ,  quand  c'efi  la  racine  troifiéme 3  &c.  de  cette  forte  a  ^ 

111  L 

a  3  3  a  44  a^  &c.  Ainfi 'a  1  =z^a  marque  la  racine  féconde  de  a  y 
0-  ainfi  des  autres.  Par  le  moyen  de  ces  cxprcffions  on  peut  regar- 
der les  racines  des  grandeurs  comme  des  puiiîances  donc  les  ex" 
pofans  font  des  nombres  rompus. 

La  racine  quelconque  d'une  grandeur  a1,  a'.  &C.  qui  efi  une 
puiffance  entière  ife  inarque  en  donnant  pour  expcfint  à  cette  gran- 
deur unefratiïon  dont  le  premier  terme  efi  l'expofant  de  la  puiffance 
entière  de  cette  grandeur 3  &  dont  le  fécond  terme  efi  l'expofant 
de  la  racine  qu'on  veut  exprimer.  Ainfi  la  racine  féconde  de  a*  fe> 

marqua 
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wtarqm >  ainfi â  * j  la  racine  cinquième  de  z?  fe  marque  ainfi 'a  K 

jl  en  efi  de  même  des  autres. 

Pour  marquer  une  puijfance  en  gênerai,  on  prend  une  lettre  pour 

txpofant  j  ainfi 2?  ?narque  une  puijfance  quelconque  5  l'expo  fant  (n) 

repré fente  tel  nombre  qu' on  voudra,  foit  entier,  foit  rompu,  &  on 

l'appelle  3  a  caufe  de  cela  3  un  expo fant  indéterminé .  On  peut  aujjî 

marquer  une  puijfance  en  gênerai,  dont  l'expo  fant  efi  une  fraBion 3 

1  ■■■■ 

de  cette  manières  n3  ce  qui  figriifie  $z  5  c *  efi-k-direla  racine  qucU 

m 

eonque  repré  fente  e  par  (n)  de  la  grandeur  a.  De  même  a  n  = ^  am 
marque  la  racine  quelconque,  repu  èf entée  par  l 'indéterminé en,  de  a 
élevée  à  Id.  puiffance  entière  dont  l' expo  fant ,  quelque  nombre  en~ 
tier  qu'il  puiffe  être ,  efi  repré  fente  par  Tïndé  terminé  e  m.  Ces  ex- 
pofans indéterminé^  fervent  à  trouver  des  ré folutions  générales  qui 
conviennent  à  toutes  les  grandeurs  particulières  dont  les  puijfance  s 
peuvent  avoir  pour  expo  fans  quelque  nombre  que  ce  puiffe  être  1 
tous  ces  expofans  particuliers  pouvant  être  repré fentex^par  l'ex- 
po fant  indéterminé.  Ces  chofes  fuppofées,  voici  le  calcul  des  pui f 
fane  es  par  le  moyen  de  leurs  expofans. 

IJE   CALCUL    DES    PUISSANCES    DES    GRANDEURS 

par  le  moyen  de  leurs  expofans. 

"O  OXJ  R  multiplier  deux  puiffances  d'une  grandeur  yil  ne  faut 
J*  qu'ajouter  les  deux  expofans  de  ces  puiffances ,  &  écrire  la- 
fomme  des  expofans  pour  l'expo  fant  du  produit. 

Pour  divifer  une  puiffance  d'une  grandeur par une 'autre  puif- 
fance delà  même  grandeur ,  il  ne  faut  qu'bter  l'expo  fant  du  di- 
vifeurde  l'expofdnt  de  la  puijfance  a  divifer  3  &  écrire  la  dijfe-  - 
rence  des  expofans  pour  l 'expo fant  du  quotient. 

Peur  multiplier  a5 1  par  2Ï3  il  faut  écrire  a1  "*" 5  ou  a* 'pour  le  pro- 
duit. Pour  multiplier  a1  par&\  il  faut  écrire  ti"*1  ou  2}  pour  le 

produit.  Pour  multiplier  2?  par  a  "^  il  faut  écrire  pour  le  produit- 
a?.":    *  ssss  âl.  Pour  multiplier  &  z  par  2k  ♦ ,  il  faut  écrire  pour  le* 

JL-.    V  1  '-.  •>. 

produit  &  *  **  *  :==  a  4 .  T$è  même  le  produit  de  xu  parxm  efixm*ay- 
celui  de ?  xn  parx l  efi  xu  +  1  y  celui  de  x" par  x  ~  efix'  "*' *  5.  cc^ut 

ï_  I  nn  -4-1  ; 

'de  x*  par  xn  efi  x*+»=x;  a  .  Il  en  efi  de  mënie  des  autres» 
T*omi  J,  d- 
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Pour  divlfer  a3  par  a  %  il  faut  écrire  pour  le  quotient  a3  ~ \  ===  aT  3 
ak  même  le  quotient  de  a1  ^/  a1  efi  a1  ~" *  .=  a l  $  ^/k/  ^  a3  divifé 
1  j-i.  X  î*'      .  î  ±_l  J_£ 

^r  a  * <r/£  a     z  =  a  t.  Z*  quotient  de  a  i^r  a  ? r  ^  a z  ""  ?  =  a  * 4$ 


4.  4.  1 


telui.de  a  ^z;» a^/a'    3  =  a    ? .  JDtf  même  le  quotient  de  xm 
far  xn  efl  xm-nj  celui  de  x™  parx~*efi  xm+n;  celui  de  xm  par  X1 

efixm~l;  celui  de  x ""  m.divifée par  x "  7 eft  x~" m •*" f  %   //  <?«  ^  ^  ' 
»râf  ^^  autres. 

On  remarquera  qu'il  fuit  de  ces  opérations  3  i°.  qu'un  expo  fan t 
négatif  marque  que  la  puiffance  >  dont  il  efl  l'expofant3  efi  un  divi- 
feur  /  &  qu'elle  efl  par  confie  quent  au  dénominateur  h  ainfi  x-1 

»™ 

x  xï         Vx  X 

de  même  des  autres. 

40.  Que  l'on  peut  dans  une  fraBion  >  faire  pajfer  une  puiffance 

du  dénominateur  au  numérateur 3  ou  du  numérateur  au  dénomma^ 

I  .         teur  3  fans  changer  la  valeur  de  la  fraclion.  Par  exemple  au  lieu 

i  yM"fto^     de  yf,  on  peut  écrire  axay-?.  L'on  peut  encore  écrire  x-z^  // 

ootf-Utuww  ^_jL^<ï     en  eflde  même  des  autres.  Ces  ebangemens  d'expreffion '  peuvent 

être  d'ufage  dans  quelques  rencontres. 

3°.  Que  quand vn  multiplie  deux  puiffances  dont  les  expo  fans. 

font  négatifs 3  par  exemple  x  *  z par  x  ...  r$  ce  qui  donne  le  pro- 

duitx    1~  a  sss  x_Ij  cette  opération  revient  a  la  même  chofe 

que  fi  l'on  divifoit  x  "  Tpar  x  *\car  le  quotient fleroit  aufiî  x  7  1  -  f 
=  x-1, 

40.  j£«<?  quand  on  multiplie  la  même  grandeur  ou  U  même 

puiffance  plufieurs  fois  par  elle-même ,  par  exemple  x  ~£  parx~* 

^rx  *■  par  X1  ^  il  faut  écrire  3pour  expofant  du  produit ,  !e  double 

de  l'expo  font  quand  c'eft  x  ^  par  x  "ï  5  le  triple  3  quand  e'sfi  x  * 

par  x  ipar  x*  ;  le  quadruple,  quand  c'eft  x  * par  x  T par  x^ par  x  ~--y 


J 
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&  ainjiâes  autres.  Car  x  *  x  x  *"  =?x  2  "*"  *  =s=x  z  =  x1  -,  x  *.  x 

i        i.  Ih-JL.,.2  Ai-        L        JL       JL  i+i  +  i+;i 

x*xxl=xi      *     *  =  X  ZJ  x2-  x  x*x  x  lxx  i  =  xi    X    I    T 

4 

=  x  *  ===  x\  i1/  £#  r/?  ^  même  des  autres.  D'oà  l'on  voit  que  pour 
élever  la  puiffance  d'une  (grandeur  à  une  puiffance  dont  F  expo  Tant 
iff  un  nombre  entier,  il  n'y  a  qu'a  multiplier  l'expo  faut  de  cette 
puiffance  par  l'expofant  de  la  puiffance  à  laquelle  on  la  veut  èle- 
iier,  &  l'on  aura  l'expofant  que  ï on  cherche.  Par  exemple  pour 

élever  x  *  à  la  quatrième  puiffance  ,  il  faut  écrire  x~*  x  "**=  xT. 

D'où  il  fuit  que  pour  avoir  la  racine  d'une  puiffance  quelconque , 
il  n'y  a  qu'a  divifer  l'expofant  de  la  puiffance  par  l'expofant  du 
figne  radical  de  la  racine  ,  &  le  quotient  fera  l'expofant  que  l'on 
cherche.  Par  exemple  pour  extraire  la  racine  quatrième  marquée 


far y V  de  a  3 ,  il  faut  écrire  pour  la  racine  aï=a  lz'  C'efl  la 
même  chofe  des  autres. 

Mais  j  divifé  par  4  efl  la  même  chofe  que  |  multiplié  par  ~  j 
ainfi  en  regardant  les  racines  comme  des  puiffance  s ,  c'efi-à-dire T 
71  employant  pas le  figne  radical  V  pour  marquer  les  racines,  mais- 
leur  donnant ,.  comme  aux  puiffance  s ,  pour  expofant  des  nombres 

rompusj  alors  pour  élever  mie  puiffance  comme  a~ ï  aune  puiffance 
dont  l'expofant  efl  un  nombre  rompu,  par  exemple  ^ ,  /'/  ne  faut  que 

multiplier  l'expofant  ±  de  la  puiffance propofée  a  fpar  l'expofant- 

L  J      Ê 

de  la  puiffance  à  laquelle  on  veut  élever  a  *  ,,(£•  l'on  aura,  a  *  *  4 
==  a  ~j.  Ce  qui  d,onne  cette  règle. 

Pour  élever  une  puiffance  quelconque  a"  à  une  puiffance  quel- 
conque  dont  l'expofant  efl  repré fente  par  m,  il  ne  faut  que:  multi- 
plier l'expofant  n  de  la  puiffance  propo fée  2?  par  l'expofant  va  de 
la  puiffance  à  laquelle  on  veut  élever  a",  &  écrire  amn  pour  la 
puiffance  que  l'on  cherche.. 
Pour  élever  a?  a, la puiffancedont l'expofant  efl  \rilfaut  écrire 

a  /     z  =  a  *  3  pour  élever  xn  à  la  puiffance  dont  l'expofant  efl — y  ■„ 

il  faut  écrire,  x     p  -•*  //  en  efl  de  même  des  autres. 
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Voilk  le  calcul  des  puiffances  parle  moyen  de  leurs  expofans* 
voici  la  raifon  fur  laquelle  ce  calcul  efi  fondé  :  les  Zefleurs  qui 
fcavent  les  proprietez^des  progreffions  arithmétiques  &  des  pm-* 
grefiions  géométriques  3  £  entendront  facilement. 

A  Progrelïion  géométrique  des  puiffances  de  a. 

-H-  $  %  ±,  %  -k,  -f-,  *,'«*% a">  aN  a'>  a+,af,a«,:&c 

2?   La  même. 
•£  a-*,  a~f,  a-4,  a"~?5  a"1,  a-1,  a%  aT,  a%  a5,  à4,  aT,  aô,  &c 

Toutes  les  puiffances  cPune  grandeur  & /mi fies  de  fuite  3  de  ma- 
niere  que  a°,  ou>  ce  qui  efi  la  même  chofe  3  l'unité  foit  entre  celles 
dont  les  expo  fan  s  font  les  nombres  entiers  pofitifs  pris  de  fuite  s 
&  celles  dont  les  expo  fans  font  les  mêmes  nombres  négatifs  mis 
auffi  de  fuite  '•>  .toutes  ces  puiffances ',  dis- je  3  font  une  progreffion 
géométrique. 

Les  expo  fans  de  ces  puiffances  font  une  progreffion  arithmétique, 
&  zgro  qui  efl  entre  les  expo  fans  pofitifs  &  les  expo  fans  négatifs  > 
efi  l'cxpofant  de  l'unité  ou  de  a0  dans  la  progreffion  géométrique? 
ainfi il  y  a  deux  progreffions  datis  l'expreflîon  B  j  la  géométrique 
efi  celle  des  puiffances?  l'arithmétique  efi  celle  des  expo  fans. 

Outre  les  termes  marque  zjlans la  progreffion  géométrique  B3on 
en  peut  concevoir  une  infinité  d?  autres  de  cette  manière.  Entre  a° 
ou  l'unité  &  a1,  on  peut  concevoir  toutes  les  puiffances  infinies  de  a 
dont  les  expo  fans  font  le  s  nombres  rompu  s  pofitifs  moindres  chacun 

J.        L        i.        î,       J        £ 

que  l'expofant  i  de  a1,  comme  a  * ,  a  *,  a  * ,  a  T,  a  *,  a  *"5  &c. 

&  l'on  peut  concevoir  entre  a0  &  a~ 1  toutes  les  puiffances  à  l'infini 
de  a,  dont  les  expo  fan  s  font  les  mêmes  nombres  rompus  moindres 
chacun  que  l'unité  3  mais  négatifs. 

On  peut  de  même  concevoir  entre  a1  gj-  a'  un  nombre  infini  de 
puiffances  de  a  dont  les  expo  fin  s  font  de  fuite  tous  les  nombres 
rompus  pofitifs  fur  qui  paffent  l'unité  3  &  font  moindres  que  i.  On 
peut  auffi  concevoir  entre  a"1  &  a~2/<r  nombre  infini  de  puiffan- 
ces de  a  ,  dont  les  expofans  font  les  mêmes  nombres  rompus  dont 
on  vient  de  parler  3  mais  négatifs. 

Ainfi  entre  chacun  des  termes  de  la  progreffion  B  &  celui  qui  le 
fuit  3  ou  celui  qui  le  précède  3  il  peut  y  avoir  une  infinité  dt  autres 
termes  qui  feront  tous  le  s  puiffances  de  a,  mais  leurs  expofans  feront 
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des  nombres  rompus  pofitifs  en  allant  de  a.0  vers  la  drojte  3  &  nè«. 
gatifs  en  allant  de  a0  wrj  la  gauche. 

pour  faire  concevoir  que  les  expo  fans  de  ce  nombre  infini  de 
puiffances  de  a  mifes  de  fuite  en  progreffon  géométrique  3  font 
entreux  une  progreffion  arithmétique  3  dont  la  différence  efi  le  plus 
petit  nombre qu 'on puiffe  imaginer 3  ilny  a  qu  à  faire  remarquer 
une  manière fimple  de  trouver  ces  termes  moyens  a  l'infini  entre  les 
termes  marquex^dans  B.  Par  exemple  four  trouver  tous  les  termes 
entre  a0  &  a1,  ou  entre  i  &z\il  n*y  a  qu'a  prendre  le  terme  moyen 
proportionel  géométrique  ^a  j  &  pour  avoir  f on  expofant  3  il  n'y 
a  qu'a  prendre  le  moyen  arithmétique  proportionel  entre  o  &  % 

qui  eft\.  AinfiVon  aura  4ra°,  a  *,  a1. 

On  prendra  de  même  la  moitié  deo~\-\  qui  efi  |?,  &  l*  moitié 

fde  {+!■==  \ y  laquelle  moitié  efi  ^^^  l'on  aura^  a0,  a  +.,  a  % 

a  4,  a1.  On  conçoit  clairement  quon  peut  ainfi  continuer  de  pren- 
dre des  termes  moyens  proportionels  3  tant  les  géométriques  que  les 
.  arithmétiques  correfpondans  >  &  cela  a  l'infini  ;  &  quon  peut 
..enfuit  e \3au  lieu  d'un  moyen  proportionel  éprendre  deux,  trois  3  qua- 
tre 3&c.  moyens  proportionels  géométriques  entre  deux  termes  voi- 
fins  3  &  prendre  en  même  temps  les  n%oyens  proportionels  arithméti- 
ques correfpond,ans  qui  ferv  iront  d'expo  fans  aux  géométriques. 

En  imaginant  de  la  même  manière  les  moyens  proportionels  gea- 
ynetriques  entre  tous  les  termes  voifins  &  les  arithmétiques  qui 
leur  fervent  d' expo  fans  j  on  verra  clairement  qu  on  peut  concevoir 
une  progreffion  géométrique  infinie  de  toutes  les  puiffances  de  fuite 
d 'une  grandeur '3  dont  les  expo  fans  feront  auffi  une  progreffon  arith- 
métique. 

L'on  remarquera  que  toute  s  le  s  fois  qu'  on  prendra  quatre  termes^ 
dans  la  progreffion  géométrique ■_,  qui  feront  entreux  une  propor- 
tion géométrique 3  les  quatre  expo  fans  de  ces  quatre  termes  feront 
entreux  une  proportion  arithmétique  i  Et  que  toutes  les  fois  quon 
prendra  plufieurs  termes  3  c'eft-d-dire  tant  de  termes  qu'on  vou- 
dra 3  dans  la  progreffion  géométrique ,  qui  3  quoiqu'èloignezfes  uns 
-des  autres  3  feront  pourtant  entreux  une  progreffion  géométrique  > 
les  expo  fans  de  tous  ces  termes  3  pris  dans  le  même  ordre  3  feront 
entr  eux  une  progreffion  arithmétiques  c  efi- a,- dire  3  la  même  dif- 
férence régnera  dans  leur  progreffion. 

d  iij 
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M  dis  quand  zéro  eft  le  premier  terme  d'une  proportion  arithme^ 
tique  o,  1:2,  1-1-2  =  3,  il  faut  ajouter  le  fécond  &  le  troifiéme 
terme  3  &  la.  fomme  eft  le  quatrième  terme.  Quand  zéro  eft  le 
quatrième  terme  d'une  proportion  arithmétique  3,  2:1,0,  il  faut 
retrancher  le  fécond  terme  du  premier  3  &  la  différence  eft  le  troi- 
Jième  terme.  Enfin  quand  zéro  eft  le  premier  ou  le  dernier  terme 

d'une  progreffîo  n  arithmétique  -4-  o3  1  v  2 ,  3 ,  4  j  ~  4 , ,  3 ,  2 , 1  -,  O, 
il  faut  multiplier  le  terme  le  plus  proche  de  zéro ,  qui  eft  la  dif- 
férence de  la  progreffion  3  par  le.  nombre  des  termes  depuis  zéro 
non  compris  3  par  exemple  par -4  3  fi  l'on  veut  le  quatrième  terme 
depuis  zéro  non  compris  3  &  le  produit  eft  le  terme  que  Ion  cherche. 
C'eft  la  raifon  des  règles  qu'on  a  données  pour  multiplier  &  pour 
divifer  deux puiffances  d'une  même  grandeur  l'une  par  l'autre  par 
le  moyen  des  expo  fans  5  &  pour  élever  une  puijfance  d'une  gran- 
deur a  une  autre  puiffance  dont  l'expofant  eft  donné.  Car  pour 

multiplier  par  exemple  a1  par  a?,  il  y.  a  une  proportion  géométri- 
que a°  ou  1 .  a2-  ::  a*.  af,  dont  l'unité  eft  le.  premier  terme ^,a*  &£ 
font  le  fécond.  &  le  troifiéme  terme  3  &  le  produit  &  que  l'on  cher- 
che eft  le  quatrième  terme.  Les  expo  fans  o  ,,  2  :  3  ,  3-1-2  ==  5 
font  aufiî  une  proportion  arithmétique  dont  zéro  eft  le  premier  ter- 
me 3  les  expo  fans  2  &  3  des.  grandeurs à  multiplier 3  a1,  &\font 
le  fécond  &  le  troifiéme  terme  :  ainfi  ajoutant  2  -+-  3  ,  la  fomme  51 
eft  l'expofant  du  terme  a5  que  l'on  cherchoit. 

Pour  divifer  2)  par  a1,  il  y  a  une  proportion  géométrique  a5,  a1 
:i  a1,  a0  ou  î ,  dont  a*  eft  le  premier  terme  j  le  divifeur  a?  le  fécond 
terme  5  le  quotient  a1  que  l'on  cherche  eft  le  troifiéme  terme  3  & 
l'unité  2c  ou  1  eft  le  quatrième  terme.  Les  expo  fans  3,2:1,  o , 
font  aujjt  une  proportion  arithmétique  '•>  le  premier  terme  eft  3 ,  le 
fécond  eft  2  ,  le  troifiéme  1  eft  l'expofant  du  quotient  que  l'on  cher- 
che 3  &  zéro  eft  le  quatrième  terme  y  ainfi  en  retranchant  le  fé- 
cond terme  2  du  premier  terme  3 ,  la  différence  1  eft  l'expofant  du 
quotient  que  l'on  chercha 

Pour  élever  la  puijfance  d'une  grandeur  comme  a1  à lune  puif- 
fance dont  l'expofant  eft  donné  3  par  exemple  a  la  puiffance  dont 
Vexpofant  eft  4,  il  y  a  une  progreffîon  géométrique  -^-  a°  ou  1 ,  a-1, 
a  ,  aJ,  a4 ,  dont  le  premier  terme  eft  l 'unité ,  la  puiffance  donnée  a1 
eft  le  premier  terme  après  l'unité  3  &  la  puijfance  a+  que  l'on  cher^ 
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xhe  efile  quatrième  terme  après  £  unité.  Les  expo fans  font  aufiî 
une  proqrcjjîon  arithmétique  —.-0,1,2,3,4,  depuis  %ero  5  le 
premier  terme  après  zéro  efi  l'unité  3  &  cefi  la  différence  de  la 
groqyejjion  5  P.expofant  que  l'on  cherche  efi  le  quatrième  terme 
après  zgro  ',  &  dans  une  proyrcjjîon  arithmétique  _,  la  différence 
étant  connue  3  qui  efi  ici  1  ,  &  le  nombre  des  termes  après  zéro  3 
qui  efi  ici  4 ,  il  ny  a  quà  multiplier  la  différence  par  le  nombre 
des  termes  depuis  zgro  non  compris  3  &  le  produit  3  qui  efi  ici  4, 
■efile  terme  que  l'on  cherche  de  la  progreffion  arithmétique 3  (jrpar 
confie Client  l'expjofant  de  la  puiffance  a*  que  l'on  cher  choit'. 
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DE     L'ANALYSE    QUI    ENSEIGNE 

à  réfoudre  les  Problêmes  qui  fe  réduifenc 
à  des  équations  fimples. 
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SECTION     I, 

£<s  Méthode  de  réduire  un  Problème  en  équation?. 
PROBLEME-  I. 

I*  <£(.  EDU I R  E  un  Problème  en  équations  \  £  eft-Or-dire  expri- 
mer par  des  équations  tous  les  raforts  d'un  Problème. 

L  faut  dïftinguer  avec  beaucoup  d'atten- 
tion les  trois  chofes  que  renferme  le  Pro- 
blème :  i.  Les  grandeurs  connues  :  i.  Les 
grandeurs  inconnues  qu'on  cherche,  ou 
qui  fervent  à  faire  trouver  celles  qu'on 
cherche  :  3 .  Les  raports  connus  entre  les 
grandeurs  connues  &  les  inconnues  y  ou  même  ceux  qui 
font  entre  les  inconnues. 

2°.  Il  faut  marquer  les  grandeurs  connues  par  les  pre- 
mières lettres  de  l'alphabet  a3b ^,  &c-  &  les  inconnues 
par  les  dernières  j,  *,  x/,  x,^,  jç 

Il  eft  bon  aufli  de  marquer  les  grandeurs  connues  Se  in- 
Tome  I.  A 
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connues  par  les  premières  lettres  des  noms  qui  les  expri- 
ment :  Par  exemple  de  marquer  un  nombre  en  gênerai 
par  n,  une  fomme  par  j,  le  temps  par  t,  la  vîteffe  par  i^une 
tangente  par  *,  une  foutangente  par  j,  6c  ainfi  des  autres  j 
cela  foulage  la  mémoire. 

3  °.  Il  faut  fuppofer  le  problême  comme  réfolu,  en  regar- 
dant les  inconnues  comme  fi  elles  étoient  connues,  ôc  trou- 
ver par  le  moyen  des  raports  connus  du  Problême  s  autant 
d'équations  qu'on  a  fuppofé  d'inconnues.  Il  faut  obferver 
autant  qu'on  peut ,  l'ordre  naturel  dans  la  formation  des 
équations,  c'eft-à-dire  qu'il  faut  commencer  par  les  raports 
les  plus  iïmples ,  6c  fe  fervir  enfuite  par  ordre  des  raports 
les  plus  compofés. 

Exemple     I, 

[RouvERle  quatrième  terme  d'une  proportion,  dont 
on  connoît  les  trois  premiers  termes. 

i  °.  Je  remarque  les  grandeurs  connues  qui  font  les  trois 
premiers  termes  connus ,  la  grandeur  inconnue  qui  eft  le 
quatrième  terme  ,£c  les  raports  connus  entre  les  grandeurs 
connues  &;  l'inconnue:  dans  ce  Problême ,  les  raports  con- 
nus font  le  raport  qui  eft  entre  la  première  &  la  féconde 
grandeur  connue ,  $c  le  raport  qui  eft  entre  la  troiiiéme 
grandeur  connue,  6c  la  quatrième  qui  eft  l'inconnue  qu'on 
cherche,  ces  deux  raports  font  égaux 5  par  confequent  le 
produit  des  extrêmes  eft  égal  à  celui  des  moyens. 

20.  Je  marque  les  grandeurs  connues  par  les  premières 
lettres  de  l'alphabet,  6c  l'inconnue  par  une  des  dernières -y 
de  cette  manière.  Soit  le  premier  terme  z==a.  Le  fécond =b. 
Le  troifiéme  =  f.  Le  quatrième  =  x. 

30.  Par  le  moyen  des  raports  connus,  j'ai  cette  propor- 
tion a  .  b  :  :  c .  x. 

Et  le  produit  des  extrêmes  étant  égal  à  celui  des  moyens, 
l'on  aura  cette  équation  ax  ~bc ,  qui  eft  celle  du  Pro- 
blème^ 

Exemple     II. 

1  RouvER  la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  d'une 
progreiïion  géométrique  qui  va  en  diminuant,  dont  on  con- 
noît le  premier  6c  le  fécond  terme. 
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i°.  Je  remarque  les  grandeurs  connues,  qui  font  le  pre- 
mier terme  de  la  progreffion  qui  eft  le  plus  grand,  éc  le 
fécond  terme ,  la  grandeur  inconnue  qui  eft  la  fomme  de 
tous  les  termes  infinis  de  la  progreffion  :  Je  remarque  de  plus 
que  par  la  propriété  des  raports  égaux  qui  font  entre  tous 
les  termes  de  la  progreffion  ,  la  fomme  de  tous  les  antécé- 
dents ,  qui  eft  ici  la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  de  la 
progreffion,  parceque  zéro  eft  le  dernier  terme,  eft  à  la 
îbmme  de  tous  les  confequents,  qui  eft  la  fomme  de  tous 
les  termes  moins  le  premier  ,  comme  le  premier  terme  eft- 
au  fécond, 

2°.  Je  marque  les  grandeurs  connues  6c  l'inconnue  de 
cette  manière. 

Soit  le  premier  terme  connu  =sa. 

Le  fécond  =  b. 

La  fomme  inconnue  de  tous  les  termes  infinis  =/. 

3  °.  Je  me  fers  ainfî  du  raport  connu  pour  former  l'équa- 
tion du  Problême. 

La  fomme  de  tous  les  antécédents  de  la  progreffion  qui 
eft  égale  à  / — *o,  c'eft-à-dire  la  fomme  j,  eft  à  la  fomme 
de  tous  les  confequents  qui  eft  s  —  a  ;  comme  le  premier 
terme  a  eft  au  fécond  b  ,  &  j'ai  cette  proportion 

s .  s* — a  :  :  a.b. 

Et  le  produit  des  extrêmes  étant  égal  à  celui  des  moyens, 
l'on  aura  cette  équation  bs  =  ds  — a  a  qui  eft  celle  du 
Problême. 

Exemple     III. 

1  R  ô  u  v  e  r  deux  grandeurs  dont  on  connoît  la  fomme 
Si  la  différence. 

i°.  Soit  la  fomme  connue  des  deux  grandeurs  incon- 
nues =^. 

Soit  leur  différence  connue  =  d. 

Soit  la  première  6c  la  plus  grande  des  deux  grandeurs 
inconnues  =  x. 

La  féconde  =y. 

2°.  Il  y  a  deux  raports  connus,  le  premier  eft  que  la 
fomme  des  deux  inconnues  eft  égale  à  a ,  ce  qui  donne  cette 
première  équation  x-\~y  =  a. 

Le  fécond  raport  connu  eft  que  la  différence  des  deux 

Aij 
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inconnues  eft  égale  à  d,  ce  qui  donne  cette  féconde  équa- 
tion x—y  =  d. 

L'on  a  ainfi  les  deux  équations  du  Problème, 

Remarque. 

Lorsqu'il  n'y  a  pas  affez  de  raports  connus  pour 
trouver  autant  d'équations  qu'on  a  fuppofé  d'inconnues,  le 
Problême  a  plusieurs  réfolutions ,  comme  on  le  fera  voir 
dans  la  fuite ,  &;  on  l'appelle  indéterminé. 

De'  FINITION. 

L  E  s  grandeurs  qui  font  des  deux  côtés  du  fîgne  =  dans 
une  équation ,  font  nommées  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion ,  x  — y  eft  le  premier  membre  de  l'équation  x  • — y  ===  d , 
&;  d  en  eft  le  fécond  membre. 

Avertissement. 

A  P  R  e's  avoir  réduit  un  Problême  en  équations ,  il  faut 
faire  en  forte  que  les  inconnues  des  équations  fe  trouvent 
feules  dans  le  premier  membre,  &  qu'il  n'y  ait  que  des  gran- 
deurs connues  dans  le  fécond  3  ce  qui  donne  la  réfolution 
du  Problême. 

Le  dégagement  des  inconnues  des  équations,  &  les  pré- 
parations pour  y  arriver,  fe  font  par  l'addition ,  la  fouftra- 
ftion,  la  multiplication,  la  divifiori,  l'extra&ion.des  raci- 
nes ,  etc. 


SECTION    IL 

La  Méthode  de  dégager  les  inconnues  des  équa- 
tions ,  8c  de  préparer  les  équations 
à  ce  dégagement, 

"Vfage  de  l'addition  &  de  la  fouflraBion  four  le  dégagement 
des  inconnues ,  &  pour  y  préparer  les  équations. 

1.  L'A  d  d  1  t  1 .0  n  &  la  fouftraétion  fervent'  à  faire  palier 
une  ou  plufieurs  grandeurs  d'un  membre  de  l'équation 
dans  l'autre» 
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Il  faut  effacer  la  grandeur  qu'on  veut  faire  paiTer  dans 
le  membre  où. elle  effc,  &  l'écrire  dans  l'autre  membre  avec 
un  ligne  contraire  à  celui  qu'elle  avoit. 

Par  exemple,  dans  l'équation  bs  =  as —  aa  s  on  fera 
palier  — ■  aa  du  fécond  membre  dans  le  premier ,  en  l'effa- 
cant  dans  le  fécond  membre,  8t  l'écrivant  dans  le  premier 
avec  le  fîgne  -h,  6c  l'on  aura  bs  -\*aa  =  as. 

On  fera  parler  de  même  dans  l'équation  bs+-aa  =  as 3 
la  grandeur  -t-  bs  du  premier  membre  dans  le  fécond ,  en 
l'erraçant  dans  le  premier,  %  en  l'écrivant  avec  le  ligne  — 
dans  le  fécond,  &Pon  aura  aa  =  as —  bs. 

D  e'  m  o  n  s  t  r  a  t  i  o  N. 

L'On  ne  fait  dans  cette  tranfpoiltion  qu'ajouter  ou  retran- 
cher des  grandeurs  égales  dans  chaque  membre  de  l'équa- 
tion :  car  en  ajoutant  ■+•  aa  dans  chaque  membre  de  l'équa- 
tion bs  =as  —  aa ,  l'on  trouve  aa  •+•  bs,=  as  —  aa^r  aa^ 
& — ,aa  -h  aa  étant  égale  à  zéro,  on  l'efface ,  ôcil  refle  aa 
•*-  bs=  as.  Et  en  retranchant  .+-  bs  dans  chaque  membre 
de  aa  -h  bs  =  as ,  l'on  trouve  aa M-bs-—  bs=as  —  bs,  &c 
4-  bs~-bs  étant  égal  à  zéro,  on  l'efface,  êc  il  relie  aa  =  as 
—  bs.  Par  confequent  les  deux  membres  demeurent  tou- 
jours égaux  après  cette  tranfpoiltion, 

TJfage  de  la  tranfpejition. 

i .  \J  N  peut  mettre  par  tranfpoiltion  toutes  les  quantités 
&u  eft  l'inconnue  dans  un  membre ,  &;  toutes  les  quantités 
connues  dans  l'autre ,  comme  on  le  voit  dans  la  dernière 
équation  ^  ce  qui  fervira  au  dégagement  des  inconnues. 

2.  On  peut  mettre  par  tranfpoiltion  toutes  les  quantités 
d'une  équation  dans  un  membre,  ôc  zéro  dans  l'autre  3  ce 
qui  fervira  dans  les  Livres  fuivans.  Car  en  effaçant  toutes 
les  quantités  d'un  membre ,  &c  les  écrivant  avec  des  lignes 
contraires  dans  l'autre  membre,  l'égalité  demeure  toujours, 
&:  zéro  fe  trouve  feul  dans  le  membre  011  l'on  a  effacé  tou- 
tes les  quantités.  Par  exemple ,  il  l'on  a  xx  —  ax  =  ab , 
l'on  aura  par  tranfpoiltion  xx  —  ax  —  ab  =====  o. 

3.  On  peut  rendre  pofitivespar  le  moyen  de  la  tranfpoil- 
tion, les  grandeurs  négatives  de  l'équation,  les  ôtant  du 
membre  où  elles  font  négatives ,  &  les  mettant  dans  l'autre 

Aiij 
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avec  le  fîgne-Hj  ce  qui  fert  à  rendre  l'inconnue  pofîtive^ 
quand  elle  eft  négative ,  6c  à  faire  trouver  la  valeur  pofîtive 
de  l'inconnue. 

4.  Lorfque  la  même  grandeur  fe  trouve  avec  le  même 
ligne  dans  chaque  membre  de  l'équation ,  comme  dans  cet 
exemple  ax  -\-ab  =  -*-ab-±-bc^  il  faut  l'effacer,  6c  l'on  aura 
ax  =  bc. 

Ufages  de  la  multiplication  pour  préparer  les  équations  3  pour 
en  bter  les  frafiions ,  &  pour  en  dégager  les  inconnues, 

ï.LOrs qjj e  rinconnue  eft  divifée  par  une  grandeur 
connue ,  comme  dans  cet  exemple  -J  ==  f\  on  peut  dégager 
l'inconnue  de  cette  grandeur  connue ,  en  multipliant  cha- 
que membre  par  la  grandeur  a,  par  laquelle  l'inconnue  x 
eft  divifée ,  &;  l'on  aura  x  =  ~. 

2.  On  peut  encore  ôter  par  la  multiplication  >  toutes  les 
fractions  d'une  équation. 

Il  faut  multiplier  les  deux  membres  de  l'équation  par  le 
dénominateur  de  la  première  fraction ,  Se  multiplier  la  nou- 
velle équation  par  le  dénominateur  de  la  féconde  fraction  v 
ôcainfi  de  fuite,  6c  l'on  trouvera  une  équation  où  il  n'y  aura 
plus  de  fractions. 

Exemple.  Il  faut  ôter  les  fradions  de  l'équation  f  h-  t 

d 

e  ' 

Je  multiplie  chaque  membre  par  ^,  6c  je  trouve  l'équation 

Je  multiplie  enfuite  chaque  membre  de  cette  équation  par 
le  dénominateur  c ,  Se  je  trouve  cx-\-ab  ===  ~. 

Enfin  je  multiplie  chaque  membre  de  cette  équation  par 
le  dénominateur  e ,  6c  je  trouve  cex-\-abc  =acdoii  il  n'y 
a  plus  de  fractions,. 

On  peut  ôter  tout  d'un  coup  toutes  les  fractions  d'une 
équation ,  en  multipliant  chaque  membre  par  le  produit  de 
tous  les  dénominateurs. 

Dans  l'exemple  précèdent  en  multipliant  f  -H  7==  7  par 
ace  produit  de  tous  les  dénominateurs,  l'on  trouve  l'équa- 
tion ~  -+-  ^p  =  ~  j  dans  laquelle  effaçant  les  lettres  com- 
munes au  numérateur  6c  au  dénominateur  de  chaque  fra- 
ction ,  l'on  aura  l'équation  fans  fradions  cex  -*-  abc  =  aed, 
comme  on  l'avoit  trouvée. 
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D'où  l'on  voit  que  lî  toutes  les  quantités  d'une  équation 
étoîent  divifées  par  une  même  grandeur ,  il  n'y  auroit  qu'à 
effacer  ce(tte  grandeur ,  &;  l'équation  feroit  fans  fractions. 

3 .  On  peut  aufïï  faire  en  forte  parla  multiplication ,  qu'une 
des  grandeurs  connues,  laquelle  on  voudra,  devienne  un 
quarré  ou  une  puiflance  parfaite ,  en  multipliant  chaque 
membre  de  l'équation  par  cette  même  grandeur,  ou  par  fa 
racine  -y  par  exemple ,  dans  cette  équation  axx  -+-  abc  =  c\ 
on  peut  rendre  la  grandeur  c*  quarrée  en  multipliant  cha- 
que membre  par  c ,  &.  Ton  aura  acxx  ■+-  abcx  =  c 4. 

On  peut  aufîi  par  ce  moyen  faire  en  forte  dans  quelques 
équations ,  où  la  plus  haute  puiffance  de  l'inconnue  eft  mul- 
tipliée par  quelque  grandeur  connue,  que  cette  grandeur 
devienne  quarrée  ou  une  puiffance  parfaite. 

Par  exemple,  fi  l'on  a  l'équation  axx-*rabx  =  bbc,  on 
rendra  quarrée  la  grandeur  axx,  en  multipliant  chaque 
membre  par  la  grandeur  connue  a,  &  l'on  aura  aaxx  •+-  aabx 
=  abbc . 

Enfin  on  pourroit  ôter  toutes  les  grandeurs  incommen- 
furables  d'une  équation ,  lorfqu'elle  en  a ,  par  le  moyen  de 
la  multiplication  ^  mais  cet  ufage  n'étaiit  que  pour  les  équa~ 
tions  composées ,  il  fera  mieux  placé  dans  le  Livre  fuivant, 

Dêmonfiration  de  tous  ces  ufages. 

1 L  eft  évident  que  dans  toutes  les  opérations  précédentes, 
on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  par  des  gran- 
deurs égales^  par  confequent  ils  font  encore  égaux  après  la 
multiplication. 

Ufage  s  de  la  divijîon  pour  préparer  les  équations  s  &pour 
dégager  les  inconnues. 

4.  i.LOrs  q^u  e  l'inconnue  eft  multipliée  par  une  grandeur 
connue  dans  une  équation,  comme  dans  le  premier  exem- 
ple de  la  première  Section,  où  l'on  a  trouvé  ax  =  bc,  011 
dégagera  l'inconnue  en  divifant  chaque  membre  par  cette 
grandeur  connue. 

Ainfî  divifant  chaque  membre  par  a ,  Ion  aura  x  =  4£,  ce 
qui  donne  la  réfolution  du  Problême ,  où  l'on  voit  que  le  4e 
terme  d'une  proportion  étant  inconnu ,  Scies  trois  premiers 
étant  connus,  Ton  trouvera  le  4e  en  divifant  le  produit  du 
fécond  &;  du  troifiéme  par  le  premier. 
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On  dégagera  de  même  l'inconnue  dans  l'équation  du; 
fécond  exemple  bs=tas  —  aai  car  par  tranfpofition  l'on 
aura  aa  =  as  —  bsïSc  divifant  chaque  membre  par  a  —  bf 
l'on  aura^=i.  C'eft-à-dire  fi  l'on  divifè  le  quarré  du  pre- 
mier terme  d'une  progreffion  géométrique  qui  va  en  dimi- 
nuant ,  par  le  premier  terme  moins  le  fécond ,  le  quotient 
fera  égal  à  la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  de  la  progrefi- 
iion. 

2.  Lorfque  toutes  les  quantités  d'une  équation  font  mul- 
tipliées par  une  même  lettre  ou  par  une  même  grandeur, 
on  rendra  l'équation  plus  fimple,  en  divifant  toutes  les  quan- 
tités qui  la  composent  par  cette  grandeur  commune. 

Par  exemple,  fi  l'on  a  l'équation  axx  —  abx  =  bcx  ^  en 
divifant  toutes  les  quantités  par  x ,  l'on  aura  l'équation  plus 
fimple  ax—ab  =  bc. 

3.  Lorfqueles  deux  membres  d'une  équation  ont  un  divi- 
feur  commun,  on  la  réduira  à  une  équation  plus  fimple,  en 
divifant  chaque  membre  par  leur  commun  divifeur. 

Par  exemple,  les  deux  membres  de  axx  —  aax=#bx 
- — aab,  ont  le  divifeur  commun  ax —  aah  en  divifant  cha- 
cun par  ax- — aa ,  l'on  aura  l'équation  fimple  x  =  b ,  où  l'in- 
connue eft  entièrement  dégagée. 

.  Dèmonfiration  de  tous  ces  ufages* 

IL  eft  évident  que  dans  toutes  les  opérations  précédentes,, 
on  divifè  les  deux  membres  égaux  d'une  équation  par  des 
grandeurs  égales  -y  par  confequent  ils  font  encore  égaux 
après  la  divifion. 

IJfages  de  L'extraction  des  racines  pour  préparer  les  équations  , 
&  pour  dégager  les  inconnues. 

1.  LO  r  s  qjj  e  le  fécond  membre  d'une  équation  ne  con- 
tient que  des  grandeurs  connues ,  6c  que  le  premier  mem- 
bre où  eft  l'inconnue  contient  une  puifTance  parfaite ,  il 
faut  extraire  la  racine  de  ces  deux  membres ,  fit  l'on  aura 
une  équation  plus  fimple. 

L'on  a  par  exemple  l'équation  xx  -=taa^  il  faut  extraire 
la  racine  quarrée  de  chaque  membre,  &  l'on  aura  x  =  a. 
Delà  même  manière  en  tirant  la  racine  cubique  de  chaque 
membre  de  l'équation  xl=iaab ,  l'on  aura  x=^aab. 

Le 
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Le  premier  membre  de  l'équation  xx—  lax-^-aa^^bc, 
eft  un  quarré  parfait  j  ainfi.  en  tirant  la  racine  quarrée  de 
chaque  membre ,  on  aura  l'équation  fimiplQx-*a=V bc, 
6c  par  tranfpoiition  x  =  a~*-V  bc. 

Le  premier  membre  de  l'équation  x — $dxx-\-$aax+—a 
s=ai?c,  eft  un  cube  parfait  ^  ainfi  en  tirant  la  racine  cubique 
de  chaque  membre,  l'on  aura  l'équation fimple  at — a^=^ahj 
6c  par  tranfpoiition  x=a~h  fabc- 

2.  Il  y  a  plusieurs  équations  dont  le  premier  membre  de- 
viendroit  une  puifTance  parfaite,  fi  on  lui  ajoutoit  une  gran- 
deur connue  j  par  exemple,  fi  l'on  ajoutoit  -t-  aa  au  premier 
membre  de  l'équation  xx  —  iax  =  bc  3  le  premier  membre 
feroit  le  quarré  xx  -—  iax-t-aa',  dans  ce  cas  il  faut  ajouter 
à  chaque  membre  la  grandeur  connue  qui  rend  le  premier 
membre  une  puifTance  parfaite ,  6c  l'on  aura  xx  —  iax-\-da 
t=aa  -h-  bc  5  il  faut  enfuite  tirer  la  racine  de  chaque  mem- 
bre 3  6c  l'on  aura  x  —  a  =  >/aa-\-bc  ^  qui  ëft  une  équatiori 
fimple,  où  l'on  aura  par  tranfpoiition  x  =  a •+-  Vaa'^h  bel 

De  la  même  manière  fi  l'on  r-fif  n  ni;:ke  B  ^chaque  mem- 
bre de  l'équation  x — $bxx-+-  $bbx  =  c '3  l'on  aura  l'équa- 
tion x' —  $bxx  -\-}bbx  —  b*=  à  —  b\  dont  le  premier  mem- 
bre eft  un  cube  parfait  3  ainfi'  en  tirant  la  racine  cubique  de 
chaque  membre,  on  aura  l'équation  fîmple  x-—b  =yci~-b1~i 
6c  par  tranfpofition  x  =  b-*-^ci —  b\ 

Le  fécond  ufage  de  l'extraàion  des  racines  fert  à  réduire 
à  des  équations  fimples ,  toutes  les  équations  où  l'inconnue 
eft  élevée  au  quarré  dans  une  des  grandeurs  de  l'équation  y 
&  linéaire  dans  quel  qu'autre  grandeur ,  comme  l'équation 
xx  — —  ax  =  ab. 

Ces  équations  font  nommées  du  fécond  degré ,  6c  Tony 
diftingue  trois  termes  :  le  premier  eft  atx,  c'eft-à-dire  le  quarré 
de  l'inconnue  -y  le  fécond  eft  celui  où  l'inconnue  eft  linéaire,, 
comme  —  axi  le  troifiéme  6c  dernier  terme  eft  celui  qui  ne 
contient  que  des  grandeurs  connues ,  comme  ab. 

Xa  méthode  de  réduire  toutes  les  équations  du  fécond  degré  à  des 
équations  fimples  :  ce  qui  en  donne  la  réfolution. 

6.  jl  Our  réduire  les  équations  du  fécond  degré  à  des 
équations  fimples,  i°.  il  faut  faire  pafTer  ]es  grandeurs  tou- 
Tome  /,  B 
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tes  connues  dans  le  fécond  membre.  20.  H  faut  prendre  la, 
moitié  de  la  grandeur  connue  qui  multiplie  l'inconnue  li- 
néaire dans  le  fécond  terme.  30.  Ajouter  le  quarré  de  cette 
moitié  à  chaque  membre  de  l'équation,  6c  le  premier  mem- 
bre deviendra  un  quarré  parfait.  40.  Il  faut  tirer  la  racine 
quarrée  de  chaque  membre  ,  6c  l'on  aura  une  équation 
limple. 

Exemple.  Il  faut  réduire  l'équation  xx — ax — ab  =  o  à 
une  équation  iîmple, 

i°.  Je  fais  pafler  la  grandeur  connue  —~ab  dans  le  fécond 
membre  3  6c  je  trouve  xx- — ax=ab. 

20.  Je  prens  \a,  qui  eft  la  moitié  de  la  grandeur  connue  a 
du  fécond  terme. 

30.  J'ajoute  \aa3  qui  eft  le  quarré  de  cette  moitié,  à  cha- 
que membre ,  ôc  je  trouve  xx  —  ax  •+•  ^  a  a  =  ~aa  -+-  ab , 
dont  le  premier  membre  eft  un  quarré  parfait ,  qui  a  pour 
fa  racine  x — \a. 

40.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre,  &  je 
trouve  l'équation  Ample  x  —  \  a  =  v/ '  ~aa  -h  ab ,  6c  par 
tranipoiîtion  x  =  \  a  ■+-  y/  ±aa  -t-  ab. 

Troifième  ufage  de  VextraBion  des  racines. 

L'O.N  trouve  dans  la  réfolution  de  quelques  Problêmes 
deux  équations,  qui  étant  jointes  enfémble,  ou  retran- 
chées l'une  de  l'autre,  font  trouver  une  équation  dont  le 
premier  membre  où  eft  l'inconnue,  eft  une  puiftànce  par- 
faire j  ou  bien  ces  équations  étant  élevées  au  quarré ,  au 
cube,  &c,  6c  enfuite  jointes  enfémble  ou  retranchées  l'une 
de  l'autre,  l'on  trouve  une  équation  dont  le  premier  mem- 
bre où.  eft  l'inconnue  ,  eft  une  puifTance  parfaite  :  dans  ce 
cas  il  faut  extraire  la  racine  de  chaque  membre  de  la  der- 
nière équation  que  l'on  a  trouvée,  6c  l'on  aura  une  équar 
tion  plus  (impie. 

Exemple  I.  Si  l'on  a  les  deux  équations  #'  -+-^a\x  =  b3 , 
èC  }axx-+-a'i  =  c*. 

Les  ajoutant  l'une  à  l'autre,  l'on  aura  x^-^-^axx  +*}aax 
.ftz3  =  fr-*-c\  dont  le  premier  membre  eft  le  cube  de  x+ay 
il  faut  extraire  la  racine  cubique  de  chaque  membre,  6c  l'on 
aura  l'équation  fimple  x^-a  =  y/fr-h  c\  6c  par  tranfpofition 
x  =  —  a  -+-  fâi  -H  c\ 
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Exemple  II.  L'on  a  les  deux  équations  xx-—yy  =  - #3 
&  x?-f-  -$xyy  =  {q. 

Si  l'on  élevé  la  première  à  la  troisième  puifïance,  &  la 
féconde  au  quarré ,  l'on  aura  x6 — ^x^yy-^-^xxy^ — y6^=--tp\ 
et  x  6  ■+-  6x*yy  -h  9  x.*y*  =  ^  ^. 

Retranchant  le  premier  membre  de  la  première  du  pre- 
mier membre  delà  féconde,  ôcle  fécond  membre  de  la  pre- 
mière du  fécond  membre  de  la  féconde ,  l'on  trouve  yx*yy 
**~6xxy4 -*~y6=±qq — °  £jf>  dont  *e  premier  membre  eft  le 
quarré  de  }xxy-\-y. 

C'eft  pourquoi  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  mem- 
bre, l'on  trouve  }xxy^hy^=:^^qq—^-p7pi.- 

Enfin  ajoutant  cette  équation  à  l'équation  x*-*-  ^xyy=~q3 
l'on  trouve  x*  •+■  yxxy  -+-  }xyy-^f  =  {  q  ■+■  y/  lqq—~-±  p\ 
dont  le  premier  membre  eft  le  cube  de  x  -+-y. 

C'eft  pourquoi  tirant  la  racine  cubique  de  chaque  mem- 
bre, l'on  trouve  l'équation  iïmple  x  ^y~^{q+\/T^p^_i_p\ 

Démonftration  de  tous  ces  ufages. 

LE  s  racines  quarrées.,  ou  cubiques,  ou  quatrièmes  3  Sec. 
de  grandeurs  égales ,  font  égales  :  or  il  eft  évident  que  dans 
toutes  les  opérations  précédentes ,  on  tire  des  racines  quar- 
rées  ,  ou  cubiques ,  &c.  de  grandeurs  égales  ^  les  grandeurs 
que  l'on  trouve  font  donc  encore  égales ,  &  elles  font  une 
équation ,.  mais  elle  eft  plus  fimple. 

Avertissement. 

L  E  s  opérations  précédentes  fiiffifent  pour  dégager  Fin-- 
connue  des  équations  (Impies,  lorfqu'il  n'y  en  a  qu'une  feule, 
mais  l'on  a  encore  befoin  des  fubftitutions,  lorfqu'on  trouve 
plufieurs  équations  (impies  dans  la  réfolution  d'un  Problè- 
me, qui  contiennent  plufieurs  inconnues. 

Des     Substitutions. 

g,  LOrs q^u' il  n'y  a  qu'une  inconnue  dans  le  premier 
membre  d'une  équation ,  les  quantités  dont  le  fécond  mem- 
bre eft  compofé,  font  la  valeur  de  cette  inconnue. 
Dans  l'équation  x-=a-*~  b ,  a-s-b  eft  la  valeur  de  x. 
Subftituer  la  valeur  d'une  inconnue  dans  une  équation, 

BIj 
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c'en:  y  mettre  cette  valeur  à  la  place  de  l'inconnue ,  ou  les 
puiflances ,  ou  les  racines  de  cette  valeur  à  la  place  des 
îèmblables  puiflances ,  ou  des  fèmblables  racines  de  l'in- 
connue. 

D'où  il  fuit,  i°,  que  fi  l'inconnue  eft.  dans  l'équation 
avec  le  fîgne-t-ou — ,il  faut  l'ôter  de  l'équation,  &:  mettre 
fa  valeur  en  fa  place  avec  les  lignes  fî  l'inconnue  a  le  figne-t-, 
avec  des  lignes  contraires  fi  l'inconnue  a  le  figne — . 

2°.  Si  l'inconnue  eft  multipliée  oudivifée  dans  l'équation 
par  quelqu'autre  grandeur,  il  faut  multiplier  ou  divifer  la 
valeur  de  l'inconnue  par  cette  grandeur,  &  la  mettre  dans 
l'équation  à  la  place  de  la  grandeur  où  étoit  l'inconnue:  ce 
qui  fe  doit  auffi  entendre  des  puiflances  de  l'inconnue ,  ou 
de  fes  racines. 

Enfin  de  quelque  manière  que  foit  l'inconnue  4&ns  une 
équation,  il  faut  y  mettre  de  la  même  manière  fa  valeur  à 
fa  place.  Tout  ceci  s'entendra  mieux  par  des  exemples. 

Exemple    I. 

JP  O  tr  r  fubfUtuer  la  valeur  dey3  qu'on  fuppofe  =  a-^x, 
dans  l'équation  x — y=.db  il  faut  ôter — y  de  cette  équa^ 
tion,  &  mettre  en  fa  place  fa  valeur  a  —  x,  en  changeant 
*  z  les  fignes  de  cette  valeur  *?  &  l'on  aura  x  —  a-\-x  =  d;  & 
en  abrégeant  l'on  aura  zx—-a=d^  oc  par  tranfpofition  ix 
=a-+-d3  ôc  en  divifant  chaque  membre  par  deux ,  l'on  aura 
x  =  ^  i  ce  qui  fait  voir  l'ufage  des  fubftitutions. 

Exemple     II. 

X  O  u  r  fubftituer  la  valeur  de  x  3  qu'on  fuppofe  =y -+•  i  , 
dans  l'équation  xx — -zx — -3  =  o  ;  il  faut,i°,  élever  chaque 
membre  de  x  ==y  4-  1  au  quarré ,  8c  l'on  aura  xx=yy  -+-  ly 
+  1. 

z°.  Multiplier^/ 4- 1  valeur  de  a:  par — 2,  oc  l'on  aura -^-i* 

3  °.  Il  faut  mettre  dans  l'équation  xx  —  zx  —  3  =  o  3  à  la. 
place  de  xx  &  de  —  2*,  leurs  valeurs,  6c  l'on  aura^/y —  4 
=  o3  au  lieu  de  xx — -zx — 3  =  0,  &  par  tranfpofition  l'on 
aurajj/  =  4  3  ècy  =  1,  l'on  aura  la  valeur  de  x  toute  connue, 
en  mettant  à  la  place  dey  dans  l'équation  x=y  -H  1 3  fa  va- 
leur 2  .  car  Ton  trouvera  #  =  3. 
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L'opération  fe  fait  de  cette  manière. 

L'équation  propofée  eft  xx —  ix — 3  =  0,  l'on  fuppofe 

L'on  aura  donc  xx  =yy  +  i)/  +  i. 

Donc  xx- —  ix —  3  =   o  =  yy  -  *  —  4  ==  O. 
Exemple     III. 
yJN  propofe  de  fubflituer  dans  l'équation  x  ==  ^=|la  valeur 
de  z^  prife  dans  l'équation  5^=  —  n-  &EEEEÏ   \>on  trou^ 
ve  en  mettant  au  lieu  de  2^  fa  valeur, 

a+-i — Vab-\-a-\-b-\-\ 


Yc<-hi 


■ —  1  -f-  ab  -{—  a  -H-  b  -+-  i 

zzzz Hh  ï 

Il  faut  enfuite  abréger  cette  expreflîon  par  les  opérations 
ordinaires  de  P Algèbre  de  cette  manière , 


V*-hi  Vb>+*i 

L'on  aura  donc  Pexpreflion  la  plus  jfimple  x  .=  -— ■  1  4-» 


Dèmonftration  des  fubfîitutions. 

L'On  met  par  la  fubftitution  des  grandeurs  égales  dans 
une  équacion,  à  la  place  d'autres  grandeurs  qu'on  en  ôtej 
par  confequent  les  deux  membres  de  l'équation  demeurent 
toujours  égaux.  B  iij 
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SECTION     1 1 L 

Ou  ton  explique  la,  manière  de  réfoudre  entièrement 

les  Problèmes  /impies  ou  du  premier  degré,  (&r  Von 

en  Apporte  plufîeurs  exemples* 

PROBLEME    IL 

9,  A  P R  E'  S  avoir  réduit  un  Problème  en  autant  d'équations 
quon  a  fris  iï  inconnues  ;  trouver  la  valeur  connue  de  toutes 
les  inconnues ,  ceft-a-dire  trouver  la  résolution  du  Problème, 

Première  manière, 

i*.  f~*\&  écrira  toutes  les  équations  du  Problême  qui 
\^J expriment  tous  les  raports  connus  qui  font  entre 
les  inconnues  &  les  connues,  &  on  les  nommera  les  premiè- 
res équations, 

2  °.  On  en  prendra  une ,  qu'on  écrira  à  part ,  l'on  prendra 
la  valeur  de  l'une  des  inconnues  qu'elle  contient ,  èc  l'on 
fubftituera  cette  valeur  à  fa  place  dans  toutes  celles  des  pre- 
mières équations  où  fe  trouve  cette  inconnue,  excepté  celle 
où  on  l'a  dégagée  ;  après  quoi  cette  inconnue  ne  fe  trouvera 
plus  dans  les  équations  où  fa  valeur  a  été  fubftituée  5  on 
écrira  toutes  ces  nouvelles  équations,  &;  l'on  y  ajoutera 
celles  des  premières  équations  où  l'inconnue  qu'on  a  ôtéey 
n'étoit  point ,  s'il  s'en  trouve  quelqu'une,  &;  on  les  nommera 
les  fécondes  équations. 

3  °.  On  prendra  une  de  ces  équations,  que  l'on  écrira  avec 
celle  qu'on  a  déjà  mife  à  part ,  on  prendra  la  valeur  de  l'une 
des  inconnues  qu'elle  contient,  &  on  la  fubflituera  à  fa 
place  dans  toutes  celles  des  fécondes  équations  où  fe  trouve 
cette  inconnue  -,  ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  ou 
cette  inconnue  ne  fe  trouve  plus.  On  les  écrira,  &  l'on  y 
ajoutera  celles  des  fécondes  équations  où  ne  fe  trouvoit  pas 
cette  inconnue,  &on  les  nommera  les  troifiémes  équations, 
fur  lefquelles  on  opérera  comme  l'on  a  fait  fur  les  équations 
précédentes ,  &  Ton  continuera  l'opération  jnfqu'à  ce  qu'on 
trouve  une  équation  où  il  n'y  ait  qu'une  feule  inconnue. 
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40.  On  prendra  la  valeur  de  l'inconnue  de  cette  équa- 
tion ,  Se  on  la  fùbftituera  dans  celle  des  équations  miles  à 
part ,  ou  il  n'y  a  que  cette  inconnue  6c  une  autre ,  6c  il  n'y 
refiera  que  cette  autre  inconnue ,  dont  on  prendra  la  va- 
leur ,  qu'on  fùbftituera  dans  une  des  équations  mifes  à  part 
où  il  n'y  a  que  cette  inconnue  avec  une  autre.  En  conti- 
nuant d'opérer  de  cette  manière ,  on  trouvera  les  valeurs 
connues  de  toutes  les  inconnues ,  6c  l'on  aura  la  réfolution 
du  Problême. 

Seconde  manière. 

l°'  A  P  R  e's  avoir  écrit  les  premières  équations,  on  pren- 
dra toutes  les  valeurs  d'une  même  inconnue  dans  toutes 
celles  des  premières  équations  où  elle  fe  trouve ,  6c  l'on  en 
écrira  une  à  part. 

20.  On  comparera  toutes  ces  valeurs  les  unes  avec  les 
autres  ;  ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations,  qu'on  écrira, 
&  l'on  y  ajoutera  celles  des  premières  où  n'étoit  point  cette 
inconnue,  s'il  s'en  trouve,  6c  l'on  aura  les  fécondes  équations. 

30.  On  opérera  fur  celles-ci  comme  on  a  fait  fur  les  pre- 
mières, 6c  l'on  continuera  jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  aune 
équation  où  il  n'y  ait  qu'une  inconnue. 

4°.  On  en  prendra  la  valeur,  6c  on  la  fùbftituera  dans 
celles  des  équations  mifes  à  part  où  elle  fe  trouve  avec  une 
feule  autre  inconnue,  èc  l'on  continuera,  comme  dans  la 
méthode  précédente  ,  jufqu'à  ce  qu'on  ait  les  valeurs  con- 
nues de  toutes  les  inconnues. 

R    E    M    A    R    Q_U    E. 

Lorsqu'on  a  trouvé  la  valeur  toute  connue  d'une  feule 
inconnue,  fi  l'on  n'avoit  pas  mis  à  part  les  équations  dont 
on  a  parlé,  on  trouveroit  néanmoins  la  valeur  de  toutes  les 
inconnues  en  fubftituant  la  valeur  toute  connue  dans  une 
des  équations  où  il  n'y  a  que  l'inconnue  qui  a  cette  valeur 
avec  une  féconde  inconnue ,  Se  après  la  fubftitution  on  pren- 
droit  la  valeur  toute  connue  de  la  féconde  inconnue,  èc  on 
la  fubftitueroit  avec  la  valeur  de  la  première  inconnue  dans 
une  des  équations  où  il  n'y  a  que  les  deux  premières  incon- 
nues avec  une  troifiéme  ;  6c  en  continuant  cette  opération , 
on  trouveroit  les  valeurs  connues  de  toutes  les  inconnues. 
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Troijïéme  manière  qui  fert  a  abréger  les  opérations? 
dans  plujîeurs  cas. 

I L  arrive  quelquefois  qu'on  trouve  tout  d'un  coup  la  va-* 
leur  toute  connue  de  chacune  des  inconnues  du  Problème* 
en  ajoutant  enfemble  deux  ou  plusieurs  des  valeurs  d'une 
même  inconnue  prifes  dans  les  premières  équations ,  oa 
bien  en  les  retranchant  les  unes  des  autres,  il  faut  feule- 
ment obferver  de  joindre  enfemble  les  valeurs  d'une  même 
inconnue  qui  forment  une  équation  où  les  autres  inconnues* 
fe  détruifent  par  des  lignes  contraires  ,  ou  toutes ,  ou  la 
plupart ,  comme  on  le  verra  dans  l'exemple  fuivant  ^auquel 
on.appliquera  ces  trois  méthodes.- 

Application  de  la  première  méthode  à  un  exemple: 

CjN  fuppofe  qu'en  réduifant  un  Problême  en  équations^ 
on  a  trouvé  les  quatre  fuivantes. 

Premières  équations*  "Equations  mi fes  a  part. 

i°.     v -\- x -*- y  =  z^~t- a.  v=   ^ — x — y^a* 

v  ■+-  x  -h  zj=  y  ■+-  b. 

V  -+-  y  -+-  zj=  X  -+-  C. 

\  x  •+■  y  -+-  2^=  "V  -+-  d. 

2°.  On  prendra  la  valeur  d'une  inconnue,  par  exemple 

de  z;3dans  laquelle  on  voudra  de  ces  équations  comme  dans 

2  la  première ,  &  l'on  trouvera  *  v  =  z.  —  x  — y  ■+-  a ,  qu'on 

écrira  à  part,  &:  l'on  fubftituera  cette  valeur  dans  les  autres 

équations  à  la  place  de  v3  &  l'on  aura  les  fécondes  équations 

où  v  ne  fe  trouvera  plus. 

Secondes  équations  abrégées. 

2^ — iy-*-a=b.  i% — ix-*-a=c.  ix-\-iy=a-*-d. 
30.  On  prendra  la  valeur  d'une  inconnue  de  ces  fécondes 
2  équations ,  comme  de  ^  &  l'on  trouvera  *  iz==  iy  —  a  -+-  b  î 
on  l'écrira  dans  l'ordre  des  équations  mifes  à  part,  &.  l'on 
fubftituera  cette  valeur  dans  celles  des  fécondes  équations 
où  fe  trouve  ^  c'eft-à-dire  dans  la  féconde,  &  l'on  aura  la 
première  des  troifiémes  équations,  &  y  ajoutant  l'équation 
ix  -h  iy  =  a  •+•  d j  les  troifiémes  équations  feront  les  deux 
fuivantes. 

Troifiémei 


V  = 

^~ 

•  X 

'yr 

2^= 

iy  — 

•a 

-*- 

b. 

zy  = 

XX  — 

b 

-+- 

c. 
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Troijïémes  équations  abrogées, 
ly — ix-\-  b  =  c.  2xh-  ly  =  a-\-d. 

40.  On  prendra  la  valeur  d'une  inconnue  de  ces  troisiè- 
mes équations,  comme  de  j,  &  l'on  trouvera  zy=zix-—  b 
■+-  c.  On  écrira  cette  équation  dans  l'ordre  des  équations 
mifes  à  part ,  &  l'on  fubftituera  la  valeur  de  zy  dans  l'équa- 
tion ix-*-iy  =  a-\-d  3  &  l'on  trouvera  ^.x=.a^b —  c-\-d. 
Comme  l'on  eft  arrivé  à  une  équation  qui  ne  contient 
•  qu'une  feule  inconnue  x3  on  la  dégagera,  &  l'on  trouvera 


X .,  • 


On  fubftituera  la  valeur  connue  de  x  dans  l'équation  mife 
à  part  zy==ix — b  -+-  f,  qui  n'a  d'inconnues  quej/&x,&  l'on 
trouvera  xy  =  £±i=^*i  —  £  -+-  ^  =  ±=a±l±A  ..  &  en  divi- 
fant  chaque  membre  de  îy  =  *-*^c-<*  par  2 ,  Ton  aura 


«. a—  b  •*■  c-*~d 

y  —     ~. 


On  fubftituera  cette  valeur  de^  dans  l'équation  mife  à 
part  22;==  zy —  a-t~b3èc  après  avoir  abrégé  l'équation  qui 
en  viendra,  éc  dégagé  l'inconnue  2^  on  trouvera  z==.  -«■t-j-c-*-<*. 
Enfin  on  fubftituera  les  valeurs  connues  de  x3y  3z^3  dans 
l'équation  mife  a  part  v  =  2^ —  x  — y  -t-  a ,  &:  après  avoir 
abrégé  l'équation  qui  en  viendra ,  &;  dégagé  l'inconnue  v3 


on  trouvera  v —     / 


4 
Le  Problême  eft  entièrement  réfolu,  &  l'on  a  toutes  les 

valeurs  connues  des  grandeurs  inconnues  ,  x  =  '£±£=£±4, 

a  —  A  ■+■  c-*-d       -  —  a  •*-£■+-  c-+-  d      „, a-*-b-*-c  —  d 


V 


y         4    ■  ^=       4     •  "         4 

^application  de  la  féconde  méthode  au  même  exemple. 

Premières  équations.  Equations  mifes  à  part, 

v  h-  x  -\-y  =  2^-*-  a.  v  =  2^ —  x  — y  -\-a. 

v -\-  Ar-t-  z^=y-+-  b.  iz^=iy-^b — a. 

v  -t-  y  •+•  2^=  at  -h  c.  ix  =  iy-ï"  b  —  c. 

x  -+-  y  -+-  2^  =  v  «+-  d. 
i°.  On  prendra  dans  les  premières  équations  toutes  les 
valeurs  d'une  même  inconnue ,  comme  de  v ,  ôc  Ton  en 
mettra  une  à  part.  Ces  valeurs  font, 

v  =  2^ —  a;  — -y  -\-  a.      v  =.y  —  x  —  2^4-  b.     v  =  x  — y 
-—  2^-t-  c.     v  =  x  -t-y  -+■  2^ —  d. 

20.  On  comparera  ces  valeurs  égales  les  unes  avec  les  au- 
tres ,  &  l'on  aura  les  fécondes  équations. 

Tome  1.  -  C 
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Secondes   équations  abrégées. 

iZj—  ly  =  b  —  a.      iz^ —  ix  =  c —  a.      ix  ■+-  iy  =  a-^-d. 

Les  autres  équations  qu'on  pourroit  faire  des  quatre 
valeurs  de  v,  font  inutiles ,  ces  trois  équations  contenant 
toutes  les  inconnues  du  Problême  excepté  v,  6c  toutes  les 
connues. 

3g.  L'on  prendra  dans  les  fécondes  équations  toutes  les 
valeurs  d'une  même  inconnue  comme  de  ^,  6c  l'on  aura , 
îzj=iy-^b  —  a.  2^=2x-4-c  —  a. 

On  en  écrira  une  dans  l'ordre  des  équations  mifes  à  part, 
on  comparera  ces  valeurs  les  unes  avec  les  autres ,  6c  on  aura 
les  troisièmes  équations  en  y  ajoutant  l'équation  ix  «+*  ly 
=za-t-d9  dans  laquelle  ^ne  fe  trouve  point. 

Troijïémes  équations  abrégées. 

ix  —  iy=b — -c.  îx  ■+-  zy  =  a  Hh d. 

40.  On  dégagera  l'inconnue  x  dans  ces  troifiémes  équa- 
tions ,  6c  l'on  aura  ix  =  iy  ■+-  b  —  c .      ix  =  —  ly  ■+■  a  -+-  d. 

On  en  écrira  une  dans  Tordre  des  équations  mifes  à  part, 
6c  on  fera  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  2 a:,  6c  l'on 
aura  l'équation  4)/—^ — r^+f+^  où  il  n'y  a  que  la  feule 
inconnue  y,  en  divifant  chaque  membre  par  4,  l'on  aura 


a  —  b  ■+•  c  -h  „ 

y= - . 

Enfin  on  fubftituera  la  valeur  de  y  dans  les  équations 
mifes  à  part,  6c  l'on  trouvera  la  valeur  de  .v,  6c  avec  ces 
deux*valeurs ,  celle  de  ^  6c  enfin  celle  de  v ,  qui  font, 

v  ___  a-*-b  —  c-+-d  v  —  a-+-b**-c-*-d  „. a+b  •*-  c—d 

X- 4  •  \ 4  .        -V 4  ■. 

Jlpçli cation  de  la  troijïéme  méthode  au  même  exemple. 

Equations  du  Problème. 
î/-Hx+j/  =  ^-^    v-^x-*-%==y-\-b.    v-\-y-*-z  =  x-)rC, 
x  -\-y  H-  2^=  v  -+-  d. 

Valeurs  de  v.  Valeurs  de  x. 

v  =  ^ —  x  —  y  •+-  a.  x  =  ^  —  v  — y  ■+-  #• 

v=y  —  x  —  ^4-  b.  x  =z  y — v — z^-+-  b. 

V=zx — y  —  2^4-  c.  ,      x  =  v  •+-  y  -+-  ^ —  c. 

v  =  x  -+-  y  -+-  ^_ —  d.  x  =  v  —  y  —  % ;  iH  m 

Somme  q.v^=ïa-ï~b  ~*-c  —  d.        Somme  /\.x  =  a-+-b  —  c-+-d. 
abrégée.  abrégée. 
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Divifant  par  4,  v  —  *±^p=-rf.  Divifant  par  4,  x  ±=  *^-^t 

Valeurs  de  y.  Valeurs  de  %. 

y=zZ^-^-v  —  .v-H^?.  3j= -*y  •+-  x  ■+-  j/  —  ^. 

^  =  z/  H-  AT  -H  ^—  £.  ^.=7  —  v X^fL 

y  =  x  —  v  —  2^~H  c.  <==  x  —  v  — y  •+•  c. 

y  =  v—x  —  Z^-t-d.  K.—  V x y^râ* 


Somme  4y  z=a—ù-t-c-*-d.  Somme  4^= — a-*~b-*-c-t*d. 

abrégée.  abrégée. 

Divifant  par  4,^=  *=L±£±i.  Divifant  par  4 ,  ^= 


— a-*-h-*-c-*-d 


Avertissement. 

(jOmme  il  arrive  rarement  qu'en  joignant  ainfl  toutes 
les  valeurs  d'une  même  inconnue,  Ton  trouve  fa  valeur  toute 
connue ,  il  eft  bon  de  remarquer  qu'en  les  joignant  deux  à 
deux  dans  les  cas  où  cela  fe  peut  faire,  ou  trois  à  trois  3ècc. 
il  faut  choifir  celles  où  les  autres  inconnues  fe  détruifènt 
par  des  lignes  contraires ,  ou  toutes ,  ou  en  partie. 

Démonft  ration  de  ces  trois  méthodes. 

IL  eft  évident  que  dans  toutes  les  opérations  de  ces  métho- 
des, l'égalité  fe  confèrve  toujours  entre  les  deux  membres 
des  équations  qu'elles  font  trouver,  oc  que  les  inconnues  fe 
dégagent  les  unes  après  les  autres  ^  par  confequent  il  y  a 
égalité  entre  les  membres  des  dernières  équations  où  con- 
duifent  ces  méthodes  -y  ainfî  les  dernières  équations  donnent 
les  valeurs  toutes  connues  de  toutes  les  inconnues  du  Pro- 
blême. 

Remarque. 

10.  1.  Lorsqu'on  ne  peut  pas  dégager  toutes  les  inconnues, 
ce  qui  arrive  lorfqu'on  n'a  pas  pu  former  autant  d'équations 
qu'on  a  été  obligé  de  prendre  d'inconnues ,  le  Problême 
eft  indéterminé ,  &  il  peut  avoir  différentes  réfolutions  -r  car 
en  mettant  des  grandeurs  arbitraires  à  la  place  des  incon- 
nues qu'on  n'a  pas  pu  dégager,  on  aura  différentes  réfolu- 
tions :  il  arrive  néanmoins  quelquefois  que  les  grandeurs 
arbitraires  doivent  être  entre  certaines- limites,  autrement 
on  trouveroit  des  réfolutions  négatives ,  ou  même  impoffi- 
bles  3  les  équations  où  fe  trouvent  les  inconnues  à  la  place 

C  ij 


20  Analyse     de.mqntre'e. 

defquelles  on  peut  mettre  des  grandeurs  arbitraires ,  feront 

connoître  ces  limites. 

Par  exemple,  fî  en  réfolvant  un  Problême,  on  ne  peut 
trouver  d'autre  équation  que  celle-ci,^=^fg ,  ce  Problême 
eft  indéterminé ,  et  en  mettant  différentes  grandeurs  arbi- 
traires à  la  place 'de  #,  on  aura  différentes  réfolutions.  Ce- 
pendant il  eft  évident  que  pour  avoir  des  valeurs  pofîtives 
de  y,  il  faut  que  chaque  grandeur  arbitraire  qu'on  mettra 
à  la  place  de  x ,  foit  plus  grande  que  b. 

i .  Lorfqu'au  contraire  on  a  plus  d'équations  que  d'incon- 
nues ,  après  avoir  trouvé  les  valeurs  toutes  connues  de  tou- 
tes les  inconnues,  il  faut  qu'en  mettant  ces  valeurs  dans  les 
équations  qui  relient,  on  ne  trouve  pas  d'impoffibilité,  c'eft 
à-dire  qu'on  ne  trouve  pas  dans  les  deux  membres  de  ces 
équations  des  grandeurs  toutes  connues  inégales  entr'elles: 
car  ce  feroit  une  marque  que  l'on  a  fuppofé  quelque  im- 
poflibilité  dans  les  raports  du  Problême  qui  ont  fourni  ces 
équations  j  comme  fî  dans  l'exemple  auquel  on  a  appliqué 
les  méthodes ,  l'on  avoit  encore  eu  cette  équation  de  plus 
que  celles  qui  y  font ,  x  -+-y  =  e.  L'on  auroit  trouvé  en  fub- 
ftituant  dans  cette  équation ,  les  valeurs  toutes  connues  de 
x  &C  de  y}  l'égalité  *f^=  e  ;  &L  fî  la  grandeur  e  n'étoit  pas 
égale  a  ^,  on  auroit  fuppofé  dans  le  Problême  une  chofe 
impoffible. 

Exemples  où  l'on  refont plujîeurs  Problèmes  Jtmple s  ou  du  V  degré, 

I. 

i.  LA  fomme  a  de  deux  grandeurs  inconnues  x  Se  y,  dont  x 
eft  la  plus  grande,  étant  connue  avec  leur  différence  dy 
trouver  chacune  de  ces  grandeurs. 

Par  la  fuppofîtion  x  -\-y=a ,  &Cx — y  =  d;  donc  x  =  a 
— y ,  &  x=  d-h-yî  donc  a — y  =  d-t-  y3  et  par  tranfpofî- 
tion  iy  =  a  —  d3  &en  divifant  chaque  membre  par  i ,  l'on 
auraj  =  *-~  •)  fubftituant  cette  valeur  dans  laquelle  on 
voudra  des  équations  précédentes  comme  dans  x  =  a — yy 
l'on  trouvera  x  =  a~. 

L'on  a  donc  trouvé  que  la  moitié  de  la  fomme  de  deux 
grandeurs  avec  la  moitié  de  leur  différence,  eft  égale  à  la 
plus  grande,  &la  moitié  delà  fomme  moins  la  moitié  de  la 
différence ,  eft  égale  à  la  moindre.  Ce  qu'il  faut  bien  retenir. 
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I  I. 
On  propofe  de  trouver  trois  grandeurs  inconnues  x,j>,^, 
qui  foient  telles  qu'en  ajoutant  une  grandeur  connue  a  à  la 
première  #,  elle  foit  égale  aux  deux  autres,  en  ajoutant  la 
même  grandeur  a  à  la  féconde  j/,  elle  foit  égale  au  produit 
des  deux  autres  x  -+-  z^  par  un  nombre  connu  b  ;  enfin  en 
ajoutant  a  à  la  troifiéme  z^  elle  foit  égale  au  produit  des 
deux  autres  par  un  autre  nombre  connu  c.  Par  la  iuppofltioa 

x  -t-  a  =  y  -t-  5^  Equations  mifes  k  fart, 

y h-  a=bx-+-b%.  x  =y-+-  ^ — ^. 

en  comparant  4a  première  de  ces  valeurs  de  l'inconnue  x 
avec  les  deux  autres ,  l'on  aura , 

Secondes  équations  abrégées. 

2  <r  4- _*ZzlI  ==  ii±f .  2^  -+-  f-^  =  ~*$  en  dégageant  j 
dans  l'une  6c  dans  l'autre,  on  aura  j/  =-=2^±^. y  ^t^**"-*. 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  j/,  on  trouvera  ni|^i±f 
=  "-^f^*,  où  dégageant  z ,  l'on  trouvera  2^==  *£%Z**\ 
mettant  cette  valeur  de  2^  dans  y  =  ~rh^f^a^  l'on  trouve 
après  avoir  abrégé y=  M\c^!^lZcC-^i~t  fobftituant  les  valeurs 
connues  de  z^èc  de  y  dans  x=y-*~  2^ —  a,  l'on  trouve  après 
avoir,  abrégé  *  =  -^-^-t-^+u  . 

Si  l'on  ïuppofe  4  =  10,  £  =  2^=3,  l'on  aura'x  =  {°. 

1 1 1. 

Deux  nombres  qu'on  exprimera  généralement  par  a&cb, 
étant  donnés,  trouver  un  troifiéme  nombre  inconnu  x ,  par 
lequel  les  deux  a  6c  b  étant  divifés,  fi  l'on  ajoute  à  chaque 
quotient  f ,  -i ,  un  nombre  donné  r ,  les  fommes  ^^c^-^-Cy 
foient  entr'elies  comme  deux  nombres  donnés  m&cn,  Ton 
fuppofe  a  moindre  que  b  >§Lm  moindre  que  n. 

Par  la  fuppofition  ~  ■+-  c.  |  ■+-  c  ::  m .  n  ;  ce  qui  donne  cette 
équation  £  ■+>  en  ==  **  -+-  cm  5  multipliant  toutes  les  quan- 
tités par  x,  l'on  aura  an-Jhcnx=bm-+-cmxy  6c  dégageant  .*•_, 
l'on  aura  x  = b^—^. 

en— cm 

Si  l'on  fuppofe  ^  =  12,  ^  =  36^=8^^=3^  =  5,  l'on 
aura.*  =  3. 

Ciij 
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Remarque. 

Il  faut  prendre  garde  en  dégageant  les  inconnues,  de  faire 
en  forte  que  les  valeurs  toutes  connues  que  l'on  trouve , 
foient  pofltives  lorfque  cela  eft  poffible. 

.IV. 

On  prendra  pour  quatrième  exemple  le  Problême  delà 
couronne  mêlée  d'orêt  d'argent,  dont  Archimede  trouva 
le  mélange  fans  endomager  la  couronne.  Un  ouvrage  pa- 
roît  être  d'or ,  il  faut  trouver  premièrement  s'il  n'y  a  point 
d'argent  mêlé  avec  l'or  3  féconderaient  .s'il  fe  trouve  du  mé- 
lange ,  il  faut  trouver  combien  il  y  a  d'or,  &:  combien  il  y 
a  d'argent  dans  l'ouvrage  fans  Pendomager. 

On  fuppofe  comme  une  chofe  démontrée  par  l'expé- 
rience, &L  dont  on  donne  la  raifon  dans  l'Hydroftàtique , 
que  les  métaux  perdent  une  partie  de  leur  poids  dans  l'eau , 
&  que  l'or  en  perd  moins  que  l'argent ,  tk  que  les  autres 
métaux. 

Ainfî  le  poids  de  l'ouvrage  étant  connu  Se  nommé/»,  il 
faut  prendre  un  lingot  d'or  pur,  &  un  lingot  d'argent ,  cha- 
cun du  poids  p  de  l'ouvrage,  ôc  pefer  ces  trois  corps  égaux 
dans  l'eau,  pour  voir  la  quantité  qu'ils  y  perdent  de  leur 
poids  j  fi  l'ouvrage  en  perd  plus  que  l'or  &;  moins  que  l'ar- 
gent ,  l'on  eft  affuré  par  là  qu'il  y  a  du  mélange. 

Pour  le  trouver  foit  nommé  a  la  quantité  que  l'argent 
perd  de  fon  poids  dans  l'eau  ;  b  la  quantité  qu'y  perd  l'or 
pur,  &  c  la  quantité  qu'y  perd  l'ouvrage,  &;  l'on  fuppofe  c 
plus  grand  que  b ,  &;  moindre  que  a. 

Soit  la  quantité  inconnue  du  poids  d'argent  mêlé  dans 
l'ouvrage  =  x. 
La  quantité  inconnue dupoidsd'ormêlé  dans  l'ouvrage=j/# 

L'on  a  déjà  cette  première  équation  ^-4-/=^,  puifque 
les  deux  parties  font  enfemble  la  quantité  p  du  poids  de 
l'ouvrage. 

Pour  avoir  une  féconde  équation,  il  faut  auparavant  faire 
ces  deux  proportions. 

Le  poids  p  du  lingot  d'argent  eft  à  la  quantité  x  du  poids 
d'argent  mêlé  dans  l'ouvrage,  comme  la  perte  a  que  fait  le 
lingot  d'argent  de  fon  poids,  étant  mis  dans  l'eau,  à  la  perte 
que  fait  la  partie  x  d'argent  qui  eftdans  l'ouvrage  lorfqu'on 
le  pefe  dans  l'eau. 
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f.  x  ::  a .  y.  ainfî  ^  eft  la  perte  que  fait  la  quantité  x 
du  poids  d'argent  qui  eft-  dans  l'ouvrage. 

Par  un  raifbnnement  femblable  à  celui  qui  précède  ,  le 
poids  du  lingot  d'or  pur  p.yv.b.^.  ainfî  &  eft  la  perte  que 
fait  la  quantité  y  du  poids  d'or  qui  eft  dans  l'ouvrage  ^  mais 
ces  deux  quantités  de  perte  ~  û.  ~  doivent  être  enfemble 
égales  à  la  perte  c  que  fait  l'ouvrage  étant  pefé  dans  l'eau. 

L'on  a  donc  cette  féconde  équation  f  h-  &  =  c . 

Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  x  prifè  dans  la  première 

équation  _,  qui  eft  x=p — y,  dans  cette  féconde  équation, 

de  l'on  aura  ^-^hy  =  c 3  où  l'on  trouvera^/  =  <£=&. 

Subftituant  cette  valeur  dans  x=p — y,on  trouvera  x=c?^l> 

Si  Von  réfout  chacune  de  ces  égalités  en  proportion ,  on 

trouvera  a  —  b .  $  ::  a —  c.  y.  a  —  b .  f  ::  c  —  b  .  x. 

Ce  font  les  proportions  que  donne  la  règle  d'alliage. 

Si  l'on  fuppofe  le  poids  de  l'ouvrage #=  10  livres,  que 
l'argent  perd  la  dixième  partie  de  fon  poids  dans  l'eau , 
c'eft-à-dire  que  10  livres  d'argent  perdent  une  livre,  l'on 
aura  a  =  1  que  l'or  y  perd  la  dix-huitiéme  partie  de  fon 
poids,  l'on  aura  £==-ï-|  =  |5  que  l'ouvrage  perd ~ d'une 
livre  de  fon  poids  dans  l'eau,  c'eft-à-dire  c=j. 

On  trouvera  que  la  quantité  d'argent  mêlé  dans  l'ouvrage 
eft  x  =  2  liv,  { 3  la  quantité  d'or  eft^=  7  liv.  ~ . 

V. 

Trouver  entre  deux  grandeurs  données  a&tb  3  autant  de 
moyennes  proportionnelles  qu'on  voudra,  ce  nombre  de 
moyennes  proportionnelles  foit  nommé  n. 

Il  fufflt  de  trouver  le  premier  terme  moyen  proportionnel, 
car  par  la  règle  de  trois ,  on  aura  tous  les  autres. 

Soit  ce  premier  moyen  =  x. 

Suivant  ce  qui  eft  démontré  dans  les  raports  compofés 
a+l.  jf*-1  v.a.b.  d'où  l'on  déduit  axR+I  =a+l  b3  divifant 
chaque  membre  par  a3  l'on  aura  V1"*"1  =anbî  en  tirant  la 
racine  dont  Pexpofant  eft  n-*- 1  de  chaque  membre 3  l'on 
aura^=1^-V^. 

Si  on  demande  un  feul  moyen  proportionnel ,  l'on  aura 
72=1,  &  n-\-  1  =  2  ,  ainfî  x  =  j/ab. 

Si  on  demande  deux  moyens ,  l'on  aura  n=  2 ,  &;  n-\-  1 
:=  3  ,  ainfî  x  =  y/^b. 

Si  on  en  demande  trois,  l'on  aura xs=fâb3  &c.  I 
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V  I. 

On  prendra  un  exemple  de  Phydque  fur  le  reflTort  de 
l'air  pour  le  fixiéme. 

Soit  fuppofé  un  tuyau  de  verre  d'une  longueur  détermL 
née  telle  qu'on  voudra ,  comme  de  30  pouces,  fermé  d'un 
bout,  de  ouvert  de  l'autre ,  qu'on  remplide  de  mercure  a  la 
referve  d'une  certaine  quantité  d'air  groffier  qu'on  y  laide 
telle  qu'on  voudra ,  par  exemple  de  huit,  pouces  :  l'on  de- 
mande après  avoir  renverfé  le  tuyau  3  &  mis  l'ouverture 
dans  un  vaideau  plein  de  mercure,  quelle  fera  la  quantité 
du  tuyau  qu'occupera  l'air  qu'on  y  a  lailTé  après  s'être  éten- 
du par  fon  reflbrt ,  ôc  à  quelle  hauteur  le  mercure  demeu- 
rera fufpendu. 

On  fnppofe  que  l'expérience  démontre  _,  i°.  que  le  mer- 
cure demeure  fufpendu  à  la  hauteur  de  2  8  pouces ,  lorfqu'il 
n'y  a  point  d'air  groffier  dans  le  tuyau  3  parconféquent  l'air 
extérieur  prede  le  mercure  qui  eft  dans  le  tuyau  3  &  l'em- 
pêche de  defeendre  avec  une  force  égale  au  poids  de  1$ 
pouces  de  mercure.  Il  prede  avec  la  même  force  tous  les 
corps  qu'il  environne ,  ôc  une  portion  d'air  groffier  même 
eft  preflee  avec  la  même  force  par  i'air  qui  l'environne ,  de 
manière  que  s'il  arrivoit  qu'elle  en  fût  moins  preiTée ,  elle 
s'étendroit  par  fon  redbrt ,  &:  occuperoit  un  plus  grand 
efpace. 

2.  Que  lorfqu'une  portion  d'air  eftprefféepar  deux  forces 
inégales,  dont  l'une  eft  par  exemple  double  de  l'autre,  l'ef- 
pace  qu'elle  occupe  étant  predee  par  la  plus  grande  3  eft  à 
celui  auquel  elle  s'étend  par  fon  redbrt ,,  étant  predee  par 
la  moindre,  comme  réciproquement  cette  moindre  force 
eft  à  la  plus  grande  3  dans  cet  exemple  comme  1  à  2.  Ces 
chofes  fuppolées , 

Soit  la  longueur  connue  du  tuyau  =  /. 

La  quantité  connue  d'air  laide  dans  le  tuyau  =  a. 

La  force  entière  avec  laquelle  l'air  extérieur  prede  le 
mercure  3  qui  eft  connue  &:  ordinairement  égale  au  poids 
de  28  pouces  de  mercure  =f. 

La  hauteur  inconnue  de  la  colonne  de  mercure  qui  de- 
meurera dans  le  tuyau  où  l'on  a  laide  l'air  a,  =  x. 

La  quantité  inconnue  de  l'efpace  qu'occupera  l'air  a  laide 
dans  le  tuyau  xs$ym 

Les 
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Les  deux  quantités  x  &  y  des  efpaces  qu'occuperont 
le  mercure  &  l'air  dans  le  tuyau  ,  feront  égales  à  la  lon- 
gueur du  tuyau  /;  ce  qui  donne  cette  première  équation 
x  -*~y  =  /. 

L'air  a  laifTé  dans  le  tuyau  qui  occupoit  l'efpace  a  lorf- 
qu'il étoit  preffé  par  la  force  entière /de  l'air  qui  Penviron- 
noit ,  doit  s'étendre  lorfqu'il  n'eft  plus  prefïë  que  parla  force 
f — x3  moindre  que  f3  c'eft-à-dire  lorfqu'il  eft  preffé  par  la 
force/de  l'air  extérieur  diminuée  par  le  poids  de  la  colonne 
de  mercure  x  qui  reliera  dans  le  tuyau ,  car  l'air  extérieur 
prefïànt  le  mercure  x  6ç  l'air  qui  font  dans  le  tuyau  avec  là 
force/j  le  poids  du  mercure  x  diminue  l'action  de  la  force/ 
fur  l'air  relté  dans  le  tuyau ,  qui  n'y  eft  plus  preffé  que  par  la 
force  / —  x. 

Or  l'efpace y  qu'occupera  Pair  laiiïe  dans  le  tuyau  après 
s'être  étendu,  n'étant  preffé  que  par  la  force/ — x\  doit 
être  à  l'efpace  a  qu'il  occupoit  étant  preffé  par  la  force  en- 
tière/; comme  réciproquement  la  force/eft  à  la  force/ — xs 
ce  qui  donne  cette  proportion  y.  a  ::/.  / — x3  d'où  l'on  dé- 
duit la  féconde  équation  fy  —  xy_=  af. 

Il  faut  prendre  la  valeur  de  a:  dans  la  première  équation 
x-±-y=l3  &;  l'on  aura  x  =  I — y. 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x  dans  la  féconde  équa- 
tion fy  —  xy===afj  &  l'on  aura rfy-^-ly  -+•  yy-=.af3  qu'on 
écrira  de  cette  manière  yy  \î-fy^-—  ly  =  af 

Pour  abréger  on  fuppofera/ — /  =  —  b3  lorfque  /  fur- 
paffe/;  &;/ —  /  =  -hI,  lorfque  /furpaiTe  l;  Se  on  mettra 
—  b  à  la  place  de/ —  /  dans  le  premier  cas ,  &  l'on  aura 
yy  —  by  =  af  ' 

Il  faut  ajouter  à  chaque  membre  |  bb,  &;  Pon  aura  yy  —  hy 
~3r±bb  =  \bb-\-af,  dont  le  premier  membre  eft  un  quarré 
parfait,  qui  a  pour  fa  racine  y — \b;  ainfien  tirant  la  racine 
quarrée  de  chaque  membre,  Pon  aura  y  —  \  b  =  V±bb+œf> 
&  par  tranfppfltionj/  —\b+->/\bb-*-df.  En  mettant  cette 
valeur  de^  dans  *=/ — jy,  l'on  aura  x=/ — \b — \/±bb+af 
&:  le  Problême  eft  réfolu. 

Suppofant  30  =  428  =/ 8  =^&z8— 30= — 2=—^ 
l'on  trouvera^/  =  1 6 ,  6c  x  =  14, 

Tome  I,  D 
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R    E    M    A    K    Q^U   E. 

L'On  PeuC  Souvent  abréger  les  réfolutions  des  Problêmes 
en  fe  fervant  de  quelques-uns  de  leurs  raports,  pour  dimi- 
nuer le  nombre  des  inconnues ,  &  par  conféquent  celui  des 
équations.  Dans  l'exemple  précèdent,  au  lieu  de  prendre 
la  féconde  inconnue  j,  onauroit  pu.  raifonner  ainlî:Lalon- 
gueur  du  tuyau  /moins  la  hauteur  inconnue  de  la  colonne 
du  mercure  x,  eft  precifément  la  quantité  inconnue  de 
Pefpace  qu'occupera  l'air  a  laifïe  dans  le  tuyau ,  ainfî  cet 
efpace  eft  l  —  x  ;  ce  qui  eft  caufe  qu'on  n'a  pas  befoin  de 
la  première  équation ,  &;  qu'une  feule  équation  fufKt  pour 
la  réfolution  du  Problême. 
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ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A  RESOUDRE 

les  Problèmes  qui  fe  réduifent  à  des  équations 

compofées. 

livre    IL 

Ou  Von  explique  la  manière  de  réduire  les  Problèmes 
en  équations ,  (dfr*  toutes  les  équations  d'un  même 
Problême  a  une  feule  qui  en  contienne  toutes  les 
conditions  y  {g)  quelques  préparations  générales  des 
équations  compofées  5  pour  les  rè foudre  plus  facile- 
ment ^  comme  les  manières  d'en  6 ter  les  fractions , 
les  incommenfurables ,  &  de  trouver  leur  plus  grand 
d'vvifeur  commun. 

SECTION      I. 

Ou  l'on  explique  la  manière  de  réduire  un  Problème  compofé 
fur  les  nombres  ou  de  Géométrie  en  équations  3  &  la  manière 
de  réduire  toutes  les  équations  d'un  Problème  à  une  feule  qui 
ne  contienne  qu'une  inconnue  lorfque  le  Problème  efi  déter- 
miné ,  ou  plufieurs  lorfqu'il  efi  indéterminé. 

Avertissement. 

C  E  Traité  d'Analyfe  efi  principalement  pour  la  Géomé- 
trie ,  où  les  équations  compofées  font  necefTaires  pour  ré- 
foudre les  Problêmes  les  plus  compofés,  d'une  manière  gé- 
nérale &  fi  fimple ,  que  les  expreffions  n'occupent  point 
l'efprit,  &  lui  laifTent  toute  fon  étendue  pour  découvrir 
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tout  ce  qu'ils  ont  de  plus  difficile.  Cela  oblige  de  marquer' 
ici  en  gênerai  la  manière  de  réduire  en  équations  les  Pro- 
blêmes  de  Géométrie. 

PROBLEME     I. 

REDZJ IRE  un  Problème  compofè  en  équations ,  &  réduire 
enfuite  toutes  les  èquatioyis  d'un  Problème  a  une  feule  qui 
contienne  tous  les  raports  du  Problème ,  &  dont  la  réfolution 
donne  celle  du  Problème. 

K 

Première  part  ie  du  Problème. 

SI  le  Problême  eft  numérique,  on  fuivrala méthode  qui 
eft.  au  commencement  du  premier  Livre*,  c'en:- à-dire, 
on  marquera  les  connues  6t  les  inconnues  par  les  lettres  qui 
leur  conviennent,  6c  par  le  moyen  des  raports  du  Problême, 
on  formera  autant  d'équations  qu'on  afirppofé  d'inconnues, 
lorfque  cela  fe  peut. 

Si  le  Problême  eft  de  Géométrie  ,  il  faut  faire  la  figure 
propre  au  Problême,  6c  qui  l'exprime  comme  s'il  étoit  ré- 
fol  u  ,  c'eft-à-dire,  il  faut  y  marquer  les  lignes  inconnues 
comme  fi  elles  étoient  connues  j  il  faut  enfuite  tracer  dans 
cette  figure  des  lignes  perpendiculaires,  parallèles,  èc  au- 
tres ,  félon  qu'on  les  jugera  neceffaires  pour  former  des 
triangles  re&angles ,  des  triangles  femblables,  ou  d'autres 
figures  propres  à  découvrir  ce  qu'on  cherche. 

Parmi  les  lignes  de  la  figure  il  y  en  a  qui  font  connues  par 
la  conftru&ion  ou  par  la  fuppofîtion ,  on  les  marquera  par 
les  premières  lettres  de  l'alphabet  ^  il  y  en  a  d'inconnues 
qui  font  celles  qu'on  cherche ,  ou  celles  qu'on  juge  pou- 
voir fervir  à  les  trouver  ^  on  les  marquera  par  les  dernières 
lettres  de  l'alphabet,  ou  par  les  premières  lettres  de  leurs 
noms. 

Les  propriétés  de  la  figure,  les  propofitions  de  la  Géo- 
métrie {iir  les  triangles  femblables ,  fur  les  triangles  rc&an- 
gles,  àcc.  6c  les  conditions  énoncées  dans  le  Problême, 
feront  connoître  les  raports  qui  font  entre  les  inconnues  6c 
les  connues ,  6c  l'on  s'en  fcrvira  par  ordre  pour  former 
autant  d'équations  qu'on  a  fuppolë  d'inconnues ,  lorlque, 
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cela  eft  poffible  j  6c  après  cela  le  Problême  fera  réduit  en 
équations. 

Lorfqu'on  ne  peut  former  autant  d'équations  qu'on  a 
fuppofé  d'inconnues ,  le  Problême  eft  indéterminé ,  &;  peut 
recevoir  plufîeurs  reiolutions,  ôcfouvent  même  une  infinité. 

Il  eft  bon  de  remarquer  qu'on  peut  aufïi  fe  fervir  de  quel- 
ques-uns des  raports  du  Problême  ou  de  la  figure ,  pour 
diminuer  le  nombre  des  inconnues ,  ce  qu'il  faut  toujours 
faire  afin  d'abréger. 

On  concevra  mieux  ce  qu'on  vient  de  dire  lorfqu'on  en 
verra  l'application  dans  la  Géométrie. 

A 

Seconde  partie  du  Problème. 

13.  REDV  IRE  toutes  les  équations  d'un  Problème  aune  feule 
qui  ri  ait  qu  une  inconnue  3  lorfque  cela  fe  -peut. 

jP  A  r  m  1  les  inconnues  qu'on  a  fuppofées  pour  former  les 
équations  d'un  Problême,  il  y  en  a  d'ordinaire  une  princi- 
pale dont  dépend  la  réfolution ,  &c  pour  laquelle  l'es  autres 
inconnues  ont  été  fuppofées.  Cette  principale  inconnue  doic 
être  celle  de  l'équation  à  laquelle  on  doit  réduire  toutes  les 
équations  du  Problême,  &  il  ne  faut  point  la  dégager  dans 
les  dégagemens  particuliers  des  autres  inconnues. 

On  fe  fervira  jles  deux  premières  méthodes  de  la  troifié- 
me  Se&ion  du  premier  Livre ,  *  pour  réduire  toutes  les  *  a. 
équations  du  Problême  à  une  feule,  c'eft-à-dire,  on  pren- 
dra dans  une  des  équations  du  Problême  la  valeur  d'une 
inconnue  qui  n'eft  pas  la  principale ,  on  la  fubftituera  dans 
les  autres,  &les  nouvelles  équations  qu'on  trouvera  n'au- 
ront plus  cette  inconnue  3  on  ôtera  de  même  de  celles-ci 
une  féconde  inconnue ,  &:  on  continuera  d'ôter  une  troï- 
fiéme  inconnue ,  &;  toutes  les  autres  enfuite,  jufqu'à  ce  qu'on 
foit  arrivé  à  une  équation  qui  n'ait  que  la  principale  incon- 
nue }  ce  fera  l'équation  qu'on  cherche. 

Ou  bien  on  prendra  dans  les  équations  du  Problême  tou- 
tes les  valeurs ,  ou  du  moins  deux  valeurs  d'une  inconnue 
qui  n'eft  pas  la  principale  5  on  comparera  ces  valeurs  égales , 
ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  qui  n'auront  plus 
cette  inconnue  3  on  opérera  de  même  fur  ces  fécondes  équa- 
tions, ce  qui  en  fera  trouver  de  troiiiémes  où  deux  incon- 
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nues  ne  fe  trouveront  plus  -,  enfin  on  continuera  cette  opéra- 
tion jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  à  une  équation  qui  n'ait  que 
la  principale  inconnue  j  ce  fera  l'équation  qu'on  cherche. 

Dans  les  Problêmes  indéterminés,  la  dernière  équation 
qui  renferme  toutes  les  conditions  ou  raports  du  Problême , 
aura  plufieurs  inconnues. 

application  de  ces  méthodes  à  un  exemple. 

\J  N  fuppofe  qu'on  a  réduit  un  Problême  à  ces  trois  pre- 
mières équations  qui  en  expriment  tous  les  raports,  &  dont 
y  eft  la  principale  inconnue  qui  doit  fe  trouver  dans  la  der- 
nière équation  qu'on  cherche. 

Premières  équations. 

K — yy^rv-=i — p.        — 2^y-\-vy= — q.       vz==r. 
Pour  les  réduire  à  une  feule  équation  dont  y  foit  l'incon- 
nue ,  je  prens  par  la  première  méthode  la  valeur  de  ^dans 
2.  la  première  équation,  &je  trouve  *  z==yy — v — p. 
8.      Je  fubftitue  *  cette  valeur  de  s^dans  les  deux  autres  équa- 
tions, &ç  je  trouve  les  fécondes  équations  dans  lefquelles  z^ 
n'en:  plus. 

Secondes  équations  abrégées. 

ivy=yi — py  —  q.  vyy  —  w—~pv  =  r. 

Je  prens  dans  la  première  de  ces  équations  la  valeur 
*4-  de  vy  &  je  trouve*  v=yS~g~* ,  dont  le  quarré  eft  vv 

ys  — ipy*  —  iqyi+-¥?yy-*-i?']y-+-1el 

" "  ^.yy  * 

*  g#  Je  fubftitue  *  les  valeurs  de  v  Se  de  vv  dans  l'équation 
vyy  —  vv  —  pV==r^  &  je  trouve  l'équation  ■4-J,ï~ffi-**y 
_j*+i9j*+xq,>-rw-xrv-n^i2btîTj^--ri  dans  laquelle 
il  n'y  a  plus  d'autre  inconnue  que  la  principale^/ 5  ainfi  c'eft 
i'équation  qu'il  falloit  trouver. 

Autrement.  Premières  équations. 

^ — yy-ï-v~ — p.        — zj-*-vy  = — q>        v%j=±r. 
*  i-  &  4.     Je  prens  *  deux  valeurs  de  la  même  inconnue  v  dans  les 
deux  premières  équations ,  Se  je  trouve  v  =yy  —  ^ — ?• 

y 

Je  fais  une  équation  de  ces  deux  valeurs,  &  je  trouve  yy 
—  ^ — p=  îç2.3  où  l'inconnue  v  n'eft  plus. 
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Je  multiplie  chaque  terme  par  y  *,  &  je  trouve  *y  — ^   *  3 . 

4-^=22^.  *  2. 

Je  prens  la  valeur  de  £,  &  j'ai  *  fc^2!=gfct|-,  *  4. 

Je  prens  *  dans  l'équation  z/^=r,  dont  je  ne  me  fuis  pas   *4. 
encore  fervi ,  la  valeur  de  ^  &  j'ai  %===.£. 

Je  fais  des  deux  valeurs  de  ^,  l'équation  2L^I^t.i  =  s9 

Je  réduis  les  deux  membres  au  même  dénominateur  ,  de 
après  avoir  effacé  le  dénominateur  commun,  je  trouve  vy 
— pvy  H-  qv  =  2ry. 

Je  prens  Ma  valeur  de  vy  &  j'ai  v  =  yi^y^q.  *4. 

Je  fubftitue  les  valeurs  de  ^  6c  de  v  ,  2;  =  yi"[9y^q ,  *  8- 
v  =yi2yj^q ,  qui  n'ont  point  d'autres  inconnues  que  la  prin- 
cipale^/ dans  la  première,  ou  dans  la  féconde  des  premières 
équations ,  il  n'importe  laquelle.  Je  la  fubftitue,  dis-je.,  dans 
la  première  ^ — yy-+-v= — /,  &  je  trouve  yl^^±î — yy 
•+■  yrêfjz?  =  — /,  qui  eft  l'équation  qu'il  falloit  trouver. 

On  auroit  pu  prendre  dans  les  trois  premières  équations 
les  trois  valeurs  de  la  même  inconnue  v,  &  les  comparant 
enfemble,  en  faire  deux  équations,  où  il  n'y  auroit  eu  d'in- 
connue que  ^a\nec  la  principale^/,  éc  prendre  dans  ces  deux 
équations ,  deux  valeurs  de  5^,  qui  étant  comparées ,  au- 
roient  donné  l'équation  où  il  n'y  auroit  eu  que  l'inconnue 
principale  y  j  mais  le  calcul  en  auroit  été  un  peu  plus  em- 
barrafle. 

On  ne  met  pas  d'autres  exemples ,  on  en  verra  aflèz  dans 
la  fuite,  &  dans  la  Géométrie. 

Démonstration. 

1 L  eft  évident  que  l'on  conferve  toujours  l'égalité  dans 
toutes  les  opérations  du  Problême ,  &  qu'ayant  employé 
toutes  les  équations  du  Problême  à  former  la  dernière, 
cette  dernière  équation  renferme  tous  les  raports  exprimés 
par  toutes  les  équations  du  Problême.  Enfin  il  eft  évident 
que  la  réfolution  de  cette  dernière  équation  donnera  celle 
de  toutes  les  équations  du  Problême. 
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SECTION    II. 

Oà  Von  explique  la  manière  d'oter  toutes  les  fraBions 

de  r équation  du  Problême.    L'on  y  explique  auffl 

toutes  les  définitions  des  équations  compo/ées. 

PROBLEME     IL 

[4«  0  TER  toutes  les  fra&ions  d'une  équation  compofee. 

IL  faut  réduire  toutes  les  grandeurs  de  l'équation  à  un 
même  dénominateur,  6c  enfuite  effacer  le  commun  dé- 
nominateur, 6c  abréger  l'équation  en  effaçant  les  grandeurs 
qui  fe  détruifent  par  des  lignes  contraires,  en  joignant  en- 
femble  les  mêmes  grandeurs,  8<.  en  divifant  toutes  les  gran- 
deurs par  les  lettres  communes ,  6c  l'on  aura  l'équation  fans 
fractions. 

Par  exemple,  pour  ôter  les  fractions  de  l'équation  yl~ly*q 
— ' yy  ■+"  jr=w^ï  =  — py  on  réduira  toutes  les  grandeurs 
de  l'équation  au  dénominateur  commun  iy*-—ipyy'*-iqyy 
£c  l'on  aura, 

ys  _  py*  +  qyi  _  py+  .+.  ppyy  _  pqy  +  qy\  _  pqy  +  qq  ~.  %ye  +  ipy*  -  %qyî  +  ^ryy 
—  ipy*-t-  z VPyy - x pqy 

—       zy*-i?fy -*-%qy   ' 

On  effacera  le  dénominateur  commun _,  6c  toutes  les  quan* 
titésquife  détruifent  par  des  fignes  contraires,  6c  l'on  join- 
dra enfemble  les  mêmes  quantités ,  èc  on  aura  — y+i^/ 
-  — îîyy  ■+•  4-ryy  +  ^  =  o  j  6c  en  faifant  palier  toutes  les 
quantités  dans  le  fécond  membre,  afin  que  y  foit  pofitive, 
on  aura  o  =ye  —  ipy*  -*-ppyy  —  4-ryy  —  qq. 

On  a  démontré  ces  opérations  dans  le  premier  Livre. 

On  ôtera  delà  même  manière  les  fractions  de  l'équation 

J5  —  f.yl  —  qyy  Jg-+-  ipy*-*-  iqy\  —  ppyy  —  %pgy—gg  pyi  .+■  ppy  ■+.  Pg 

xy       '  —      4J7  "         zy         —  '» 

en  multipliant  les  numerateursy — py% —  qyy3& — py^ppy 
-\-pq  par  iy3  6c  r  par  qyy  ;  S>t  après  avoir  effacé  le  commun 
dénominateur  \yy y  £c  abrégé  l'équation,  on  trouvera  la 
même  équation  y6  —  ipy* ->rppyy — 4-ryy  ~—qq  =  o. 

Définitions. 
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D  e'  m  n  1  t  1  o  n  sï 
I. 

1 5 .  U  Ne  équation  ordonnée  eft  celle  où  la  plus  haute  puiflance 
de  l'inconnue  eft  la  première,  &  les  autres  puiflances  de  la 
même  inconnue  font  de  fuite,  félon  leurs  deçrez  ;  ainfi  x* 
— ax  -t-abxx — aacx  ■+-  f  *==  o,  eft  une  équation  ordonnée. 

I  I. 

On  appelle  les  termes  d'une  équation ,  les  grandeurs  où 
l'inconnue  a  difFérens  degrez  ;  Oc  un  feul  terme  3\qs  grandeurs 
où  l'inconnue  eft  élevée  à  un  même  degré.  Quand  il  y  a 
plufîeurs  grandeurs  dans  un  même  terme  ,  on  les  écrit 
toutes  les  unes  fous  les  autres.  Les  grandeurs  connues  q,ui 
multiplient  l'inconnue  dans  les  termes ,  s'appellent  les  coef- 
ficients. 

Le  premier  terme  eft  celui  où  fe  trouve  la  plus  haute 
puiflance  de  l'inconnue  •  le  fécond  eft  celui  où  fe  trouve  la 
puiflance  fui  vante  de  l'inconnue  ,  ôc  ainfî  de  fuite  jufqu'au 
dernier  terme,  qui  eft  toujours  celui  où  il  n'y  a  que  des 
grandeurs  toutes  connues,  comme  dans  cet  exemple, 
x*  — — -  axx  -+*  abx  — \  abc  ==-  Q* 

—  b      -h  âc , 

—  c      -+-  bc* 

Le  premier  terme  eft  xh  le  fécond  eft—  a — b  —  c  x  '  xx'i 
letroifîéme  eftab-t-ac-t-bc  x  ^5  le  dernier  terme  eft  — abc. 
— *  a  —  b  —  c  font  le  coefficient  du  fécond  terme  ;  ■+•  ah 
~&ac-*rbc  font  le  coefficient  du  troifiéme  terme  :  L'unité 
eft  le  coefficient  du  premier  terme  x3=  1  x  x\  lorfqu'il  ne 
contient  que  la  plus  haute  puiflance  de  l'inconnue  $  pour 
abréger,  on  n'écrit  ordinairement  qu'une  feule  fois  l'incon- 
nue dans  un  terme  ïorfqu'il  renferme  plu  fleurs  grandeurs. 

Lorfqu'il  y  a  de  l'interruption  dans  la  fuite  dQs  puiflances 
de  l'inconnue,  comme  dans  $ — abx-\-abc=o,  on  dit  que 
les  termes  où  fe  trouve  l'interruption,  manquent  dans  l'é- 
quation ,  ou  font  évanouis  3  ainfi  le  fécond  terme  manque 
dans  x'  —  abx  -*- abc  =  o ,  ôc  — abx  demeure  toujours  le 
troifléme  terme. 

Le  troiflémeterme  eft  évanoui  dans  x3 — axx  **-abc=zo. 

III. 
16.       On  diftingue  les  équations  en  difFérens  degrez.  Les 
Tome  I.  E 
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équations  (impies,  ou  du  premier  degré ,  ou  linéaires,  font 
celles  où  l'inconnue  efl  au  premier  degré  -y  ainfi  x —  a 
==o  efb  du  premier  degré.  Les  équations  du  fécond  degré 
font  celles  où  la  plus  haute  puifTance  de  l'inconnue  eft 
élevée  au  quatre,  xx —  ax.  4-^£  =  o,  eft  une  équation 
du  fécond  degré. 

Les  équations  du  3e,  du  4e,  du  5e  degré,  &c.  font  celles 
où  la  plus  haute  puifTance  de  l'inconnue  eft  une  3^  ou  une 
4e,  ou  une  5  e  puifTance,  &c. 

I  V. 

La  plus  haute  puifTance  de  l'inconnue,  Se  toutes  Tes  autres 
puifTances  dans  les  termes  fuivans,  peuvent  être  les  puifïan- 
ces  exades  du  moindre  degré  de  l'inconnue  qui  eft  dans  le 
pénultième  terme  3  par  exemple,  dans  l'équation  xs — ax* 
•+-  abxx  —  aabc  =  o ,  en  regardant  le  moindre  degré  de 
l'inconnue  dans  le  pénultième  terme  qui  eft  xx  >  comme 
linéaire,  j/eftfà  troifîéme  puifTance,  x*  eft  fa  féconde  puif- 
Tance. Dans  ce  cas  le  degré  de  l'équation  eft  celui  de  la  plus 
haute  puiflance  du  moindre  degré  xx  de  l'inconnue  -y  ainfî 
l'équation  x6 — ax*-ï-  abxx  —  aabc=.  o ,  ri'eft  que  du  troi- 
fîéme degré,  pareeque  x6  n'eft  que  la  troifîéme  puifTance  du 
moindre  degré  xx  de  l'inconnue. 

Ainfi  x^' — aax?  ■+-  aab1 '==  o  ,  eft  une  équation  du  fécond 
degré  ,  pareeque  x%?  eft  le  quarré  de  x?. 

De  même  x^ —  aax2* ■+- aabx* — .  ^p=o,  eft  du  troi- 
fîéme degré ,  pareeque  x?  eft  le  cube,  6c  x^  le  quarré  de  x?. 

Mais  xs  —  ax  -*-abcxx  —  a*ùcc=G,  eft  du  fîxiéme  de- 
gré, pareeque  les  puifïances  exades  du  moindre  degré  xx, 
ne  font  pas  de  fuite. 

Corollaire. 

LOrs qjj'i l  ne  manque  aucun  terme  dans  une  équa- 
tion, il  y  a  autant  de  termes  plus  un,  que  l'équation  a  de 
degrez 3  ainfi  il  y  a  deux  termes  dans  une  équation  du  pre- 
mier degré  3  il  y  en  a  trois  dans  une  équation  du  fécond 
degré 3  quatre  dans  une  équation  du  troifîéme  degré,  &c. 
Car  tous  les  degrez  de  l'inconnue  font  autant  de  termes 
que  la  plus  haute  puifTance  de  l'inconnue  a  de  degrez ,  & 
les  grandeurs  toutes  connues  en  font  une  autre  qui  eft  le 
dernier  terme. 
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De'   FINITION     V. 

I7«  Si  tous  les  termes  d'une  équation  ont  chacun  le  même 
nombre  de  dimenfions  3  on  dit  qu'ils  font  homogènes  î  ainû* 
tous  les  termes  de  x" — axl -\-abxx —  acx^had  =  o3  font 
homogènes  3  parceque  chaque  terme  eft  de  quatre  dimen- 
fions :  mais  les  termes  de  *4*-r—  axl-\-bxx  —  ex  •+■  d=  o  ,  ne 
font  pas  homogènes  j  6c  l'on  dit  alors  que  la  loi  des  homogènes 
n'efi  -pas  obfervèc. 

Cette  loi  des  homogènes  doit  être  obfervée  autant  qu'ij 
eft  poffible  dans  les  équations  des  Problêmes  de  Géométrie, 
pareequ'on  ne  compare  pas,,  par  exemple,  des  grandeurs 
planes  ou  de  deux  dimenfions ,  quand  elles  expriment  des 
îurfaces ,  avec  des  grandeurs  folides  ou  de  trois  dimenfions, 
lorfqu'elles  expriment  des  figures  folides. 

R    E    M    A    R   Q^U    E       I. 

Cependant  lorfque  les  produits  qui  font  les  termes 
des  équations ,  n'expriment  que  des  lignes  dont  les  raports 
compofez  avec  l'unité  ou  avec  d'autres  lignes,  font  exprimez 
par  le  produit  de  plufîeurs  grandeurs ,  l'on  peut  comparer 
des  raports  plus  compofez  entre  des  lignes ,  avec  des  raports 
moins  compofez  ,,&  même  (impies, entre  d'autres  lignes ;ainfî 
l'on  peut  comparer  enfemble  des  grandeurs  de  différentes 
dimenfions ,  &  où.  la  loi  des  homogènes  n'eft  pas  obfervée. 
On  peut  aufîî  dans  ce  cas  conferver  toujours ,  fi  l'on  veut, 
la  loi  des  homogènes  3  en  concevant  les  moindres  produits 
multipliez  par  l'unité  autant  de  fois  qu'il  le  faut ,  pour  les 
rendre  homogènes  avec  les  produits  d'un  plus  grand  nom- 
bre de  dimenfions  ^  ainfi  on  rendra  h-  bxx  homogène  avec 

—  ax"  en  écrivant  -+-  ixbxx.    De  même  on  pourra  écrire 

—  ixixa,&ixixix^  pour  rendre  les  termes  — cx-±-  dy 
homogènes  avec  les  autres.  * 

On  verra  dans  la  Géométrie  les  moyens  de  rendre  ho- 
mogènes tous  les  termes  d'une  équation,  en  confervant  leur 
même  valeur. 

R    E    M    A    R    Q^U    E       II. 

\J  N  des  grands  avantages  de  l' Analyfe  eft  de  ne  pa$  par, 
tager  inutilement  l'eiprit  j  c'eft  pourquoi  elle  réduit  les 

E  ij 
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Problêmes  les  plus  compofez  à  des  expreffions  11  (Impies,1 
que  toute  l'attention  de  l'efprit  n'eft  qu'aux  grandeurs  in- 
connues qu'il  cherche  :  ainfi  pour  empêcher  que  les  gran- 
deurs connues  fur  lesquelles  il  nerefte  plus  rien  à  découvrir^ 
ne  partagent  l'attention ,  on  exprime  par  une  feule  lettre 
toutes  les  grandeurs  connues  d'un  même  terme. 
Par  exemple ,  on  abrégera  l'équation 
x  -—  axx  «+-  abx  — -  abc  sss  o, 

—  b      -+-  ac. 

—  C      ■+■  bc. 

En  fuppofant  toutes  les  grandeurs  connues  — a- —  b  — c 
du  fécond  terme  égales  à  une  feule  lettre  — n  5  en  fuppofant 
toutes  les  grandeurs  connues  +.  ab-\-  ac  -h  bc  du  troifiéme 
terme  égales  à  une  feule  lettre  ■+•  p  ;  &  toutes  les  connues 
— - ^du  quatrième  terme  à  une  feule  lettre  —  q  3  l'on  aura 
x*  —  nxx-\-px  — ^=0,  au.  lieu  de  l'équation  propofée. 

L'on  voit  bien  que  la  loi  des  homogènes  n'eft  pas  moins 
obfervéedans  cette  expreffion  fimple,que  dans  l'expreffion 
compofée ,  parceque  la  lettre  p ,  par  exemple  ,  eft  dans  le 
troifiéme  terme  à  la  place  d'une  grandeur  connue  de  deux 
dimenfions ,  èc  q  dans  le  quatrième  à  la  place  d'une  gran, 
deux  connue  de  trois  dimenfions. 

Définition      VI. 

yj  N  e  équation  ainfl  abrégée  s'appelle  une  formule  3c'ett:-à.- 
dire  une  expreffion  générale  de  abrégée  de  toutes  les  équa- 
tions du  même  degré,  qui  auroient  le  même  nombre  de 
termes ,  &  la  même  diverfïté  dans  leurs  fignes, 

Corollaire     I. 

18.  1  O  u  t  e  la  diverfïté  des  équations  d'un  même  degré  ne 
pouvant  venir  que  de  cçs  deux  chofes  :  1.  de  ce  qu'il  man- 
que quelques  termes  dans  les  unes  qui  ne  manquent  pas  dans 
les  autres  3  2 .  de  la  diverfité  des  fignes  -t-  &  —  qui  précèdent 
les  termes,  on  peut  réduire  toutes  les  équations  d'un  même 
degré  à  un  nombre  déterminé  de  formules. 

Par  exemple  ,  en  fuppofant  que  le  premier  terme  a  tou- 
jours le  figne  -+-,  toutes  les  équations  du  fécond  degré  fe 
peuvent  réduire  aux  Suivantes. 

xx. —  p=o.  xx-+-p=o.  xx — nx-\-p  =  o.  xx~i-nx 
-+-p^=o.   xx  —  nxi — p=o,   xx  -+-nx  —~p  =  o. 
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Dans  ces  équations  n  marque  la  quantité  connue  du  fécond 
terme,  6c p  la  quantité  connue  du  troifîéme. 

L'avantage  de  ces  formules  eft  que  leur  réfolution  don- 
nera la  réfolution  de  toutes  les  équations  particulières  du 
fécond  degré ,  en  mettant  dans  la  réfolution  à  la  place  de  11 
èc  dep  ,  les  grandeurs  connues  du  fécond  &.  du  troifîéme 
terme  des  équations  particulières. 

On  peut  de  même  réduire  les  équations  du  troifîéme 
degré ,  du  quatrième,  ôcc.  à  un  nombre  déterminé  de  for- 
mules. 

Corollaire     IL 

O  N  peut  même  réduire  toutes  les  équations  d'un  même 
degré  à  une  feule  formule ,  pour  abréger  tous  les  cas  s  par 
exemple,  la  feule  formule  xx  *+-nx-t-p=oyipeut  reprefen- 
ter  toutes  les  équations  du  fécond  degré,  x*-\-  nxx  Hh/>*  ^h  q 
=  o  peut  repréfenter  toutes  les  équations  du  troifîéme 
degré,  &x*-+1nxl:h:pxx-hqx-ï-r=o,  toutes  celles  du 

quatrième  degré,  &ainfî  des  autres  ;  Se  cela,  en  fuppofant 
deux  chofes ,  i°.  que  quelques  termes  de  la  formule  font  nuls 
ou  égaux  à  zéro  }  lorfqu'elle  repréfente  les  équations  où  il 
manque  des  termes  ^  20.  Que  quand  quelques  termes  des 
équations  ont  •+- ,  &c  les  autres — ,  il  faut  donner  aux  termes 
de  la  formule  qui  leur  répondent ,  les  mêmes  fîgnes. 

Par  exemple ,  afin  que  la  formule  #' 4^  nxx  ~+-px-\-q=o 
repréfente  l'équation*3 — -abx-^abc-^-  o,  il  faut^io.  fnppo- 
ferdans  la  formule,  le  fécond  terme  -+-  nxx  =  o.  1°.  Il  faut 
fuppofer  que/; a:  dans  la  formule  a  le  figne — ,  êc  q  le  ligne  -+-  : 
il  en  eft  de  même  des  autres. 

Enfin  on  peut  Ce  feryïr  d'une  feule  formule  pour  chaque 
degré  où  tous  les  termes  ayent  le  fîgne-+-  >  par  exemple  xx 
^-  nx  -4-/=o ,  fera  la  formule  générale  du  fécond  degré  5 
x* -+-  nxx-*-px*-q=^o, celle  du  troifîéme,  ôcainfî  des  autres: 
En  fuppofant  ces  deux  chofes ,  i°.  que  lorfqu'elle  repréfente 
des  équations  où  il  manque  des  termes  ,  ces  mêmes  termes 
font  nuls  ou  égaux  à  zéro  dans  la  formule.  i°.Quele  fîgne~H 
de  chaque  terme  de  la  formule  repréfente  le  ligne  ■+-  ou  — 
du  même  terme  de  chaque  équation  particulière  du  même 
degré }  félon, qu'il  fe  trouve  dans  chaque  équation. 

Eiij 
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Ainfl  x%-*-nxx -+>px-i-q  =  o,repréfente  l'équation  parti- 
culière xl —  abx  —  abc  =o,  en  fuppofant ,  i°.  le  fécond 
terme  de  la  formule  -+-  nxx  =^o3ôc  i°.  que  les  fîgnes  •+■  âe^ 
vant -h />* -ï- f ,  repréfentent  les  lignes  —  qui  font  devant 
—  abx  — —  abc. 

Et  dans  la  formule  que  donnera  la  réfolution  de  x'-^-nxx 
^-px  +  q=o .,  on  fuppoferaies  grandeurs  où  fera  ra,  égales 
à  zéro  ,  6c  on  donnera  aux  grandeurs  où  feront^»  6c  q ,  des 
lignes  oppofez  •,  mais  on  laiflèra  les  lignes  -+-  devant  les  puif- 
fances  paires  de  p  6c  de  q ,  6c  on  les  changera  devant  leurs 
puiflànces  impaires. 

Après  cela  il  ne  faudra  plus  que  fubftituer  dans  la  formule 
de  la  réfolution  de  x%  -r-  nxx-\-px  -h  q  ==  o  3  les  grandeurs  de 
l'équation  particulière,  à  la  place  de  »,^,  q,  qui  les  repréfen- 
tent dans  la  formule  générale. 

Cette  manière  abrège  les  cas ,  6c  rend  les  réfolutions  gé- 
nérales ,  comme  on  le  verra  dans  le  cinquième  Livre,  où  l'on 
expliquera  la  réfolution  particulière  des  équations  de  cha- 
que degré. 


SECTION    III. 

Ou  ton  explique  la  manière  doter  les  incommen- 

furables  des  équations  des  Problèmes  compo/ê^ , 

lorfqu  elles  en  ont. 

Avertissement. 

Lorsque  l'inconnue  de  l'équation  eft  incommenfurable, 
c'eft-à-dire  lorfqu'elle  eft  fous  le  ligne  radical ,  il  eft  necef- 
faire  de  la  rendre  commenfurable  pour  connoître  de  quel 
degré  eft  l'équation  $  lorfqu'iln'y  a  d'incommenfurables  que 
les  grandeurs  connues  de  l'équation  ,  6c  que  l'inconnue  ne 
l'eft  pas ,  on  connoît  alors  de  quel  degré  eft  l'équation  3  fans 
ôter  les  incommenfurables,  6c  l'on  pourroit  réfbudre  l'équa- 
tion fans  les  ôter;  néanmoins  comme  il  eft  ordinairement 
plus  facilede  réfoudre  l'équation ,  lorfqu'il  n'y  a  point  d'in- 
commenfurables ,  les  méthodes  qui  fuivent  peuvent  fe  rvir  à 
les  ôter  toutes. 
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PROBLEME    III. 

1 9  •   OST ER  les  incommensurables  d'une  équation  lorfqu  'il y  en  a. 

Première  manière. 

i°.  T  L  faut  mettre  une  des  grandeurs  incomrnenfurables 
[  feule  dans  le  premier  membre,  &  toutes  les  autres 
quantitez  dans  le  fécond,  &  élever  chaque  membre  à  la 
puifTance  marquée  par  l'expofant  du  fîgne  radical  du  pre- 
mier membre ,  Se  la  grandeur  du  premier  membre  devien- 
dra commenfurable.  S'il  refle  des  incomrnenfurables  dans 
Je  fécond  membre,  20.  il  faut  en  mettre  une  feule  dans  le 
premier  membre,  &  toutes  les  autres  quantitez  dans  le  fé- 
cond, Se  faire  fur  cette  équation  l'opération  précédente, 
qui  ôtera  une  féconde  incommenfurable.  En  continuant 
cette  opération ,  on  ôtera  toutes  les  incomrnenfurables. 

Lorfqu'il  y  a  plufîeurs  incomrnenfurables  de  différent 
degrez ,  on  mettra  une  lettre  feule  pour  chaque  incom- 
menfurable 3  ce  qui  abrégera  le  calcul ,  comme  on  le  verra 
dans  les  exemples. 

On  abrégera  encore  le  calcul ,  en  mettant  après  chaque 
opération  une  lettre  à  la  place  de  toutes  les  grandeurs  de- 
venues commenfurables,  &  dans  la  dernière  opération  on 
reftituera  les  valeurs  des  lettres  qu'on  a  mifes  pour  déba- 
rafTer  le  calcul. 

Exemples. 

I.  _____ 

1  Our  ôter  les  incomrnenfurables  de  Vxx  =  Vax  h-  bb  3 
on  élèvera  chaque  membre  au  quarré  ,  &;  l'on  aura 
xx  =  ax-¥-bb>  où  il  n'y  a  plus  d'incommenfurables. 

I  I.  

Pour  ôter  les  incomrnenfurables  de  x  4-  y/aax  =  b  3  on 
fera  ia.^a~âx=^b — x.  i°.  On  élèvera  chaque  membre  à 
latroifiéme  puifTance,  pareeque  l'expofant  de  ^  eft  3,  & 
l'on  aura  aaxz=.tf —  }bbx  •+-  $bxx  ■ — x\  où  il  n'y  a  plus 
d'incommenfurables. 

I  I  I.  .___. 

Pour  ôter  les  incomrnenfurables  de  ^aax-t-Va'x*  =  x — ct 
i°.  il  faut  élever  chaque  membre  à  la  troifiéme  puifTance 
&  l'on  aura  aax  •+•  yVx'  =  x1  —  3  cxx  ■+■  3  cex  —  c\ 
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2°.  Après  avoir  mis  Va*x  feule  dans  le  premier  membre, 
V3j?===V — icxx-¥-îccx — cl —  aax ,,  il  faut  élever  chaque 
membre  au  quarré,  6c  Ton  aura  aix'  =  xs —  Gcx\  6cc.  où. 
ii  n'y  a  plus  d'incommenfiirables. 

I  V. 

Pour  ôterles  incommenfurables  de  x  -\-^aax=Vaxy  on 
fuppofera n  =  tyaax ,  ce  qui  donne  n=aax,  &c?n  =  \/axj 
ce  qui  donne  mm^^ax^èc  l'on  aura  x-Jrn=-mi  au  lieu  de  ^ 
•+-  y/ aax  =  vVx. 

Enfuire  on  fera  par  tranfpofition  n=m — at,  6c  on  élèvera 
chaque  membre  à  la  troifiéme  puiffance  marquée  par  l'ex- 
pofant  ty du  fîgne  radical  de  y/aax  =  n , &.  l'on  aura  »'  =  w5 
—  ^mmx-k-^mxx — x\  6cpar  tranfpofition  »'-t-3707K.x;-t-;c' 
=  m*-{-}mxX)  où  »'-+-3«î««jtf,  6c-hx?  font  commenfurables. 

Pour  débarafïer  le  calcul,on  fuppofera  les  grandeurs  com- 
menfurables tf  -±~îmmx  -\-  xl  =f\  afin  de  n'avoir  attention 
qu'aux  feules  incommenfurables  m*-\-}mxx  _,,  6c  l'on  aura  m* 
-\-^mxx=p.  On  élèvera  chaque  membre  au  quarré^parce- 
que  l'expofant  de  Fincommenfurable  m  =  Vax  eft  z,  6c  l'on 
aura  wf+  6m*  xx  -4-  ymmxr=f,  où  il  n'y  a  plus  d'incom- 
menfiirables. Enfin  on  fubftituera  à  la  place  de/,  m>  n  3  leurs 
valeurs  y  6c  Ton  aura  a*xx-+-  6alxl-*-<)aax*  -*•  iaax* -t-  6  ax 
-h  a;*  =  ^V-*-6^x+-+-  9^^  &  en  l'abrégeant  on  aura  x 
— }axs-\-jœax*-*-5a*x*-*-a*xx  =  o,ou.bienx*-~-$ax*-*-5aaxx 
«+-  $alx  -j-  ^*=  o,  où  il  n'y  a  plus  d'incommenfiirables. 

Seconde  manière  0  lorfque  l'équation  contient  glujîeurs 
incommenfurables. 

i°.  1 L  faut  fuppofer  une  lettre  égale  à  chaque  grandeur 
Incommenfurable ,  ce  qui  donnera  autant  d'équations  qu'il 
y  a  d'incommenfurables.  Il  faut  en  ôter  les  incommenfu- 
rables par  la  première  manière,  6c  Ton  aura  de  nouvelles 
équations  où  les  puhTances  des  lettres  fuppofées  feront 
égales  à  des  grandeurs  commenfurables  3  on  les  appellera 
les  équations  commenfurables, 

2°.  Il  faut  mettre  les  mêmes  lettres  dans  l'équation  pro- 
pofée  j  et  après  avoir  mis  dans  le  premier  membre  la  feule 
lettre  ,  qu'on  a  fuppofée  égale  à  l'incommenfurable,  dont 
l'expofant  eft  le  plus  grand,  on  élèvera  chaque  membre  de 
cette  équation  à  la  puiffance  de  cet  expofanr. 

Enfin 
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Enfin  on  fubftitucra  les  valeurs  commenfurables  des  let- 
tres fuppofées  à  leur  place  dans  l'équation  précédente,  & 
ces  valeurs  feront  prifes  dans  les  équations  commenfura- 
bles 3  &  en  continuant  les  fubftitutions ,  on  arrivera  enfin 
à  une  équation  où  les  lettres  fuppofées  ne  feront  plus,  Se 
qui  n'aura  plus  d'incommenfurables. 

Par  exemple,  pour  ôter  les  incommenfurables  de  x  -*-fyaax 
==  \Jax  :  i° ,  je  fuppofe  n  =^/aax ,  &Cm  =  s/ax  j  &  ôtant  les 
incommenfurables,  je  trouve  n*  =  aax  ^  àc  mm  =  ax y  ce 
font  les  équations  commenfurables. 

2°.  je  mecs  ndc  wdans  l'équation  propofée  x^^/aax^=^\/ax} 
à  la  place  des  incommenfurables,  de  je  trouve  x-\-n  =  m. 

Je  fais  par  tranfpoiition  n  =  m  —  x3  &  j'élève  chaque 
membre  à  la  troidéme  puifTance ,  pareeque  l'expofant  de 
fadx  =  n  3  qui  eft  le  plus  grand ,  efb  3 ,  &  je  trouve  n*  =  ré 

—  y?nmx  -\~  3  mxx  —  x*. 

30,  Je  fubftitue  dans  cette  équation  les  valeurs  commen- 
furables de  n*&  de  ?nm3  prifes  dans  les  équations  commen- 
furables ,  &  je  trouve  aax==zm7'—- $axx  -%-} mxx  —  x\ 

Pour  fubftituer  la  valeur  de  nù  dans  cette  équation ,  je 
multiplie  chaque  membre  de  mm=ax  par  /»,  &j  'ai  rn±=.amx% 
&t  je  fubftitue  amx  à  la  place  de  wMans  aax  =  n&  -f^^mxx 

—  $àxx  —  x\  6c  je  trouve  aax  =  amx -^^mxx  —  ^axx  — x5, 
ou  bien  aa  =  am-^-^mx-—^ax —  xx  $  je  mets  par  tranfpo- 
fltion  les  quantitez  où  eft  m  dans  le  premier  membre ,  &  les 
autres  dans  le  fécond,  &  j'ai  am  -*-}mx  =  $ax-t-a-a~\-xxi 
divifant  le  tout  par  a-+~}x^  je  trouve 


m  —  Ur' 


Pour  fubftituer  la  valeur  commenfnrablede  m  dans  cetre 
équation,  j'élève  chaque  membre  à  la  féconde  puiiîance,- 
p-areeque  l'expofant  de  \/ax-=m  eft  2,  £c  je  trouve  mm 

yaaxx -f- 6a^x -}- a" •+-  6ax7> -f—  zaa-xx'-^- x* ;  -  " 

aa-\—~6ax  -\—  yxx  V 

Je  fubftitue.  dans  cette  équation  la  valeur  de  mm  prife 
dans  l'équation  mm=ax 3  ,&•  je  trouve 

jaaxx-4—6a\v-r^œ  -\—6'axi'm+mzaaxx-±-x 

a  x  = ' ■ ■ ' — 

aa  -j—  6ax  -j—  y-xx 

En  reduifant  chaque  membre  au  même  dénominateur, 
que  j'efface  enfuite,  Se  en  abrégeant  &  ordonnant  l'équa- 
tion ,  je  trouve  x*  — 3^  -+-  yaaxx  -+-  5^^  -h^z4  =  o  ,  ou  il 
n'y  a  plus  d'incommenfurables.  Ge  qui  étoit  propoie. 
Tome  J.  F 


4*  Analyse    demontr  e'e, 

De'monstration. 

[l  eft  évident  que  par  les  opérations  de  ces  deux  métho- 
des du  Problême,  on  ôte  les  incommenfurables  les  unes 
après  les  autres,  6c  que  l'égalité  fe  conferve  toujours, 

SECTION     IV. 

Ou  ton  explique  la  manière  de  trouver  le  plus  grand 

divifeur  commun  de  deux  ou  de  pïufieurs  équations 

compofées  qui  ont  la.  même  inconnue. 

Avertissement. 

J.  L  eft  très-utile  pour  la  réfolution  des  équations  compo- 
sées ,  de  pouvoir  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de 
celles  qui  ont  la  même  inconnue  ^  6c  cela  fert  aufli  quand 
on  a  plus  de  raports  d'un  Problême  que  d'inconnues ,  à 
former  l'équation  la  plus  fimple  qui  en  donne  la  réfolution. 

PROBLÈME     IV. 

2,0.  T  ROI)  V  E  R  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux  équa- 
tions qui  ont  la  même  inconnue, 

i°.  f~*I  foutes  les  quantitez  de  chaque  équation  étoient 
^multipliées  par  une  grandeur  commune,  on  les  di- 
yïferoit  toutes  par  cette  grandeur  commune,  6c  il  faudroit 
enfuite  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
quotiens  •  6c  après  l'avoir  trouvé ,  le  multiplier  par  cette 
grandeur  commune,  6c  le  produit  feroit  le  plus  grand  divi- 
leur  commun  qu'on  cherchoit. 

z°.  Si  toutes  les  quantitez  d'une  feule  des  deux  équations,  6c 
fur-tout  de  celle  quifervira  de  divifeur,  étoient  multipliées 
par  une  même  grandeur  3  il  faudroit  les  divifer  par  cette 
grandeur,  qui  ne  doit  point  entrer  dans  le  commun  divifeur, 
!c  opérer  enfuite  avec  le  quotient.  Ces  chofes  fuppofçes. 

Première   manière. 

*..  APre's  avoir  nommé  la  première  équation  celledu  degré 
plus  élevé,  6c  l'autre  la  féconde,  (  fi  elles  font  du  même  degré, 


Livre     II.  43 

on  nommera  laquelle  on  voudra  la  première ,  &  l'autre  la 
féconde ,  )  il  faut  divifer  la  première  par  la  féconde  ;  6c  fi  la 
divifion  fe  fait  jufte  ,  la  féconde  eft  le  plus  grand  divifeur 
commun. 

Si  la  divifion  ne  peut  fe  faire  exadement ,  lorfqu'on  fera 
arrivé  à  un  refte  où  l'inconnue  a  moins  de  degrez  que  dans 
la  féconde  équation ,  fans  avoir  égard  au  quotient ,  on  divi- 
fera  la  féconde  par  le  refte  ,  qu'on  nommera  premier  refte. 

Si  la  divifion  fe  fait  exactement  ,.  le  premier  refte  eft  le 
plus  grand  divifeur  commun.  > 

Mais  fi  elle  n'eft  pas  exade ,  6c  qu'elle  donne  un  refte  , 
on  divifèra  le  premier  refte  par  ce  fécond  refte  ^  6c  fi  cette 
divifion  donne  un  troifiéme  refte  _,  on  divifèra  le  fécond  refte 
par  le  troifiéme,  èc  on  continuera  jufqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé 
un  refte  qui  foit  un  divifeur  exacte  du  précèdent,  6c  ce  refte 
fera  le  plus  grand  divifeur  commun. 

2.  Quand  en  faifant  les  divifions  de  cette  méthode  ,  on 
trouve  une  fradion  pour  quotient ,  il  faut  dans  ce  cas  mul- 
tiplier la  grandeur  à  divifer  par  la  grandeur  connue ,  qui  eft 
le  coëficient  du  premier  terme  du  divifeur ,  ou  par  le  déno- 
minateur de  la  fradion  trouvée  pour  quotient  -y  &c  la  gran- 
deur à  divifer  étant  ainfî  préparée ,  la  divifion  donnera  pour 
quotient  une  grandeur  entière. 

Exemple       I. 
1   O  u  r  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux, 
équations*11 —  i^x10-*-  6<jx%- —  itfx6-*-  189.x;4  —  io$xx  «+-  21 

=  O.  XÏO HX*-h-  54.K6 1I2X4-}-  lOjXX 35=0. 

Je  remarque  qu'il  n'y  a  aucune  grandeur  commune  qui 
multiplie  toutes  les  quantitez  de  chacune  de  ces  deux  équa- 
tions, ni  aucune  grandeur  commune  qui  multiplie  tous  les 
termes  de  la  féconde  j  ainfi  j'opère  immédiatement  fur  ces 
deux  équations. 

Je  divife  la  première  par  la  féconde ,  Se  je  trouve  le  quo<- 
tient  xx  —  1 ,  que  je  néglige ,  6c  le  refte  —a;8 -s-  yx6—-  i£x4 
-+-  }$xx  — 14  3  qui  ne  peut  plus  être  divifé  par  la  féconde 
équation  ,  puifque  —  x8  eft  moindre  que  x10. 

Je  divife  la  féconde  équation  xl° —  nx8-*-  54**-- *■  112*4 
h-  ioj.vAr — 35  =  0,  par  ce  premier  refte  —  *8h-  yx6 — iSx4, 
•+-  iyxx  —  14,  6c  je  trouve  le  quotient  — xx-\-  3  ,  que  je 
néglige,  6c  le  refte  —  x6-t-jx* —  14^x4-7. 

F  ij 
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Je  divife  le  premier  refte  —  xs-h  yx6  —  i8at4  -+-  3  $xx — 14, 
parce  fécond  refte  —  #'-+-7** — 14^ -h  7,8c  la  divifîon  fe 
fait  exadement  :  ainfi  —  xs-h  7  a;4  —  14.XX  h-  7  =  o ,  ou  bien 
en  rendant  la  plus  haute  puifTance  —  x°  pofitive ,  x" — ■  Jx* 
-i-  iq.xx  —  7  =  o  ?  eft  le  plus  grand  divifeur  commun  des 
deux  équations  propofées. 

Exemple      IL 

1  Our  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  3  a:5 —  izxx  ■+■  i$x  —  6  =  0.  — nxx~\-$ox — 18 
===  p;  iQ.  Je  remarque  que  tous  les  termes  des  deux  équa- 
tions font  multipliez  par  3 ,011  peuvent  être  divifez  par  3  ;  je 
les  divife  par  3,&  je  trouve  les  deux  quotiens  x* — ^xx-k-^x 

—  2  =  0  j  6c  — 4atat  -4-iOa;  —  6  =0. 

Il  faut  à  préfent  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun 
de  ces  deux  quotiens ,  &:  quand  on  l'aura  trouvé  ,  le  multi- 
plier par  3  ?  §c  le  produit  fera  le  plus  grand  divifeur  commun 
des  deux  équations  propofées. 

V2°.  Je  remarque  que  tous  les  termes  de  la  féconde  équa- 
tion —  ^xx  -s-  1  oa;  — -  6  =  o ,  qui  doit  fervir  de  divifeur ,  peu- 
vent être  divifez  par  2  j  je  les  divife  donc  par  2,6c  je  trouve 
l'équation  r-r-  ixx^  5*  —  3  =  o ,  qui  eft  celle  qui  doit  fervir 
de  divifeur. 

Mais  il  faut  remarquer  que  quand  on  aura  trouvé  le  plus 
grand  divileur  commun,  il  ne  faudra  pas  le  multiplier  par  2, 
pareeque  2  îVeft  pas  un  divifeur  commun  des  deux  équa- 
tions a;5-—  q.xx-\-  }x- —  2  =. o _,  — '4-XX  -+-  IQX  «rr  6  =;  o. 

Pour  trouver  maintenant  le  plus  grand  divifeur  commun 
de  a:3 — ;4-xx  -h  5  a:  — <■  2  .===  o ,  Se  de  —  2.**  h-  5^-^-3=  o,  je 
divife  la  première  par  la  féconde ,  &  je  trouve  pour  quotient 
la  fradion  ~  j  cela  me  fait  voir  qu'il  faut  préparer  la  gran- 
deur à  divifer  xl —  ^xx  -4-  $x  —  2  ,  en  la  multipliant  par  le 
dénominateur  de  la  fradion  —|,  qui  eft  s — 2,6c  j'aurai  le  pro- 
duit . —  2at5-h  8a;a  —  1  ox  -t-  4-3  qu'il  faut  divifer  par  la  féconde 
grandeur  —  ixx  ■+•  $x  —  3 . 

En  faifant  la  divifîon  3  je  trouve  d'abord  le  quotient  x  3  & 
le  refte-h  3xx —  7*4-4 ,,  qu'il  faut  continuer  de  divifer  par 

—  2 atat  ■+-  jx  —  3  ,  pareeque  la  plus  haute  puiifànce  de  l'in- 
connue x  3  n'en:  pas  dans  le  refte  -4-  $xx —  7  a-  -+-  4 ,  moindre 
que  la  plus  haute  puiflance  de  la  même  x  dans  le  divifeur 

2ATA-  ■+■  jA  —  3. 
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Mais  en  continuant  de  divifer -h 3.0: — jx  4-4,  par — ixx 
4-5* —  3,  je  trouve  pour  quotient  la  fraction  ^j  cela  fait 
voir  qu'il  faut  préparer  la  grandeur  à  divifer  -\-}xx —  jx 
-+-4,  en  la  multipliant  par  le  dénominateur  —  2  ;  cela  me 
donne  la  grandeur  à  divifer — 6xx-{-  14.x  —  8  j  je  la  divife 
par  le  divifeur  —  ixx-\-  5*  —  3  ,  ôc  je  trouve  le  quotient  3  , 
&i  le  refte  —  x  •+-  r  =•  o. 

Je  divife  maintenant  —  tlxx-\-  jx —  3  =  0,  qui  a  fervi 
juiqu'ici  de  divifeur,  par  ce  refte  —  x-t-i=Q,  &je  trouve 
que  la  divifion  fe  fait  exactement. 

Ainft  —  a;-+-i=oj,  ou-hat  —  1  =  o ,  eft  le  plus  grand 
commun  divifeur  de*3 — 4-xx-^^x — 2  =  0,  £c  de  —  ^.xx 
+  10.V  —  6  =  o. 

Et  en  multipliant — Ar-t-it==:o,  ou-+-# — 1  =  0  par  3 ,  je 
trouve — 3  a; -1-3  =  0  ,  ou  -+-  3* — 3  =  0,  pour  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  équations  propofées  }x* —  nxx 
■+-  15*— ^6;=o,  —  uxx-i-$ox  —  18=50.  Ce  qui  étok 
propofé. 

Avertissement. 

(j  N  a  mis  dans  cet  exemple  qui  n'eft  pas  fort  compofé, 
toutes  les  difficultez  qu'on  peut  trouver  dans  la  recherche 
du  plus  grand  divifeur  commun  h  c'eft  pourquoi  ceux  qui 
commencent ,  doivent  fe  le  rendre  très^familier. 

Exemple     III. 

I  Our.  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations  a:4 —  4^** -h  i  îaaxx — ioa*x-it-  1  2*z4=o, 
a:4 —  "^ax* -+-  1  zaaxx —  1  Gà'x^r  24^  =  0, 
je  divife  la  première  par  la  féconde ,  &  je  trouve  le  quotient 
1 ,  que  je  néglige,  ôtle  refte  —  axl -r—aaxx — 4-a^x — -u*% 
qui  étant  divife  par  — a3  donne  xi^~  axx  •+-  ^.aax  •+-  1  %cil 
pour  le  premier  refte. 

Je  divife  la  féconde  équation  a;4-— *3^at?-+-  naaxx  —  1 6a%x 
4-24^4=o,  par  x^ ■*- axx^Aç-adx-k-  lia1. 

Je  trouve  le  quotient  x — 4^  „  que  je  néglige ,  &  le  refte 
,-\-\iaaxx —  na^x-h  71**,  que  je  divife  par  12^^  &  je  trouve 
pour  le  fécond  refte  xx  —  ax-+-  6aa. 

Je  divife  le  premier  refte  x*  •+-  axx  -h^dax  -4-  1  iœ\  par  le 
fécond  refte  xx?—ax-h6aa9&.  la  divifion  eft  exacte. 

F  iij 
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Aînfî  xx — ax->r  6aa=  o,  eft  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun des  deux  équations  propofées. 

Exemple      IV. 

POu  r.  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations   x%  —  zaxx  ■+•  aax  —  aab  =  o  t 

—  bxx  •+•  zabx. 
&        —  iaxx+-  laax  — ^aab  =  o. 

—  b  x  x  •+-  âçdbx. 

je  divife  la  première  par  la  féconde  ^  Se  en  divifant  le  premier 
terme  x*  par  le  premier  terme  —  zaxx  —  bxx  du  divifeur , 
je  trouve  la  fradion  — r^.  Cela  méfait  voir  qu'il  faut  pré- 
parer la  première  équation,  qui  eft  la  grandeur  à  divifer, 
en  la  multipliant  par  le  dénominateur  —  za — b$  Se  je  trou- 
ve pour  produit  la  première  équation  préparée. 

—  iaxi-*-4.œaxx — ia'x  -*-zab  =  o. 

—  bx1  •Jh^.abxx- — ^aabx-\-aabb 

•+•  bbxx zabbx. 

Je  la  divife  par  la  féconde  équation 

—  zaxx  -+•  laax  ——laab  =  o. 

—  b  x  x  •+-  /\.abx , 

Se  je  trouve  le  quotient  x 3  que  je  néglige,  8e  le  refte 

-t-  zaaxx  —  za  x  ■+•  la  b 

•*-bbxx  —  zaabx-\-  aabb 
—  labbx. 
qu'il  faut  continuer  de  divifer  par  le  même  divifeur 

—  laxx  ■+-  zaax —  ^aab  =  o. 

—  bxx  -*~4.abx  3 

pareeque  la  plus  haute  puiflance  xx  de  l'inconnue  n'eft  pas 
moindre  dans  le  refte,  que  dans  le  divifeur. 

Mais  en  faifant  la  diviiion  de  ce  refte  par  le  divifeur,  je 
trouve  la  fradion  ~zi~rb  j  ce  qui  me  fait  voir  qu'il  faut  pré- 
parer le  refte  •+■  iaaxx  —  zdx ,  Sec. 

■+-  bbxx , 
en  le  multipliantparle  dénominateur — ia — b 3  &  je  trouve 
le  refte  préparé  —  ^dxx  -+-  4-a*x    —  4.0* b 

—  laabxx  -j-  6a* bx    —  q.abb 

—-iabbxx-\-  Gaabbx —  aab 

i—tfxx      •+•  iab3x. 
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Je  continue  de  le  divifer  par  le  même  divî/èur 

—  iaxx-+-  zaax — $aab  =  o. 

—  è  xx  +4^j 

6c  je  trouve  le  quotient  zaa+bb,  que  je  néglige ,  6c  le  refte 

—  labx     -+-  la  b 
■+-  â^aabbx — q.a  bb 

—  zab'x  ■+•  zaab* y 

dont  chaque  terme  peut  être  exactement  divifé  par —  iab 
-*-  ^.aabb  — —  zabK 

Ainfi  je  divife  ce  refte  par  —  ia*b-\~4.aabb  —  iab\  6c  je 
trouve  pour  quotient  x  —  a ,  que  je  prens  pour  le  dernier 
refte. 

Je  divife  maintenant  la  féconde  équation  qui  a  fervi  de 
divifeur  jufqu'ici,  parle  refte  x — ^  6c  la  divifion  eft  exa&e. 

Par  conféquent  x -—  a=  o,  eft  le  plus  grand  divifeur 
commun  des  deux  équations  propofées. 

Préparation  pour  la  dèmonfiration. 

JLA  démonftration  n'eftpas  différente  de  celle  qu'on  a  cou- 
tume de  donner  dans  l'Arithmétique  6c  l'Algèbre,  pour  la 
méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
grandeurs  incomplexes,  6c  elle  eft  fondée  fur  ces  axiomes. 

Axiome      I. 

U  N  divifeur  exact  d'une  grandeur,  eft  auflî  un  divifeur 
exact  d'un  multiple  de  cette  grandeur  j  par  exemple ,  un 
divifeur  exact  d'une  grandeur  J^_,eft  un  divifeur  exact  de  $AB 
ou  en  gênerai  de  m  A. 

Axiome      II. 

U*N  divifeur  exact  d'une  grandeur  entière  A  y  qui  a  deux 
parties  B  èc  C  3  6c  de  l'une  de  ces  deux  parties  comme  de  Bt 
l'eft  aufli  de  la  féconde  partie  C. 

Axiome     III. 

|_^E  plus  grand  divifeur  commun  de  deux  grandeurs  A 
6c  B  3  contient  les  autres  communs  divifeurs  moindres  des 
mêmes  grandeurs,  6c  il  eft  un  multiple  de  chacun  de  ces 
divifeurs  moindres.  Ces  chofes  fuppofées. 
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Soit  nommée  Ala. première  équa-i 
Première,  Seconde.  don  ?  &  B  k  feconde  }  on  fuppofe 

^'        n     n  queJ^  étant  divifée pari?,  on  trou- 

A  =  m)3  h-  U  ye  ie  qllocienc  m  j  &  le  refte  Ci  ainfi 

■        P  En  divifant  la  feconde  équation  i? 

par  le  premier  refte  C  3  qu'on  trouve  le  quotient  »,  &  le 
refte  B  i  ainfi  B  =  nC~t-B. 

Enfin,  qu'en  divifant  le  premier  refte  C  par  le  fécond  B  s 
la  divifionfoit  exade,  &  qu'on  trouve  le  quotient/,  ainfi 
C  =  pB. 

Il  faut  démontrer  que  B  eft  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun de  A  &  de  B. 

De'monstrati  on. 

i.  IL  eft  évident  que  B  eft  divifeur  commun  dcA&cdelï, 
car  par  la  fuppofition  il  l'eft  de  Cj  donc  il  l'eft  denC+B 
=i?parle  ier  axiome  ;  donc  B eft  divifeur  de  mB-\-C==A 
par  le  [er  axiome.  z°.  B  eft  auffi  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun de  A  ôc  de  B',  car  leur  plus  grand  divifeur  commun 
doit  être  divifeur  de  mB  multiple  de  B\  &  étant  auffi  divi- 
feur de  la  grandeur  entière  mB-4-C=A  3  il  eft  divifeur  de 
la  2e  partie  Cpar  le  2e  axiome  5  donc  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  A  &  de  B,  eft  divifeur  de  nC  multiple  de  Cpar 
le  Ier  axiome  3  &  étant  auffi  divifeur  de  la  grandeur  entière 
nC-+-Dï=B3  il  eft  divifeur  de  B  par  le  2e  axiome  :  Mais  B 
eft  divifeur  commun  de  A  &  de  B  par  la  première  partie  de 
cette  démonftration  5  ainfi  le  plus  grand  divifeur  commun 
de  A  &  de  i?,  étant  auffi  divifeur  de  B  3  il  faut  que  B  foit 
lui  même  ce  plus  grand  commun  divifeur  :  autrement  B 
feroit  un  divifeur  commun  de  A  &  de  B  3  qui  furpafTeroic 
le  plus  grand  ^  ce  qui  feroic  contre  la  fuppofition. 

Démonstration  paur  le  cas  où  il  faut  préparer  la  grandeur 

à  divijer. 

Si  en  divifant  la  première  grandeur  A  par  la  feconde  B  y 
on  trouve  une  fraction  dont  le  dénominateur  foit/,  il  faut 
préparer  A  en  la  multipliant  par  f\  on  fuppofe  qu'en  divi- 
fant enfuite/^  par  i?;on  trouve  le  quotient  m  &  le  refte  C, 
ainfi  fA  =  mB  •+•  C. 

Divifant 
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Première. 
A. 

fA  =  mB-HC. 
gB  =  nC-t-D. 
C=pD. 

Seconde. 
B. 

Livre 

Divifant  enfuite  B  par  le  refte 
C  3  fi  l'on  trouve  une  fra&ion 
donc  le  dénominateur  eft  g,  il 
faut  préparer  B  en  la  multipliant 
par  g.,  tk  l'on  aura  gB  3  on  fup- 
pofe  qu'en  divifant  gB  par  le 
premier  refte  C,  on  trouve  le  quotient  n ,  &  le  refte  Z)  5  ainfî 
gB  =  nC-i-D. 

Enfin  on  fuppofè  qu'en  divifant  le  premier  refte  C,  par  le 
fécond  D>  la  divifion  eft  exacte,  &  que  C=pD.  Cela  fuppofé. 

Il  eft  évident  que  le  plus  grand  divifeur  commun  de  A  Se 
deB,  eft  divifeur  defA  par  le  premier  axiome ,  &par  con- 
féquent  de  mB  -t-  C=fA.  Il  eft  de  même  évident  que  le 
plus  grand  divifeur  commun  de  A  &  de  B ,  eft  divifeur  de 
mB  ôede  gB3  multiples  de  Bhil  eft  par  conféquent  divifeur 
de  C,  féconde  partie  de  mB-\-  C,  par  le  2e  axiome,  &  de  «C 
-+-Z)=g2?  ;  il  l'eft  auffi  de  «C  multiple  de  C',  par  confé- 
quent étant  divifeur  de  «C+D,&  de  la  première  partie  nC, 
il  l'eft  auffi  de  l'autre  partie.  D. 

Ainfl  D  étant  divifeur  exact  de  C,  il  eft  le  plus  grand  com- 
mun divifeur  de  A  &  de  B,  ou  du  moins  il  le  contient,  èc' 
il  en  eft  le  multiple. 

Mais  quand  les  plus  hautes  puifïànces  de  l'inconnue  x 
ne  font  point  multipliées  par  d'autres  grandeurs  connues 
dans  A  &c  dans  B ,  la  puiffance  la  plus  élevée  de  x  dans  le 
plus  grand  divifeur  commun,  doit  être  feule  j  c'eft  pour- 
quoi en  divifant  le  dernier  refte  D ,  divifeur  exad  du  pré- 
cèdent ,  par  le  coëficient  de  la  plus  haute  puifîance  de  fon 
inconnue  x ,  le  quotient  doit  être  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  A  &  de  B. 

Seconde  manière  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun, 

il.    ON  nommera  la  première  équation  A j  pour  rendre  la 
chofe  plus  claire ,  &;  la  féconde  B. 

11  faut  prendre  la  valeur  delà  plus  haute  puifîance  de  l'in- 
connue x,  qui  eft  le  premier  terme  de  i?,  6c  fubftituer  cette 
valeur  au  lieu  de  x  dans  A,  (obfervant  d'élever  auparavant  B 
au  degré  de  A,  en  multipliant  l'équation  B  par  x,ou  xx,&cc. 
Ç\  le  premier  terme  de  B  étoit  moindre  que  le  premier  terme 
de  A. } 

Tome  /.  G 
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Il  faut  continuer  cette  fubftitution  jufqu'à  ce  qu'on  ait 
réduit  A  à  un  moindre  degré  que  i?.,.&  on  appellera  C 
l'équation  où  l'on  aura  réduit  A  par-ces  fubftitutions. 

Il  faut  enfuite  prendre  la  valeur  du /premier  terme  de  C, 
6c  la  fubftituer  dans  B ,  6c  continuer  la  :fubftitution  jufqu'à 
ce  qu'on  ait  réduit  B  à  une  équation  JD  d'un  moindre  degré 
que  C 

L'on  prendra  enfuite  la  valeur  du  premier  terme  de  D , 
qu'on  fubflituera  dans  C,  ôc  l'on  continuera  ces  opérations 
jufqu'à  ce  qu'on  trouve  une-équation  E ..,  d'où  la  valeur  du 
premier  terme  étant  fubftituée  dans  la  précédente  Z>,  tous 
les  termes  fe  détruifent  par  des  figues  contraires. 

L'équation  M  fera  le  plus  grand  divifeur  commun  de  A 
&  de  B. 

Lorfqii'il  arrive  que  les  premiers  termes  des  équations  A 
.'&  B,  ou  B  6c  C,  ou  C6c  D ,  6cc.  ont  des  coëficients ,  il  faut 
préparer  les  deux  équations  en  multipliant  A  parle  coëfl- 
çient  du  premier  terme  de  B  ->  èc  B  par  celui  du  premier 
terme  de  A,  oc  faire  la  même  chofe  pour  B  6c  C,  6cc.  comme 
on  le  verra  dans  les  exemples. 

Premier  exemple  qui  efi  le  troifième  qui  précède. 

j.  O  u  r  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  A.  x* —  4^-+- 1  laaxx —  ioa^x-\-  na=  o. 
B.  x* —  ^ax^-^r  1  laaxx —  r  6a*x  -H  24^  =  0, 
je  prens  la  valeur  de  x*  dans  la  feconde,6c  je  trouve  ^=  3  ax? 
—  1  zaaxx-\-  1  Ga'x — 24^.. 

Je  fubftitue  cette  valeur  de  x*  dans  la  première  équation  ; 
ôc  après  la  fubftitution  je  trouve  au  lieu  de  la  première  équa- 
tion, celle-ci  —  ax* — aaxx — •^.a'x —  1  2^*  =  o,  dont  tous 
les  termes  peuvent  fe  divifer  par  —  a\  &c  après  la  divifion, 
je  trouve  C.  x'-*-  axx-\-^.aax-h  12^=0. 

Cette  équation  Cétant  d'un  moindre  degré  que  la  féconde 
B,  je  la  multiplie  par  a;,  6c  j'ai  l'équation  *4  ■+-  ax^^aaxx: 
■4-vi  ia'x=.o. 

je  prens  dans  cette  équation  la  valeur  de  **,  qui  eft  x*  = 
', —  ax%  —  ^.adxx —  1  za'x  3  6c  je  la  fubftitue  dans  B,  £c  après 
il  fubftitution.,  je  trouye  l'équation  —  ^.axW  %a*ixx  —  iLi'x 
..»»-  24^*=  o. 
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Comme  elle  n'eft  pas  d'un  deçré  inférieur  à  celui  de 

l'équation  C3  il  faut  prendre  dans  l'équation  C  la  valeur 

de  xi  pour  la  fubftituer  dans  l'équation  précédente. 

Mais  le  premier  terme  de  la  précédente ,  qui  eft  — ^ax 
ayant — 4^  pour  coefficient,  il  faut  préparer  l'équation  C 
en  la  multipliant  par  —  4^,  &  je  trouve  — ^.axi —  /^aarxx 

—  1 6a*x  —  4-Sa  =  o. 

Jeprens  dans  cette  équation  préparée  la  valeur  de— ^.ax 
qui  efl — \dx-=zârddxx  -+-  1  Gd x  -+•  48^. 

Je  la  fubftitue  dans  l'équation  —  ^.ax'-t-  %aaxx —  i%a*x 
H-  i4^4=  o,  et  je  trouve  après  la  fubftitution  l'équation 
t'iiœaxx —  nA  +  72/=o,  dont  tous  les  termes  peu- 
vent fe  divifer  par  1  iaai  ôc  après  avoir  fait  la  diviUon^  je 
trouve  l'équation  D.  xx  —  ax-\-  6aa  =  o. 

"['élevé  cette  équation  D  au  troisième  degré  en  la  mul- 
tipliant par  x,  afin  de  pouvoir  fubftituer  la  valeur  de  x 
dans  l'équation  C3  &  je  trouve  x3  —axx-*-6aax  =  o* 

Je  prens  la  valeur  de  x'  dans  cette  équation,  qui  eft^^s 
«+-  axx  —  6aax,  &  je  la  fubftitue  dans  l'équation  C,  ce  qui- 
me  donne  zaxx —  zaax-*-  izal  =  o. 

Je  fubftitue  encore  la  valeur  de  xx  prife  de  l'équation  Dy 
dans  iaxx —  iaax-\-  1  za^==  o,  mais  auparavant  je  multi- 
plie l'équation  _D  par  le  coefficient  ta  ;  St  ayant  trouvé  zaxx 
=  laax  —  na\jç  fubftitue  la  valeur  de  zaxx  dans  zaxx 

—  iaax-h  i2«=o.,  &  je  trouve  —  zaax-t-  12^  =  0. 

-4- 2<^a: — 12^ 
cii  toutes  les  quantitez  fe  détruifent  par  des  lignes  con- 
traires^ ainfî  l'équation  D.  xx  —  ax  -¥■  &aa  =  o  ,  eft  le plus 
grand  divifeur  commun  des  deux  propofées. 

Second  exemple  qui  eft  le  quatrième  qui  précède. 

C3n  mettra  les  opérations  delà  première  &  de  la  féconde 
manière  fur  cet  exemple ,  à  côté  les  unes  des  autres,  afin 
qu'on  voye  que  ces  deux  méthodes  de  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun,  reviennent  aune  même  méthode-  ainfl 
la  première  étant  démontrée  >  la  féconde  Feft  auffi. 


Gi] 


5* 


x' 


Analyse    demontre'e, 

Exemple       II. 

Première  manière  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun* 

Première  équation.  Seconde  équation, 

laxx -4-  aax •*—  aab  =  o,  —  laxx  -+-  zaax  —  $aab  =  O» 

bxx    ■+-  labx.  ~— bxx    •^-^.abx, 

x  —  za —  b. 


,  ,       ,  j      Seconde  équation  qui  fert 

Première  équation  préparée.  |  d(f  divifCUY, 

za*b=zzO.  —  i^^a:  -4-  2^^ a:  —  3  ^$  =  pi 


2^.x;*4-4^.*;Ar-^-  24  a? 


*—  bx*  -ir^abxx  —  ^aabx-^raabh 
-i-  bbxx  •—  labbx. 

—  bxx   -+-  4^^x. 

jf  quotient, 

■4-  2  ^a;'  —  2  ^ataz  -î-  yaabx 
<4-  <£.*:*    — -  é^abxx. 

JLefte  qu'il  faut  continuer  de  divifer 
■par  le  même  divifeur. 

«4-  zaaxx —  za  x   -±-iab  = 
•4-  bbxx   — zaabx-k-  aabb 
~  zabbx. 

=a  0.. 

x  —  ia — ^-b. 

Refie  préparé. 

-—  4^ja;a;   ■+■  4-a  x  — 4^4£=o. 
f—  2  aab  xx  -4-  Gà'bx  - —  \a^bb 
—  zabbxx-\-&aabbx'~-~aa[ti 


•4-  4»  •*•* 

■4-  laabxx 
■4-  zabbxx 


\a*x 


+  P 


XX 


%a}bx+-  ^aatf 
■  zaabbx 
4-aP. 


.«—  za  bx  -4-  za*b  — 
Rcfle.         •+-  A^aabbx  —  \albb 
—  zab  x     -4-  zaab  . 


Seconde  équation  qui  fert 
de  divifeur. 

-  laxx  -4-  zaax  —  3 aab  e=s  o# 

-  ^ata:  -4-  4^  a:. 


2*0  4-  i£  quotient. 


L   IVRE      Iî. 
E     X     E     M     P     L 

Seconde  manière  de  trouver  le  fins 
Première  équation, 

—  laxx  -h  aax  —  aab  =  o. 

—  bxx    -h  labx. 

x   —  ta —  b. 


Première  équation  préparée, 

j  I  î    r 

iax  •+-  \aaxx —  la  x    •+-  la  b-=sO. 
bx%  ■+■  âf.abxx  —  ^aabx  ■+•  aabb 
4-  bbxx    —  tabbx. 


Subfiitution. 

-  laaxx  -+■  ^aaba 

-  ^.abxx. 
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e    IL 

gra#a?  divifeur  commun* 
Seconde   équation, 

—  taxx^-taax  — $4ab  =  o* 

—  bxx  4-  q.abx. 

ou  bien 

—  taxx  =  —  laax  4-  3 aa& 
• — ^.or         — ^.abx 

XX  XX 


Somme  où  il  faut  encore  [ubftituer  lava  leur 
de  xx  prife  dans  la  féconde  équation. 


laaxx  —  ia}x    • 
bbxx    —  zaabx 
— %>iabbx 


ia}b=zO. 


aabb 


—  ta —  b. 


Somme  préparée. 

—  \a  xx  4-  \a  x  —  \a*b  =ss  o. 

—  zaabxx  4-  6a?bx  —  4±avbb 

—  1  a  bbxx  4-  6  aabb  x  -—  aabv 
—b  xx      4-  lab'x. 

Subfiitution, 
•—  \a  xx    =  —  \a  x-+-  6  a  h 

—  laabxx  —  2a  bx     4-  $aab' 

—  labbxx  —  zaabbx 

—  ÏÏxx       —  ^abvx. 


H 


Somme, 


—  ia*bx    4-  ia 

—  ^aabbx  —  tyfbb 
•—  zab'x     4-  taab 


Seconde  équation  multipliée 
far  x, 

—  idx  ( — iaaxxA-$aap& 

—  bx\  j      — ^.abxx. 


Seconde  équation, 

—  taxx\_    —  taax  4-  ^aah 

—  bxx  J      — -4-abx. 

x  iaa-i-bb.    x  zoa-ï-bb. 

Seconde,  équation  préparée. 

—  4<#  xx    1     —  4.ax  4-  6a*b 

—  laabxx  r — %abx-*r}aali 

—  labbxx  T     —  îaabbx 

—  tfxx     J      —  \ab*x. 


G  iij 


ï* 


Analyse    dimon t  r e'e. 

.  Continuation  de  la  première  manière* 


Divifant  chaque  tenncpar —  iab 
•*-  ^.aabb  —  iab ,  on  trouve  pour  le 
refle  l'équation  x —  a  =  o. 


Il  faut  divifer  la  féconde  équation 
par  ce  refte  x  — -  a  =  o» 


Seconde  équation. 

«— -  laxx't-  iaax  ■—  $aab 
'- —  bxx   •*-  4^&*î 

Hh  2<£Xtf  —  2^Jtf 

O        4-3  ^x  —  3  aab 
— —  3^a:  -1-  laab. 


Refte  qui  fert  de  divl[eu)\ 
x  —  a=.o. 


—  iax-*-$ab  quotient. 


La  division  eft  exa&e  :  aînft  x  —  a  =  o  eft  le  plus  grand  divi- 
feur  commun. 


R  %  M  A  R  Q^  v  e  s. 

L 

IL  eft  évident  qu'on  peut  négliger  le  premier  terme  dans  les 
cas  où  il  faut  préparer  la  grandeur  à  divifer  5  ce  qui  abrège  le 
calcul. 

I  I. 

S'il  falloit  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  trois, 

ou  d'un  plus  grand  nombre  d'équations,  on  chercheroit  d'abord 

le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux  premières,  &  enfuite 

le  plus  grand  divifeur  commun  delà  troiiîémc  équation ,  &  du 

plus 


L    I  V    R   B      IT. 

Continuation  de  la  féconde  manière* 

Divifant  chaque  terme  par  —  za'b 
-  ^.aabb  —  zab  ,  on  trouve  l'équa- 
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tion  x 


a  =  o ,  ou  x  =  a. 


II  faut  fubftituer  dans  la  féconde 
équation  les  valeurs  de  x  3  xx  prifes 
dans  x—~a  =  o. 


Seconde  équation. 

•^-  laxx 

■+•  laax—  $aab  = 

o. 

—  bxK 

-h  \abx. 
Subfiitutioflt 

■—  i  a  xx 

=  —  iaax 

—  bxx 

t=  ^AT. 

Somme. 
•+-$abx     — $aab  =  o. 
Subfiitution.  -+-  }abx  =  -h  3^2^^. 


x  —  a  =  Or 

x     a;     X   AT. 

A/A<     ■  '     ax 
x  —  %a  x  —  ia. 

—  zaxx=z —  zaax. 

x- — h    x — b. 

—  ^atat  =  — -  abx. 

x     =a. 

Somme 


o. 


x-h^ab  x-+-  3^. 
-+-  3^£at  =  •+-  $aab. 


La  fubftitution  des  valeurs  de  x  3  xx  prifes  de  x — a==o^ 
dans  la  féconde  équation,  faifant  détruire  tous  les  termes  par 
des  figues  contraires ,  x  —  a  =  o  eft  le  plus  grand  divifeur 
commun. 


plus  grand  divifeur  commun  des  deux  premières,  &  ainfi  de 
fuite. 

II  I. 
Lorfqu'il  y  a  plus  de  raports  connus  dans  un  Problême 
compofé ,  qu'il  n'y  a  d'inconnues ,  on  peut  dans  ce  cas ,  trou- 
ver plufleurs  équations  qui  ayent  la  même  inconnue,  donc 
chacune  exprime  le  Problême  ;  il  faut  enfuite  trouver  le  plus 
grand  divifeur  commun  de  ces  équations ,  èc  il  fera  l'équation 
la  plus  fimple  du  Problême  ,  &  la  réfolution  en  fera  plus 
facile. 


ï« 


Analyse    demontre'e. 
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ANALYSE    COMPOSEE, 

O  U 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A  RESOUDRE 

les  Problèmes  qui  fe  réduifent  à  des  équations 
compofées. 

L  I  V  RE     III. 

0à  fon  explique  la  nature  des  équations  compofées  y 

le  nombre  @r  les  qualité^  de  leurs  racines  3 

O4  leurs  transformations, 

Ave   r  t  i  s  s  e  m  e  n  t. 

O  N  fuppofe  dans  ce  Livre,  i°.  que  le  fécond  membre  d'une 
équation  compofée  e(l  zéro.  i°.  Que  la  plus  haute  puifTance 
de  l'inconnue,  c'eft-à-dire  le  premier  terme,  a  toujours  le 
iigne-K  3°.  Qu'elle  n'a  ni  fractions ,  ni  incommenfurables. 

On  a  enfeigné  dans  les  Livres  précedens ,  les  manières  de 
lui  donner  ces  préparations. 

On  fuppofe  auffi  que  dans  fon  premier  terme,  la  plus  haute 
puifTance  de  l'inconnue  n'a  pas  d'autre  coefficient  que  l'unité  • 
on  enfeignera  la  manière  de  lui  donner  cette  préparation 
dans  les  transformations. 

Cela  fuppofe  ,  pour  concevoir  clairement  la  nature  des 
équations  compofées ,  il  faut  voir  la  manière  dont  elles  peu- 
vent être  formées. 


11. 


SECTION     I. 

Ou  fon  explique  la  manière  dont  fe  forment  les  équations 

compofées. 
i 
Définition      I. 

A  valeur  de  l'inconnue  dans  une  équation  (impie  x — a 

o,  s'appelle  la  racine  de  cette  équation. 


L 


Ainfî 


Livre      I  I  L  *■* 

Àinfî  a  qui  eft  la  valeur  de  l'inconnue  x ,  dans  x — ^  =  o, 
puifque  x=d3  s'appelle  la  racine  de  l'équation  x  —  a  =  o. 
Lorfque  cette  valeur  eft  complexe  ,  comme  dans  x  —  a 
*+-b  — *c  =  o  v  la  grandeur  complexe  -+-a  —  b -w0  (  qui  eft  la 
valeur  de  *,  puiique  x=^  —  ^-t-r,)  n'eft  pas  moins  la  feule 
racine  de  l'équation  x — a~**ê* — f  e=o,  ôc  on  peut  l'abréger 
en  mettant  une  feule  lettre  d=a-—b-+-c3  dans  l'équation  5 
ce  qui  donneroit  a:—  d==.o  3  ou  bien  x=±=d. 

Lorfque  mettant  l'inconnue  feule  dans  le  premier  mem- 
bre 3  fa  valeur  qui  eft:  feule  dans  le  fécond ,  eft  pofîtive,  on 
dit  que  la  racine  eft  pofitivc',  ainfi  dans  x^=^a^  la  racine  a  efb 
pofîtive  j  mais  lorfque  la  valeur  de  l'inconnue  eft  négative , 
comme  dans  x=  —  b  3  on  dit  que  la  racine  eft  négative. 
D'où,  il  fuit  que  lorfque  zéro  eft  le  fécond  membre  de 

l'équation  fimple ,  la  racine  pofitive  a  le  figne  négatif • 

comme  dans  x  — a=o  3  6c  la  racine  négative  a  le  figne  -h, 
comme  dans  x  -+-  b  =  o. 

La  racine  d'une  équation  fimple  ou  linéaire ,  peut  être  ou 
commenfurable ,  comme  dans  x — a  =  o ,  ou  incommenfu- 
rable,  comme  dans  x~x/ab  =  o,  ou  mixte,  comme  dans 
x — a-t-Vab=o.  Ces  trois  fortes  de  racines  s'appellent  réelles. 
Ou  bien  elle  peut  être  une  grandeur  impoffible,  &  qui 
marque  que  le  Problême  renferme  une  contradiction ,  com- 
me dans  x  —  V  —  ^=0. 

Car  y/ — aa  eft  une  grandeur  impoffible,  n'étant  pas  poffî- 

ble  qu'il  y  ait  de  quarré  qui  foit  précédé  du  fîgne  négatif 

dont  la  racine  foit  poffible  ,  parceque  fi  la  racine  a  d'un 
quarré  aa3&\e  figne -i-,  ou  Ie  £gne — 5  Ie  quarré  aura  tou- 
jours neceffairement  le  figne  -h,  le  produit  de  -t-  par  -+.,  & 
de  —  par  — ,  ayant  toujours  -t-j  par  confequent  la  racine 
quarrée  d'un  quarré  négatif,  comme  V — aa3eH  une  gran- 
deur impoffible. 

Ces  fortes  de  grandeurs  impoffibles  s'appellent  imaginai- 
res, &  lorfque  la  valeur  de  l'inconue  a:,  dans  une  équation 
fimple  x — v"  —  aa  =  o  ,  eft  imaginaire,  la  racine  de  cette 
équation ,  qui  eft  -+■  V  — aa  3  s'appelle  imaginaire. 

Enfin  la  racine  d'une  équation  fimple  peut  être  compofée 
d'une  grandeur  réelle  ,  ôc  d'une  imaginaire,  comme  dans 
x  —  œ-*-V  —  aa  =  o9  où  la  valeur  de  x  eft  a — V — aaA 
Tome  /.  H 


j8  Analyse    démontre' e. 

puifque  at  =  ^— • -V — aa.  Cette  racine  a  —  y/ — aa>  s'appelle 

mixte  imaginaire. 

Remarques  fur  les  grandeurs  imaginaires. 

1 3  •  LA  racine ,  dont  l'expofant  eft  un  nombre  pair,  d'une  gran- 
deur négative  _,  eft  toujours  un£  grandeur  imaginaire  j  ainfî 
y/'—aa,^ — a\ty  —  â\  Sec.  font  des  grandeurs  imaginaires: 
car  une  grandeur  a,  foit  qu'elle  ait  le  fîgne — ,  ou  le  fîgne -h, 
étant  multipliée  par  elle-même  autant  de  fois  qu'on  vou- 
dra,,  pourvu  que  ce  nombre  de  fois  foit  pair,  le  produit  aura 
toujours  le  fîgne -t-^  par  confequent  une  puifTance  négative 
dont  l'expofant  eft  pair,  comme  — aa  3  — a — a\  &c.  eft 
une  grandeur  dont  la  racine  eft  impoffible  ou  imaginaire , 
puifque  fi  cette  racine  étoitpoflible,  la  puifTance  auroit  tou- 
jours le  fîgne -h,  ocelle  ne  fçauroit  avoir  le  fîgne-— . 

Mais  fi  l'expofant  du  fîgne  radical  V  d'une  grandeur  né- 
gative eft  impair,  la  racine  eft  une  grandeur  réelle  j  ainfi} 
fy  —  a\  ^—~a\  fy  — a\  &c.  font  des  grandeurs  réelles,  parce- 
que  la  racine  négative  —  a,  étant  multipliée  par  elle-même, 
un  nombre  de  fois  qui  foit  impair,  la  puifTance  qui  en  fera 
le  produit,  fera  négative  $  car  — -  a  x  — '^s3+<w,&+rfrf. 
k  —  a  =?  —  a\  $£  ainfi  des  autres. 

A 

Théorème      I. 

£4.  lOuTE  équation  compofée  peut  être  conçue  comme  étant 
formée  par  la  multiplication  d'autant  d'équations  fîmples , 
que  l'équation  compofée  a  de  degrez. 

Ainfî  toute  équation  de  deux  degrez,  peut  être  conçue  com- 
me formée  parla  multiplication  de  deux  équations  fîmples. 

Toute  équation  du  3e  degré,  peut  être  conçue  formée  par  la 
multiplication  de  trois  équations  fîmples  j  6c  ainfî  des  autres^ 

Dèmonfiration  pour  les  équations  du  fécond  degré. 

Tr>.  1  Première.  xx -h  nx  -+-  P  =  0, 

Outes  les  équations  .     3  r 

r         ii,  Seconde ,  xx  -+-  nx  —  P  ==  o. 

du  iecond   degré   peu-  m    >ri  .  1 

l  P    ,    r  Trot  terne 3  xx- — »x-+/  =  o. 

-vent  être  exprimées  par     QjtnhnCi    xx  _  nx  —p  =  o. 
,ces  fîx  formules.  Cinquième,     xx—p  =  o. 

Or  toutes  ces  équations     Sixième,         xx  -h  p  =0. 

peuvent  être  conçues  formées  par  la  multiplication  de  deux 
.équations  fîmples. 
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Car,  i°.  fi  l'on  multiplie  les  deux  équations  (impies  x-±-a 
s=o,  et  .v-h£  =  o  ,  leur  produit  xx ■+- ax -h ab  =  o. 

-+-  ^x, 
donnera  la  ive  formule,  en  fuppofant  a-hé>  =  n,  &  œb-emf. 

20.  Si  l'on  multiplie  les  deux  équations  fimples  #'-*■» 4: ra=qs 
&  x  —  £=0,  leur  produit  k\;-H4# —  ah  =  o. 

—  wf  _, 
donnera  la  féconde  formule,  en  fuppofant,  10.  a  plus  grand 
que  b  3  &  2°.  4  —  £==#,  &  — ab  =  — p. 

30.  Si  on  multiplie  x  —  ^  =  o,  par  x — ^  =  0  ,  leur  pro- 
duit xx  —  ^  +  ^  =  0.  donnera  la  troifiéme  formule,  en 

—  bx  3 
fuppofant  —  a  —  ^  =  —  n3&-t-ab=z  -*-p. 

40.  Si  on  multiplie  x  —  4  =  0,  par  x  -+-£=o,  leur  produit 
xx  —  ax  —  ab  =  o.  donnera  la  quatrième  formule ,  en  fup- 

-\rbx, 

pofant,  10.  ^plus  grand  que£,  &20, — a-*-b  =  —  n,§C — ab 

50.  Si  on  multiplie  x  4-^=^0,  par  a: — ^=0,  leur  produit 
xx  —  aa  =  o,  donnera  la  cinquième  formule ,  en  fuppofant 

60.  Enfin  fi  on  multiplie  x-*-V — aa=o,p&r  x — V — aa 
=  0,  leur  produit  xx  •+-  aa  =  o  ,  donnera  la  fixiéme  for- 
mule, en  fuppofant  -+- aa  =  -t-/j  par  confequent  toutes  les 
équations  du  fécond  degré  peuvent  être  conçues -formées 
par  le  produit  de  deux  équations  fimples. 

Demonfiration  pour  les  équations  du  troifième  degré. 

J.  Outes  les  équations  Première,  x'^nxx-ï-px -t-q=o. 
du  3e  degré  peuvent  être  Seconde ,  x  *  +^  +  ^=0. 
raportées  à  ces  quatre  Troifiéme,  x*>+>nxx  *Hh-^:=o. 
formules  pour  abréger.  Quatrième,  x*  *  •  *-+-^  =  o. 
Or  toutes  les  équations  «reprefentées  par  ces  quatre  for- 
mules ,  peuvent  être  conçues  formées  par  la  multiplication 
de  trois  équations  fimples. 

Car  10.  fil'on  multiplie  les  trois  équations  fimples  x-h-a=x  o. 
se -\-b= o, x 4-f  ==  o, leur  produit  xi-^-axx -+- abx'±zabc=oJ 

•+-  bxx  -+-  acx 

-H  MX  ±2  bcx, 

Hij 


6o  Analyse    demontr  e'  e; 

donnera  la  première  formule  s  en  fuppofant  •jr*  a  +  £  +■  £ 

saH-w,      ^ab^ac'jrbc===;'jr-p3      ■jr~abc==='jrq. 

2°.  Si  l'on  fuppofe  que  la  racine  de  l'une  des  trois  équations 
fîmples,  par  exemple  c  dans  la  troifïéme ^  +  f  =  o,eft égale 
à  la  fomme  des  deux  autres  a-*rb3  &  qu'elle  a  un  ligne  op- 
pofé  au  leur ,  c'eft-à-dire  que  c  eft  négative ,  fi  a  6c  b  font 
pofïtives  ;  &  que  <r  eft  pofitive,  fi  a  £cb  font  négatives ,  on- 
aura  la  féconde  formule  ,  en  fuppofanc  les  grandeurs  con- 
nues du  troifïéme  terme  du  produit  des  trois  équations  Am- 
ples ,  égales  à  +;/>  3  de  la  grandeur  connue  du  quatrième  ter- 
me du  produit  des  trois  équations  fîmples  ^  égale  à  +*^s  6c 
à  caufe  dé  — -c  =  a~*-b3  ou  de  ■+■  c  =  -*~a  — b 3  le  fécond 
terme  fera  détruit  par  des  fïgnes  contraires. 

3°.  Si  l'on  fuppofe  la  même  racine  c  avec  un  fïgne  contraire 
à  ceux  des  deux  autres  a  &cb 3  mais  qu'elle  leur  foit  inégale, 
on  aura  la  troifïéme  formule,  en  fuppofant  les  produits  ac3  bc, 
avec  des  fïgnes  contraires  à  celui  de  ab3  égaux  enfemble  ï.ab% 
&en  fuppofant  toujours  les  coëficients  du  deuxième  &  qua- 
trième terme  du  produit  des  trois  équations  fîmples,  égaux  à 
ceux  du  deuxième  Se  quatrième  terme  de  îa  troifïéme  formule. 

4°.  Si  on  multiplie  les  trois  équations  fîmples  x  «+- j  a 
+y^%œà=py  x-hjœ  —  Vr-r  iœa=^o3x?-^a  =  Oi  leur 
produit  x*  — -  J  =  o  9  donnera  la  quatrième  formule  x}  -<-  % 
=  o 3  en  fuppofant  d  =  q. 

Et  fî  on  multiplie  les  trois  équations  fîmples  x  — -  f  a 
»¥-V — ^aa  =  o3  x  —  ~a  —  V —  ~aa=:o,x-\-a=o3  leur 
produit  xs  -+-  a  =  o ,  donnera  la  quatrième  formule  x1  -+•  £ 
=  o ,  en  fuppofant  a  ===  q. 

Par  confequent  toutes  les  équations  du  troifïéme  degré  peu- 
vent être  conçues  comme  formées  par  trois  équations  fîmples, 

Remarque. 

1 5'  ON  peut  auffî  concevoir  toutes  les  équations  du  troifïéme 
degré  comme  formées  par  la  multiplication  d'une  équation 
du  fécond  degré ,  &:  d'une  équation  fîmple. 

Car^  i°.  fî  on  multiplie  xx -^  lx -j- m  =  o  3  par  xHhr=o, 
le  produit  x'  -J-  Ixx  rjr  mx  H^  cm  =  o  3  donnera  la  première 

H^  c  xx  +•  clx  3 
formule,  en  fuppo/a.nc  ^W,+v  =  ,+-»,   ±m+;cl  =:+,^J 


-4- 


cm  =  *H 
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i°.  Si  on  multiplie  xx  +;  /x  +■  m  =  o ,  par  a;  ^u  /s—  o  ,  le 

produit  x3  ^mxZf.lm  =  o  ,  donnera  la  féconde  formule,, 

—  llx , 
en  fuppofanc  +;  *»  —  l/=s="j^p ,  &  +•  /#* ~=  +!  ^. 

3°,  Si  on  multiplie  xx '^Ix'+.lm  —  o,  par  ath-hz^o,  le 
produit  x±/xx  +.  lmm=^o ,  donnera  la  troifiéme  formule, 

H-  mxx  3 
en  fuppofan  t  ^/-i-w  =  +!wJ&4- ^mm  ===  4^ #: 

40,  Si  on  multiplie  xx^lx  >+•  11=  0  .,  par  #  Z£  /==  o ,  le 
produit  x'z^Pœ  o ,  donnera  la  quatrième  formule,  en  fup* 
pofànt  ip  /J  ==■  -|-  q. 

JDèmonfiration  four  les  équations  des  autres  degreç. 

O  N  voit  clairement  que  les  équations  des  autres  degrés 
peuvent  être  conçues  formées  par  les  équations  du  premier  y 
du  fécond  &  du  troifiéme  degré  $  par  exemple,  celles  du  qua- 
trième par  une  équation  du  premier,  &:  une  du  troifléme,  ou 
par  deux  équations ,  chacune  du  fécond  degré  y  celles  du  cin- 
quième par  une  équation  du  fécond  degré ,  &  une  du  troi- 
sième ,  de  ainfl  des  autres  :  Par  confequent  toute  équation 
compofée  peut  être  conçue  formée  par  autant  d'équations 
Simples  qu'elle  a  de  degrez, 

R    E    M    A    RQ..UE. 

L  O  r  s  qjlj  e  le  Problême  renferme  quelque  çontradi&ion  9 
l'équation  compofée  qui  l'exprime ,  peut  toujours  être  con- 
çue comme  formée  par  autant  d'équations  fimples  qu'elle  a 
de  degrez  5  mais  les  racines  de  ces  équations  fimples  ne  fe- 
ront pas  toutes  réelles ,  &;  il  y  en  aura  d'imaginaires.  On  en 
a  déjà  vu  des  exemples  dans  la  quatrième  formule  du  trou 
fiéme  degré,  &  dans  la  Sixième  du  fécond  degré, 

Corollaire. 

U  N  e  équation  compofée ,  dont  on  n'a  point  abrégé  les 
grandeurs  connues ,  en  fuppofant  plufïeurs  de  ces  grandeurs 
égales  à  une  feule  lettre,  peut  toujours  être  divifée  exacte- 
ment par  chacune  des  équations  de  moindre  degré  qu'elle 
n'eft ,  par  la  multiplication  defquelles  elle  a  été  formée  :  ÔC 
lorfqu'une  équation  d'un  moindre  degré,  eft  un  divifeur  exa& 

H  iij 
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d'une  équation  compofée  d'un  degré  plus  élevé  ,  cette  équa- 
tion d'un  moindre  degré  eft  une  de  celles  dont  la  compofée 
a  ccé  formée  par  la  multiplication. 

Démonstration. 

I L  eft  évident  que  lorfqu'un  produit,  a  été  formé  par  la 
multiplication  de  plufieurs  grandeurs,  .chacune  de  ces  gran- 
deurs en  eft  un  divifeur  exact  :  et  lorfqu'une  grandeur  eft  un 
divifèur  exact  d'un  produit,  cette  grandeur  eft  une  de  celles 
dont  la  multiplication  a  formé  ce  produit  5  ainfi  le  Corol- 
laire eft  évident. 

A 

Théorème.     II. 

*  7-  Quand  la  plus  haute  puiffance  de  l'inconnue  eft  multi- 
pliée dans  le  premier  terme  d'une  équation  compofée ,  par 
une  grandeur  connue  différente  de  l'unité ,  on  peut  bien 
concevoir  cette  équation  comme  formée  par  le  produit  d'au- 
tant d'équations  Amples ,  qu'elle  a  de  degrez  ;  mais,  i°.  ou 
bien  l'inconnue  du  premier  terme  eft  multipliée  par  une  gran- 
deur connue  dans  chacune  des  équations  ftmplesj  20.  ou  bien 
elle  l'eft  dans  quelques-unes ,  &:  non  dans  toutes  j  3  °.  ou  bien 
elle  l'eft  dans  une  feule. 

r 

De  monstrati  on. 

C  Ar  en  fuppofant,  i<\  ces  équations  fimples  ax — ^=0, 
ifx  —  e  =  o ,  ex  — /=  o  ,  &  les  multipliant  les  unes  par  les 
autres ,  l'on  aura  pour  le  premier  cas  l'équation  compofée 
abex1  —  &c.  i°.  En  fuppofant  x- — d=o,bx —  ^=0,  ex — d 
e=  o ,  &  les  multipliant  les  unes  par  les  autres,  on  aura  pour 
le  fécond  cas  l'équation  compofée  bcx* — &c.  30.  En  fuppofant 
x  —  ^=:o,  x — tf=o,  ex  —  */=o,  &les  multipliant  les  unes 
par  les  autres,  on  aura  l'équation  compofée  ex1  —  &c. 

On  peut  aufïi  concevoir  une  équation  compofée ,  dont  lç 
premier  terme  a  un  coëficient  différent  de  l'unité ,  comme 
le  produit  d'autant  d'équations  fimples  qu'elle  a  de  degrez, 
dont  toutes  les  racines  font  des  fractions,  ou  feulement  quel- 
ques-unes, ou  du  moins  une  feule. 

Car  en  fuppofant,  i°.  x — 7=0,  x — 7  =0,  x — 7=0;  ou 
bien,  z°.  x — ^=:o,  x  —  f=0,  x — f=Oj  ou  bien,  30.  x  —  d 
c=o,  x  —  f=o,  #*—  7  =  0  5  après  avoir  fait  la  multiplica- 
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tion  dans  chacun  de  ces  trois  cas,  ôtenfuite  ôté  les  fractions , 
on  aura  une  équation  compofée  ,  dont  le  premier  terme  aura 
un  coefficient  diffèrent  de  l'unité. 

Corollaire. 
2.8.  5>  I  le  premier  terme  d'une  équation  compofée  a  un  coëfî- 
cient  différent  de  l'unité ,  les  équations  d'un  moindre  degr& 
qu'elle  n'eft,  par  lefquelles  elle  peut  être  exactement  divi- 
fée,  auront  toutes  ou  plufieurs,  ou  du  moins  quelqu'une, 
dans  leur  premier  terme,  un  coëficient  différent  de  l'unité  j 
ou  bien  elles  auront  toutes,  ou  plufieurs ,  ou  du  moins  quel- 
qu'une des  fra&ions  pour  leurs  racines. 

SECTION     II. 

Du  nombre  (d*r  de  la,  qualité  des  racines  des  équations 

compojees. 
Définition      1 1. 

29.  *  ES  racines  des  équations  fimples  dont  une  équation  com- 
1  é  pofée  eft  le  produit,  s'appellent  auffi  les  racines  de  l'équa- 
tion compofée. 

Corollaires  qu'il  faut  fe  rendre  familiers . 
JD'Où  il  fuit,  i°.  Qu'une  équation  compofée  a  autant  de 
racines ,  qu'elle  a  de  degrez. 

i°.  Que  les  racines  d'une  équation  compofée  peuvent  être  ou 
toutes  réelles,  &  il  y  en  peut  avoir  de  trois  fortes,  ou  elles  feront 
commenfurables,  ou  incommenfurables ,  ou  mixtes  ;  ou  bien 
elles  feront  toutes  imaginaires  ,  ou  mixtes  imaginaires  ^  ou 
enfin  elles  feront  en  partie  réelles ,  &  en  partie  imaginaires. 

30.  Que  chaque  racine  étant  expriméepar  une  feule  lettredans 
chacune  des  équations  iknples,  elles  peuvent  être  ou  pofitives, 
ou  négatives,  ou  en  partie  pofitives,  &  en  partie  négatives. 

4°.  Que  l'on  peut,  félon  les  combinaifons  différentes  des 
fignes  -+-  ôt  —  des  racines  pofitives  &  négatives ,  rapporter 
toutes  les  équations  de  chaque  degré  à  un  nombre  déter- 
miné de  formules. 

Dans  le  fécond  degré  ,  il  n'y  en  peut  avoir  que  de  trois 
fortes  5  car,  ou,  i°.  les  deuxracmes  feront  pofitives  3  ou,  z°t 
négatives  j  ou,  30.  l'une  pofitjve,  &  l'autre  négative. 
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Dans  le  troifiéme  degré ,  il  n'y  en  peut  avoir  que  de  quatre 
fortes  ;  car  ou  bien ,  i°.  les  trois  racines  feront  pofitives  ;  ou , 
2°.  négatives 3  ou,  30.  deux  pofitives,  ôc  une  négative  5  ou, 
4°.  deux  négatives,  &  une  pofitive. 

*  En  gênerai,  dans  chaque  degré  il  peut  y  avoir  autant  de 
formules,  &  une  de  plus ,  qu'il  y  a  de  racines  dans  les  équa- 
tions de  ce  degré  5  fçavoir  cinq  formules  dans  le  quatrième 
degré,  fix  formules  dans  le  cinquième,  fept  formules  dans 
le  Sixième ,  &c. 

En  voici  la  démonstration  pour  le  fïxiéme  degré ,  qui  fer* 
vira  pour  tous  les  autres. 

RACINES.    ire,  2%  3%  4.%  5%  fc: 

4-     4-     -H     H**    -H     -H 
4-     4-     4-     4-     4-    — 


4- 
4- 


4- 
4- 


ll  faut  voir  dans  la  Table  toutes  les  formules  différentes  de 
chaque  degré  3  jufquau  quatrième  degré.  Il  faut  les  former  foi- 
même ,  &  fe  les  rendre  familières  3  pour  bien  concevoir  ce  qui  fuit > 
&  on  feu t  continuer  la  Table  tant  qu'on  voudra. 


Table  des  formules  des  équations  comfofées. 

Pour  le  fécond  degré. 
Première,  Seconde.  Troifiéme: 


n — a=ro,  X# — h=o. 
sex  —  ax-±-  *£=o>'. 
—  bx. 


x-î~a=o.  X#"+-£=o. 


xx  4-«  ax  4—  ab  =  o. 

4-  bx. 


xx  —  ax  —  ab=-  o. 
-+-bx. 


Pour  le  troifîéme  «kgré. 
Première.  Seconde. 


X «t=0.    X* b  =  0.  X* C=0. 


*4-<*r=o.  Xx-{-b=o.  X*4-c  =  o.' 


5c3 — axx-\-abx —  abc=aQ.  xi  -+-axx-i-abx-+-abc=Q. 

—  bxx  -H  ae x.  4—  bxx  -{-  acx 

•—  çxx  +■  bcx.  4r  cxx  4-  bcx. 

Troifiéme.  Quatrième. 

fc — «=o.  X* — b  =  o.  X«-W=o.  *  —  a=o.  Xx-{-b  =  o.  X*+f=«. 


g? — axx-\-abx-{-a,bçzsiQ, 
_  bxx —  acx 
tfrcxx—bcx, 


je*  —  axx  —  abx  —  abc =©. 
4—  bxx  —  acx 
■4-  cxx  -{-bcx. 


Pour 


L  i  v 


re    II I; 


6S 


Première. 


Pour  le  quatrième  degré. 


Seconde: 
-c=o.  X*— d=o.\x-{-a=o.Xx-i-b— o.X«-l-c=o.X9C-l-d=z4i 


x*  —  axi  -\~abxx  —  ah  ex  •+-  abcd=o. 
—  bxi  -j—  acxx  —  abdx 
!*-—  cvJ  -j—  &£xr  —  aedet 
—dxs-}-adxx- 

-{-bdxx 

»4-cdxx. 


■  bedx 


x*-\~ax 

s  ~t-abxx-\-abcx-\^abcd=;Q% 

-\-b 

-j—  «c     -H  *^ 

*+-  c 

— |-£c     <-\-acd 

4-rf 

Troijiéme.  Quatrième, 

K—a=o.Xx—b=o.Xx—c^=io.X^"^-d^o.\  x-r-a=.o  x#4-£=o  X#-è-£=*o.X#~M=o« 


4e4  —  <m? 
_£ 
■ —  c 


'  -j—  abxx  —  ahcx  — abcd=  o, 
-\-ac      -+-  abd 
-\-bc     -f-  aed 

—  ad    -j-  bed 

—  bd 


x*  —  axi  —  abxx  —  abex  —  abcdzz,  o, 
^—  b    • —  ac      —  abd 
-j—  c    *+-  bc      —  aed 

*+-bd 
+\-cd. 


Cinquième, 
,a=G.Xx^b=o.Xx-^"C==o.Xx-+"d-. 


'O. 


•+-  d     —  ad      —  bed 
—  bd 


50.  Le  coëfîcient  du  fécond  terme  d'une  équation  com- 
posée ,  contient  la  fomme  de  toutes  les  racines ,  fans  être 
multipliées  les  unes  par  les  autres. 

Le  coëfîcient  du  troifiéme  terme  contient  les  produits  de 
toutes  les  racines ,  multipliées  deux  à  deux  autant  de  fois 
qu'elles  le  peuvent  être,  pour  faire  des  produits  differens. 

Le  coëfîcient  du  quatrième  terme  contient  les  produits 
de  toutes  les  racines,  multipliées  trois  à  trois  autant  de  fois 
qu'elles  le  peuvent  être ,  pour  faire  des  produits  differens. 

Le  coëfîcient  du  cinquième  ternie  contient  tous  les  pro- 
duits des  racines,  multipliées  quatre  à  quatre  3  &  ainfi  de  fuite 
jufqu'au  dernier  terme  tout  connu,  qui  contient  toujours  le 
iéul  produit  de  toutes  les  racines. 

Cela  eft  évident  par  la  formation  des  formules  de  la  Table. 

6°.  Dans  les  termes  pairs ,  fçavoir  le  fécond,  le  quatrième, 
le  fîxiéme  ,  &:c.  les  racines  font  une  à  une  dans  le  fécond, 
6c  multipliées  en  nombre  impair  dans  les  autres  -,  fçavoir, 
Tome  I.  I 


66  Analyse     demontr  e'e, 

trois  à  trois  dans  le  quatrième  terme,  cinq  à  cinq  dans  le 

lîxiéme ,  &c. 

Dans  les  termes  impairs,  c'eft  à-dire  dans  le  troifiéme ,  le 
cinquième,  &c.  les  racines  font  multipliées  les  unes  par  les 
autres  en  nombre  pair^  fçavoir,  deux  à  deux  dans  le  troi- 
liéme,  quatre  à  quatre  dans  le  cinquième,  &c. 

70.  Si  toutes  les  racines  font  négatives ,  tous  les  termes  de 
î'équation  compofée  font  pofîtifs,  c'eft- à-dire 3  ils  ont  tous 
le  figne-f-j  car  tous  les  termes  des  équations  limples  ayant 
le  ligne -h  j  tous  les  produits  qui  en  font  formez  ne  peuvent 
avoir  que  le  ligne -t-. 

8°.  Si  toutes  les  racines  font  polîtives,  tous  les  termes  ont 
alternativement  -+•  Se  — ,  car  le  premier  terme  a  toujours-^ 
par  la  fuppoiition  -y  le  fécond  terme  ne  contient  que  la  fom- 
me  des  racines  qui  ont  toutes  le  ligne — ,  dans  les  équations 
fimples  5  ainfî  le  fécond  terme  a  le  figne  —  :pour  les  autres 
termes,  tous  les  pairs  ayant  pour  leur  coëficient  les  produits 
des  racines  en  nombre  impair ,  ils  ont  neceflairement  le  li- 
gne —  5  &;  tous  les  impairs  ayant  pour  leur  coëficient  les 
produits  des  racines  en  nombre  pair ,  ils  ont  necefTairement 
le  ligne -h  ;  par  confequent  les  lignes  ■+■  & —  fe  fuivent  alter- 
nativement ,  lorfque  toutes  les  racines  font  polîtives  ^  ainfî , 
quand  dans  une  équation  compofée  les  lignes  font  alterna- 
tivement -h&c  — ,  toutes  les  racines  font  polîtives. 

90.  D'où,  il  fuit  que  lî  tous  les  termes  n'ont  pas  le  ligne  -h, 
6c  Ci  les-*-  &;  —  ne  fe  fuivent  pas  alternativement  ,  il  y  a 
necefTairement  des  racines  pofitives  Se  des  racines  négatives 
dans  l'équation. 

Ces  Corollaires  étant  démontrez ,  il  y  a  contradi&ion  dans 
le  Problême,  c'eft-à-dire  il  y  a  des  racines  imaginaires  dans 
l'équation  du  Problême,  quand  ils  ne  fe  trouvent  pas  véri- 
tables -y  ce  qu'on  doit  auflî  entendre  des  Corollaires  fuivans. 

1  o°.  Lorfqu'il  manque  quelque  terme  dans  l'équation  ,  il 
eft  nécelTaire  qu'il  y  ait  des  racines  polîtives  &  négatives  , 
puifqu'un  terme  ne  peut  être  détruit  que  par  les  fignes  con- 
traires h»  &;  —  des  produits  dont  ce  terme  eft  compofé  :  & 
ces  produits  ne  peuvent  avoir  des  lignes  contraires ,,  qu'il  n'y 
ait  des  racines  polîtives  &  négatives.  Ainfî  l'on  a  ces  deux 
marques  pour  connoître  qu'il  y  a  dans  une  équation  des  ra- 
cines pofitives  U  des  négatives  j  i°.  Lorfque  la  fuite  altère 
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native  des  •+•  &:  des  —  eft  interrompue  dans  les  termes  d'une 
équation  où  tous  les  termes  ne  font  pas  pofîtifs  3  z°.  Lorfqu'il 
manque  quelque  terme  dans  une  équation.  \ 

1 1  °.  Le  fécond  terme  d'une  équation  contenant  la  fom-    ; 
me  des  racines  •  fi  la  fom  me  des  pofitives  eft  égale  à  celle 
des  négatives  3  il  fera  détruit  par  des  lignes  contraires. 

Si  la  fomme  des  pofitives  furpafTe  celle  des  négatives,  le 
fécond  terme  aura  —  5  &  il  aura  -+•  il  la  fomme  des  négatives 
furpafle  celle  des  pofitives. 

Ain  fi  quand  le  fécond  terme  manque  dans  une  équation, 
on  eft  afTuré  que  les  racines  pofitives  font  égales  à  la  fomme 
des  négatives. 

i2°.  Si  le  fécond  terme  manque  dans  une  équation  du  trou 
iïéme&du  quatrième  degré,  ietroifiéme  terme  a  toujours 
le  figne  — . 

Dèmonfiration  four  le  troijîème  degré. 

Le  fécond  terme  étant  dé-  x-r—  a  =  o.  xx — b=o.  x.\:-Kf=o. 
truit,  il  faut  qu'il  y  ait  dans 
l'équation  deux  racines  pofi- 
tives ;  &:  une  négative ,  bc  que  ~~  bxx  ~~  acx' 
la  négativefoit  égale  auxdeux 
pofitives  j  ou  qu'il  y  ait  deux 
racines  négatives ,  éc  une  po- 

iirive^ui  foit  égale  aux  deux  x*  .+.  axx  -+-  abx  —  abc  =  o. 
négatives  :  ainfi  les  équations       .+.  yxx  —  acx. 

du  troifiéme  degré  où  man-     _^_  cxx bcx. 

que  le  fécond  terme,  font  ex- 
primées par  ces  deux  formules,  où  c  =  a-^-b. 

Donc  dans  le  troifiéme  terme ,  le  produit  —  ac  furpafle 
le  produit  -+•  ab',  par  confequent  le  troifiéme  terme  a  le 
figne — . 

Dèmonftrattin  four  le  quatrième  degré. 

Les  équations  du  quatrié-      x  —  a  ==  o.     x  x  —  b=o. 
me  degré  où  le  fécond  ter-  x  x  —  c  =  o.     x#x-h^==o> 
nie  eft  détruit,  ayant  des  ra-  ^ — ax^abxx — abcx—abcd=o> 
cines  pofitives  &:  négatives  3      — .£    +.ac      -h  abd 
Ôc  les  pofitives  étant  égales      __  c   ■+■  bc      -+-  aed 
aux  négatives,  elles  fonf  tou-      ^-  d  —ad     -+•  bed 
tes  exprimées  par  ces  trois  — bd 

formules.  ._  çd,  I  ij 


x  —  axx  -+-  abx  •+-  abc  =  o. 


cxx 
x-*-a=o.  xx-\-6=zo.  *x — r=o. 


-g  S                     A 

x^r-a=.  O.          X  X  -\- 
xx4~c=  o.        x  x  — 

NALYSE 
b  =  o. 
d=zo. 

x*  _t_  ax*  •+■  <*&*  *  •+■  abcx 
-\-b   -¥■  ac   —  abà 
.+- c    -k-bc    — acd 
— .  à   —  ad  —  bcà 

—  bà 

—  cd. 

-abcd=o 

> 

OEMONT  Rl'E. 


x-k-  a  — 

=  0. 

X  X-*rb- 

=  o. 

x  x  —  c  - 

=  o. 

x  x  —  d  - 

=  o. 

x* H-  ax  ->r  abx x 

—  abcx-+-a 

bcd'=zQ 

-H  b  — 

ac 

—  abd 

—  c 

ad 

■+■  1  ^ri 

—  à  — 

bc 

4-  ^ 

— 

bà 

•+■ 

cà 

Dans  les  deux  premières  à  =  ^  h-  b  ■+■  f  ;  par  confequene 
dans  le  troifîéme  terme  — ad  furpafïe  -*-ab  5  —  ^  furpafïe 
-h  ^c  &:  —  ^  furpafTe  -h  bc;  ainfi  les  produits  négatifs  fur- 
pafTent  les  pofitifs  dans  le  troifîéme  terme. 

Dans  la  dernière  f+^=^+^  Toit  m=ac-i-d^=za -+-b î 
àonc?mn  =  aC'\-ad-\-bc-*-bdimm  eft  &\ifli=iaa-*-iab-hbbî 
mm  eft  encore  =cc  +  icd  +  dd;  donc  ^  —  ^=^  =  ab ,  & 
e» — ilz^  =^3  donc  ww  — «*-bb-cc-dd __ ab^càv  donc 
#zw  mrpafle  ^^  -h  cal  donc  —  ^  —  ^  —  bc  —  bd  =  —  mm 
furpafle -h  ab  -t-  cd-,  donc  dans  la  dernière  formule,  les  pro- 
duits négatifs  du  troisième  terme  furpafTent  les  pofitifs. 

1 30.  D'où  il  fuit  que  quand  le  fécond  terme  manque  dans 
une  équation  du  troifîéme  &:  du  quatrième  degré ,  fî  le  troi- 
fîéme terme  a  le  fîgne  -t-,  il  y  a  neceflairement  des  racines 
imaginaires  dans  l'équation. 

140.  Les  racines  imaginaires  font  toujours  en  nombre  pair 
dans  une  équation  compofée,  où.  l'on  fuppofe  qu'il  n'y  a  pas 
d'incommenfurables  j  c'eft-à-dire  il  y  en  a  deux ,  ou  quatre> 
ou  fix,  &c. 

r 

Démonstration. 

S'I  l  y  a  des  imaginaires  dans  une  équation  ,  il  faut  que  le 
produit  des  unes  par  les  autres  les  rende  réelles ,  pour  faire 
difparoître  leur  figne  radicale  y/ — ,  dans  le  dernier  terme: 
mais  le  produit  des  imaginaires  ne  fcauroit  faire  difparoître 
leur  figne  v« —  ,  qu'elles  ne  foient  multipliées  en  nombre 
pair 5  car,  par  exemple,  -t-\/ —  a  multipliées  par  —  V  —  a, 
donne  le  produit  réel  -\-a  :  mais  s'il  y  en  avoit  une  troifîéme, 
—  y/ — a,  le  produit  feroit  —  aV '-z-a.  Les  racines  imagi- 
naires ne  fçauroient  donc  être  qu'en  nombre  pair  dans  une 
«équation. 
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Ainfi  s'il  y  a  des  racines  imaginaires  dans  une  équation 
du  fécond  degré,  elles  le  font  toutes  d'eux  :  S'il  y  en  a  dans 
le  troifiéme  degré,  il  y  a  toujours  une  racine  réelle.,  &c. 

i  y0.  Les  produits  réels  tous  connus,  qui  naifïent  delà  mul- 
tiplication des  feules  imaginaires ,  ont  toujours  le  ligne  -k 

Démonstration. 

Les  imaginaires  étant  toujours  en  nombre  pair,  on  peut 
confiderer  à  part  les  équations  du  fécond  degré  formées  par 
les  imaginaires  prifes  deux  à  deux. 

Mais  afin  que  deux  racines  ima-     v        .  ,     > 
einaires  diiparoillent  dans  le  lecond     „        ,        , 

terme ,  comme  on  le  luppole ,  il  faut 

que  l'une  ait  -t-,  &  l'autre — ,  êcque  xx —  1^+1^  =  0* 
les  parties  réelles — a,  — a,  ayent 

le  même  figne  -t-,  ou  le  même  figne  —  j  &  le  produit  réel 
de  •+-  y/  —  aa  par  —  V —  aa ,  eft  -+-  aa  j  par  confequent  les 
produits  réels  tous  connus,  qui  naifïent  delà  multiplication 
des  imaginaires  3  ont  toujours -t-. 

D'où  il  fuit ,  le  figne  -h  n'apportant  aucun  changement 
dans  les  multiplications,  que  s'il  y  a  des  racines  imaginaires 
avec  des  racines  réelles  dans  une  équation  compofêe ,  les 
réelles  y  conferveront  toujours  leur  figne  dans  le  dernier  ter- 
me, c'eft-à-dire  ,  les  imaginaires  ne  feront  pas  de  change- 
ment dans  le  figne  du  produit  des  réelles  du  dernier  terme. 

1 6°.  Le  dernier  terme  d'une  équation ,  étant  le  produit  de 
routes  les  racines ,  lorfque  le  nombre  des  racines  pofitives 
eft  pair,  il  a  toujours  le  figne  h- 3  lorfqu'il  eft  impair ,  il  a  le 
ligne  —  ;  &: lorfqu'il  aie  figne  — ,  il  y  a  necefTairement  quel- 
que racine  réelle  dans  l'équation  3  car  le  produit  des  imagi- 
naires donne  toujours  le  figne  4-. 

Théorème      III. 

30.  o  I  l'on  change  tous  les  lignes  des  termes  pairs  d'une  équa- 
tion compofêe,  c'eft-à-dire  du  2%  4%  6%  &c.  fans  toucher 
aux  fignes  des  termes  impairs,  c'eft-à-dire  du  3%  5%  &c.  tou- 
tes les  racines  pofitives  de  l'équation  compofêe  feront  chan- 
gées en  négatives ,  ôc  toutes  les  négatives  en  pofitives. 

I  iij 
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Démonstration. 

i°.Le  fécond  terme  contient  la  fomme  des  racines  j  les 
pofitives  y  ont  le  ligne  — ,  6c  les  négatives  le  figne-t-$  ainfî 
en  changeant  dans  le  fécond  terme  les -+-  en  — -,  oc  les  — 
en  +  ,  il  eft  évident  que  les  pofitives  feront  changées  en  né- 
gatives ,  &  les  négatives  en  pofitives. 

20.  Chacun  des  termes  pairs  contient  les  produits  des 
racines  multipliées  les  unes  par  les  autres  en  nombre  impair } 
ceux  qui  ont  -5-  font  neceflairement  formez  ou  par  un  nom- 
bre impair  de  racines  qui  ont  chacune  -t- ,  ou  bien  par  un 
nombre  pair  de  racines  qui  ont  —  j  6c  un  nombre  impair 
de  raeiries  qui  ont  -+-:  ceux  e  qui  ont  Uf*  font  neceffairement 
formez  par  un  nombre  impair,  de  racines  qui  ont  chacune  — -, 
ou  par  un  nombre  pair  de  racines  qui  ont  -h,  6c  un. impair 
de  racines  qui  ont  —  ^  donc  fi  l'on  change  les  fignes  des 
multiplicateurs,  c'eft. à-dire  les  racines  pofitives  en  négati- 
ves ,  6c  les  négatives  en  pofitives ,  on  changera  neceflaire- 
ment les  fignes  des  termes  pairs  j  ainfi  en  changeant  les 
fignes  des  termes  pairs ,  on  change. les  fignes  des  racines  j 
ç'eft-à  dire  les  pofitives  en  négatives,  6c  les  négatives  en. 
pofitives. 

30.  Au  contraire,  les  termes. impairs  contiennent  les  prq- 
duits  des  racines  multipliées  en  nombre  pair. 

Ainfi  ceux  quiont-+-,  font  neceflairementformez  ou  feu- 
lement d'un  nombre  pair  de  pofitives ,  ou  feulement  d'un 
nombre  pair  de  négatives  ,  ou  bien  d'un  nombre  pair  de 
pofitives,  &c  d'un  nombre  pair  de. négatives. 

Ceux  qui  ont  —  font,  neceflairement.formez  d'un  nombre 
impair  de  pofitives,  6c d'un  nombre  impair  de  négatives  j  par 
confequent  Ci  on  change  les  fignes  des  multiplicateurs,  c'eft- 
à-dire  des  racines  pofitives  àc  négatives,  on  aura  des  pro- 
duits qui  auront  dans  les  termes  impairs  les  mêmes  fignes 
qu'ils  avoient  ^  ainfi  les  termes  impairs  ne  changent  point 
de  fignes  en  changeant  les  racines  pofitives  en  négatives , 
Se  les  négatives  en  pofitives  :  Il  eft  donc  évident  qu'en  chan-, 
géant  les  fignes  des  termes  pairs ,  fans  toucher  aux  fignes 
des  termes  impairs ,  on  change  toutes  les  racines  pofitives 
en  négatives,  6c  les  négatives  en  pofitivxs. 
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Corollaire. 

O  Ans  cette  formule  du  troifïémè  degré*3 — f>  r  •+■  g  *■—  o  ; 
où  il  y  a  des  racines  pofitives&: négatives,  puifque  le  fécond 
terme  eft  évanoui ,  &  où  il  faut  qu'il  y  ait  deux  racines  pofi- 
tives,  &  une  négative,  puifque  le  dernier  terme  q  a  le  fïgne-j-} 
£  l'on  change  le  feul  ligne  du  dernier  terme ,  la  formule  x% 
—  px  —  q  =  o ,  contiendra  les  mêmes  racines  que  la  précé- 
dente, mais  les  deux  pofitives  feront  changées  en  négatives 
&  la  négative  en  pofitive:car  les  Agnes  des  termes  pairs  ont 
été  changez. 

X 

Théorème     IV. 

31.    jl  Ton  fubftitue  dans  une  équation  compofée  l'une  de  fcs 
racines,  laquelle  on  voudra  ,  avec  Cqs  puiflances,  à  la  place 
de  l'inconnue  èc  de  i"es  puiflances ,  en  donnant  le  fîgnen-à 
la  racine  pofitive  qu'on  fubftitue ,  &;  le  figne  —  à  la  racine 
négative  qu'on  fubftitue,  tous  les  produits  de  tous  les  termes 
de  l'équation  fe  détruiront  après  la  fubftitution  5  c'eft-à-dire 
qu'il  s'en  trouvera  precifément  autant  avec  le  fîgne-4-,  qu'il  y 
en  aura  avec  le  ligne  — ,  qui  feront  égaux  les  uns  aux  autres. 
Pour  démontrer  ce  Théorème,  on  fera  voir,  i°.  qu'après 
la  fubftitution  d'une  racine  dans  l'équation,  le  premier  ter- 
me, ou  le  premier  produit,  a  un  produit  dans  le  fécond  terme 
qui  eft  precifément  le  même  5  que  les  autres  produits  du 
fécond  terme  en  ont  tout  autant  d'égaux  dans  le  troisième 
terme  -y  que  les  autres  produits  du  troifléme  terme  en  ont  un 
égal  nombre  d'égaux  dans  le  quatrième  ;  6c  ainfi  de  fuite 
jufqu'au  dernier  terme ,  qui  en  a  un  dans  le  pénultième  qui 
lui  eft  égal.  20.  Que  ces  produits  égaux  dans  deux  termes  qui 
fe  fuivent,  ont  des  fignes  contraires  3  d'où  ilfuivra  qu'ils  fe 
détruifent. 

On  prendra  une  for- 
mule du  quatrième  de- 
gré ,  afin  que  la  dé- 
monftration  foit  plus 
facile,  étant  appliquée 
à  un  exemple. 


X- 

—  a 

=  0. 

x  x —  b  — 

=  0. 

X 

X  - 

—  c 

■^—  0. 

x  x  —  d=z 

=  0. 

X 

l 

-ax 

?  ■+-  abxx 

; — abex  •+■ 

œbcd  =  o* 

-b 

-±-ac 

— abd 

■  c 

-*-ad 

—  aed 

à 

H-  bc 
->rbd 
<*-cd> 

—  bcd 

n  trouve 

?~-d* 

—  bdï  -H  ba? 

—  Cd*  H-  Cd 

. 

— •  dd}  ■+-  dd? 

•4-  bcdd  ■ 

■—bcdd 

H- bddd  • 

—  bddd 

H-  fuiW  ■ 

—  cddd 

—  bcdd  ■+■  bcdd  =  o . 
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En  fubflitudnt  -\-&  kla  glace  de-*-x7        j 

Démonstration. 

1  'En  fubftituant-i-^ 
dans  le  premier  terme 
-H  #*,  on  trouve  -+-  a*: 
Mais  dans  le  fécond  ter- 
me ,  chaque  racine  eft 
multipliée  par  x*  $  ainfi 
a  étant  multipliée  par 
-h  ^,  qu'on  a  fùbftituée 
à  la  place  de  •+-  at*,  il  y  aura  dans  le  fécond  terme  un  feul 
produit  d*  égal  à  celui  du  premier  terme 

Les  autres  produits  du  fécond  terme  —  bx  ,  —  cx\  — dx%, 
font  les  trois  autres  racines  multipliées  par^x5  j  ainfi  après 
la  fubftitution ,  l'on  aura  les  trois  autres  radnes  multipliées 
par-wz3,  fçavoir  bd\  cd\  dd*  ,  mais  le  troifiéme  terme  con- 
tient les  produits  des  racines  deux  à  deux  j  ainfi  il  y  a  trois 
produits  où  a  eft  multipliée  par  les  trois  autres  racines  b3  c3  d9 
qui  font  dbxx  3  acxx  3  ddxx. 

La  fubftitution  mettant  dans  ces  produits  h-  aa3  au  lieu 
âe+-xx,  il  y  aura  trois  produits  dans  le  troifiéme  terme  des 
trois  autres  racines  multipliées  par-wA,  qui  font  bal3  cd\  da*. 
Les  autres  produits  bcxx  3  bdxx  3  cdxx  3  qui  reftent  dans  le 
troifiéme  terme ,  font  les  produits  des  trois  autres  racines 
b 3  c'3  d  prifes  deux  à  deux  par  xx  \  Se  après  la  fubftitution  ils 
deviennent  bcaa  3  bdaa,  cdaa:  mais  le  quatrième  terme  con- 
tient les  produits  de  toutes  les  racines  prifes  trois  à  trois  j 
ainfi  il  y  a  trois,  produits  abex  >  dbdx  3  aciix  3  où  d  eft  multi- 
pliée par  les  trois  autres  prifes  deux  à  deux.  C'eft  pourquoi 
la  fubftitution  mettant  dans  ces  produits  d  au  lieu  de  x,  il  y 
aura  dans  le  quatrième  terme  trois  produits  des  trois  racines 
b3  c 3  d  prifes  deux  à  deux  par  dd  3  qui  font  bcdd  3  bddd  3  cddd. 
Il  refte  dans  le  quatrième  terme  après  la  fubftitution  un. 
produit  de  d  par  les  trois  autres  racines,  qui  eft  bcda>  mais 
il  eft  évident  que  le  dernier  terme  dbcd 3  eft  le  même  pro- 
duit. 

20.  Il  refteà  démontrer  que  les  produits  égaux  de  deux 
termes  qui  fe  fuivent,  ont  des  lignes  oppofèz. 
Quand  la  racine  eft  pofttive,  elle  a  le  figne  —  dans  l'équa- 
tion , 
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tion ,  Se  en  la  fubftituant ,  on  lui  donne  le  figne  ■+-  :  C'eft  le 
contraire  quand  elle  eft  négative.  Ainfi  quand  on  fubftitue 
une  racine  à  la  place  de  l'inconnue,  on  lui  donne  un  ligne 
oppoie  à  celui  qu'elle  a  dans  l'équation. 

Il  faut  auffi  remarquer  que  le-*-  multipliant  le -+-  ou  le  — , 
ne  change  rien  dans  le  figne  de  la  grandeur  multipliée  :  ait 
contraire  le  —  change  toujours  le  ligne  de  la  grandeur  par 
laquelle  on  le  multiplie  j  car  —  par  ■+■  donne — ,  6c —  par 

—  donne -k 

Il  fuit  de  là  qu'en  faifant  la  fubftitution  àz-\-a3  au  lieu  de 
-\-x,  tous  les  produits  ne  changent  point  de  figne  5  mais  ceux 
qui  dans  l'équation  font  multipliez  par  la  racine  —  a  3  ont  des 
fignes  contraires  à  ceux  qu'ils  auroient  fans  cela  :  Par  confe- 
quent  après  la  fubftitution,  le  produit  ^4du  premier  terme,. 
6c  celui  du  fécond,  qui  lui  efl  égal,  fçavoir —  a  3  ont  des 
fignes  oppofez. 

Par  la  même  raifon ,  les  produits  qui  refirent  dans  le  fécond 
terme  —  ba?  —  ca% —  da\  6c  ceux  du  troifiéme  terme  qui 
leur  font  égaux  ,  fçavoir  -+-  Ua%  -+-  ca*  «+•  da*  r  ont  des  fignes 
contraires.  Car  les  premiers  font  faits  de  -+-^'par  les  racines 

—  b3 — c  3 — d3  différentes  de  ai  6c  ceux  du  troifiéme  terme 
qui  leur  font  égaux ,  font  formez  par  les  produits  des  mêmes 
racines — b3- — c3  — d3  multipliées  par  —  -ay  6c  enfuite  par 
.+.  a*  :  or  - —  a  change  leur  figne  en  les  multipliant. 

Il  eft  évident  que  le  même  raifonnement  s'étend  à  tous 
les  autres  produits  égaux  dans  deux  termes  qui  fe  fuivent. 

Par  confequent  tous  les  produits  de  tous  les  termes  d*une 
équation ,  font  détruits  par  la  fubftitution  d'une  des  racines  -T 
car  ce  que  l'on  a  dit  de  la  première ,  convient  évidemment 
à  chacune  des  autres. 

Corollaires. 

3  2;  i°.  JL'I  n  c  o  n  n ue  d'une  équation  compofée  repréfente 
également  chacune  des  racines  de  l'équation  7  car  en  fubfti- 
tuant fuccefïivement  chacune  des  racines  à  la  place  de. l'in- 
connue-, tous  les  produits  fe  détruiront  toujours. 

C'eft  la  raifon  pourquoi  on  forme  les  équations  par  la 
multiplication  des  équations  fimples,  dont  le  fécond  membre 
eft  zéro ,  6c  non  pas  par  la  multiplication  des  équations  fim- 
ples ,  dont  lepremier  membre  auroit  l'inconnue ,  èc  le  feconcï 
Tome  I,  K 
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membre  fa  racine  3  car  en  les  formant  de  cette  féconde  ma- 
nière ,  l'inconnue  ne  repréfenteroit  pas  dans  l'équation  cha- 
cune des  racines,  comme  elle  les  repréfente  en  formant  l'é- 
quation de  la  première  manière. 

2°.  Chaque  racine  eft  la  valeur  de  l'inconnue  dans  une  équa* 
tion  compofée,  auflî  bien  que  dans  les  équations  (impies. 

30.  Les  valeurs  de  l'inconnue  dans  une  équation  compo- 
fée, &  les  racines  de  l'éqnation  compofée  étant  la  même 
chofe,  l'inconnue  d'une  équation  compofée  a  autant  de  va- 
leurs que  l'équation  a  de  degrez,  Ainfî  dans  une  équation  du 
fécond  degré,  l'inconnue  a  deux  valeurs:  elle  en  a  trois  dans 
une  équation  du  troifiéme  degré  ;  &;  ainfî  des  autres. 

40.  L'on  a  deux  moyens  pour  reconnoître  quand  une  gran- 
deur eft  la  valeur  de  l'inconnue  3  ou  une  racine  de  l'équation  : 
Le  premier ,  lorfqu^en  divifant  l'équation  compofée  par  une 
équation  fîmple,  qui  a  la  même  inconnue  linéaire  moins 
cette  grandeur,  quand  elle  eft  une  valeur  pofîtive,  ôc  plus 
cette  grandeur ,  quand  elle  eft  une  valeur  négative  $  la  divi- 
fîon  eft  exade,  c'eft-à-dire  fans  réfte.  Le  fécond,  lorfqu'en 
fubftituant  cette  grandeur,  à  la  place  de  l'inconnue,  dans 
Inéquation  3  avec  le  figne  -+-  lorfqu'elle  eft  pofîtive ,  avec  le 
fîgne-^lorfqu'elle  eft  négative,  tous  les  produits  de  l'équa- 
tion fe  détruifent  par  des  fîgnes  contraires ,  c'eft-à-dire  font 


égaux  a  zéro. 


THEOREME        V. 

I  v  O  &  s  qjj  e  dans  une  équation  compofée  le  premier  ter- 
me n'a  pas  d'autre  coëficient  que  l'unité ,  Se  qu'il  n'y  a  ni 
fractions ,  ni  incommenfurables ,  aucune  des  racines  réelles 
de  l'équation  n'eft  une  fradion. 
_    ; 

D    E    M   O    N    S    T    RATION. 

J>  I  quelqu'une  des  racines  réelles  étoit  une  fradion,  quel- 
qu'une des  équations  fîmples  par  la  multiplication  defquelles 
l'équation  compofée  eft  formée ,  auroit  pour  fa  racine  une 
fradion.  Or  s'il  y  en  avoit  quelqu'une,  l'équation  compofée 
en  auroit  aufîi  -y  éc  pour  l'ôter,  il  auroit  falu  multiplier  tous 
les  termes  de  l'équation  par  le  dénominateur  de  cetee  fradion, 
ce  qui  auroit  donné  necefîairement  un  coëficient  au  premier 
terme,  different.de  l'unité,  contre  la  (uppofîtion. 
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IDémonft  ration  particulière  pour  les  équations  numériques. 

O I  une  fraction  pouvoîc  être  la  racine  d'une  équation  nu- 
mérique ,  dont  le  premier  terme  n'a  pas  d'autre  coëficient 
que  l'unité ,  &  où  il  n'y  a  ni  fradions ,  ni  incommenfura- 
bles,  il  eft  certain  par  le  quatrième  Théorème  ,  que  cette 
fradion  &  les  puifTances  étant  fubftituées  à  la  place  de  l'in- 
connue &  de  (es  puilîànces ,,  tous  les  termes  de  l'équation  fe 
détruiroient  après  la  fubftitution.. 

Pour  rendre  la  démonftration  plus  claire  &  plus  généra- 
le, on  fuppofera  une  équation  du  troifïéme  degré  x*  —  nxx 
-4-px — q  =  o ,  où  les  coëficiens  n>  p,  q3  repréfentent  des 
nombres  5  &;  on  fuppofera  que  la  fradion  à  fubftituer  eft  re- 
préfentée  par  £f ,  qui  étant  réduite  aux  moindres  termes  r 
eftf  ;.  Qu'on  fubftitue  la  fradion  f-c  à  la  place  de  l'inconnue  f 
©n  aura  f$  —  |*g  n  •+•  fc  p  —  q  s  o ,,  ôc  par  tranfpofirion 

Réduifanc  les  fradions  à  l'èxpofànt ,  l'on  aura  —  ==* ■  ff  ■  # 

— îP+q- 

Multipliant  chaque  membre  par  bb}  on  aura  £  =  aan 
- —  abp  •+■  bbq. 

Il  eft  certain  que  le  fécond  membre  de  cette  égalité  efl  un 
nombre  entier  ;  ainfï  la  fradion  »  eft  égale  à  un  nombre  entier. 

Mais  par  ce  qui  eft  démontré  dans  les  proportions ,.  la 
fradion  f  étant  fuppofée  dans  les  moindres  termes,  le  nu- 
mérateur a  de  la  fradion  £,  n'a  aucun  divifeur  commun 
avec  le  dénominateur  b  s  ainfi  la  fradion ■£  eft  dans  les  moin- 
dres termes,  &  ne  fcauroit  être  égale  à  un  nombre  entier. 

Par  confequent  en  fuppofant  qu'une  fradion  peut  être  la 
racine  d'une  équation,  dont  le  premier  terme  n'a  que  l'unité 
pour  coëficient  ,.&  qui  n'a  ni  fradions ,  ni  incommenfura- 
feles,  cela  conduit  à  cette  abfurdité,  qu'une  fradion  réduite 
aux  moindres  termes,  peut  être  égale  à  un  nombre  entier: 
Il  ne  fe  peut  donc  pas  faire,  qu'une  fradion  foit  la  racine 
d'une  telle  équation 

C    O    K    O     É    L     A    I    il    B. 

JL/Orsq^u'une  équation  compofée  n'a  ni  fradions ,  ni 
incommenfurables ,  que  fon  premier  terme  n'a  que  l'unité 

K  ïj 
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pour  coëficienc ,  &c  que  fes  racines  font  réelles  ;  fi  des  gran- 
deurs entières  ne  font  pas  fes  racines,  fes  racines  font  incom- 
menfurables. 

Car  fes  racines  réelles  ne  peuvent  être  que  des  grandeurs 
entières,  ou  des  fractions ,  ou  des  incommenfurables  5  on  fup- 
pofe  qu'il  n'y  a  pas  de  grandeurs  entières  qui  foient  les  raci- 
nes de  l'équation  3  on  vient  de  démontrer  qu'elles  ne  peuvent 
être  des  fractions  j  par  çonfequent  il  faut  qu'elles  foient  in- 
commenfurables. '■' 

R    E    M    A    R    Q^U    E. 

AU  lieu  deiuppofer  dans  les  équations  linéaires,  dont  une 
équation, compofée  eft  le  produit,  l'inconnue  x  pofitive  5  fî 
on  la  fuppofe  négative  —  x ,  comme  dans  cet  exemple  -^—  x 
—  a  .===  o  3 ~  x  -+-  b  ==  o ,  l'on  aura  une  équation  compofée 
xx  -+-  ax  —  œbs=p3  dans  laquelle  les  racines  qui  étoient 

—  àx , 
positives  dans  la  ■■fuppofition  de  +-x 3  feront  négatives,  êcies 
négatives  feront  pofitives.  Car  puifque  —  x-- —  a.=  o  3  l'on 
<aura  x  =.-—  aj  &;  puifque  — -  x  -+-  b  ==  o ,  l'on  aura  x  =  b, 

^E    O    R    O    L    L    A    I    R    E. 

O'O  ù  il  fuit  qu'en  changeant  dans  une  équation  compofée 
tous  les  fignes  des  termes,  où  la  puifTance  de  l'inconnue  eft 
impaire ,  comme  a:,  x\3  x\,  &c.  fans  toucher  aux  autres ,  tou- 
tes les  racines  pofitives  feront  changées  en  négatives,  &,  les 
ïîiégatives  en  pofitives. 


SECTION     III. 

De  la  transformation  des  équations  cotnpofées, 

D    E   F   1    N    I    T  J    o    N,. 

QU  a  n  d  on  change  une  équation  en  une  autre  du  même 
degré,  qui  a  une  inconnue  différente  de  l'inconnue  de 
la  première,  &  dont  toutes  les  racines  ont  un  raport  connu 
avec  les  racines  de  la  première,  ce  changement  s'appelle 
transformation;  ôc  la  féconde  équation  s'appelle  la  transformé* 
de  la  première. 

Il  eft  évident  que  les  racines  de  la  tranformée  étant  con- 
nues, elles  feront  connoître les  racines  de  l'équation  dont  elle 
eft  la  transformée. 
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PROBLEME     L 

J>)ui  contient  toutes  les  transformations» 

56.   Transformer  une  équation  propofée  j  par  exemple; 
x — nxx~t-j>x  —  q  =  oy  ou  fon  équivalente  xi  —  axx~\-abx 

—  bxx  -+-  acx 
—  abc  =  o.  —  cxx  -H  bcxy 

en  une  autre  équation  dont  les  racines  foient ,  i°.  celles  de 
-la  propofée  ,  augmentées  chacune  d'une  grandeur  connue , 
telle  qu'on  voudra ,  comme/5  20.  ou  bien  diminuées  chacune 
d'une  grandeur  connue/Y  30.  ou  bien  retranchées  elles-mê- 
mes chacune  d'une  grandeur  connue  /;  40.  ou  bien  multi- 
pliées chacune  par  une  grandeur  connue  f;  50.  ou  bien  divi- 
iees  chacune  par  une  grandeur  connue  /j  6°.  ou  bien  de  ma- 
nière que  les  valeurs  de  l'inconnue  de  la  transformée  foient 
les  racines  2",  3e5,  &c.  ou  les  puiflances  2",  3",  U.c.  des 
racines  de  la  propofée  -,  70.  ou  bien  de  manière  que  les  va- 
leurs de  l'inconnue  de  la  transformée  foient  moyennes  pro- 
portionnelles entre  une  grandeur  connue  f3  &  les  racines  de 
3a  propofée  j  8°.  ou  bien  de  manière  que  les  racines  de  la  pro- 
pofée foient  les  quatrièmes  proportionnelles  aux  racines  de 
la  transformée,  à  une  grandeur  connue,  &:  à  l'unité,  ou  bien 
à  une  féconde  grandeur  connue  -y  90.  ou  bien  de  manière 
que  les  racines  de  la  propofée  foient  égales  aux  racines  delà 
transformée,  plus  ou  moins  une  grandeur  connue ,'  divifée 
ou  multipliée  par  les  racines  de  la  transformée ,  ou  par  quel- 
que  multiple  de  ces  racines  j  io°.  pu  bien  enfin  de  manière 
que  les  racines  delà  transformée  ayent  avec  celles  de  la  pro- 
pofée tel  raport  qu'on  voudra ,  comme  celui  de/à  g, 

Met    h    o    d    e. 

ï°1  L  faut  prendre  une  féconde  inconnue  j,,  qui  repréfente 
chaque  racine  de  la  transformée,  ôc  fe  fervir  de  l'inconnue  x3 
de  la  propofée ,  pour  en  marquer  chaque  racine,  6c  faire  une 
équation  qui  exprime  le  raport  qui  doit  être  entre  les  raci- 
nes delà  propofée  &  celles  de  la-transformée,    - — 

20.  Il  faut  prendre  dans  Cette  équation  la  valeur  de  l'in- 
connue x  de  la  propofée ,  §c  fubftituer  cette  valeur  Sctes  puif- 
fances  à  la  place  de  l'inconnue  x  &  de  fes  puiiïànees  dans  la 
propofée.  &  iîj 
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L'équation  qu'on  trouvera  étant  ordonnée  ôc  abrégée, 
fera  la  transformée  qu'on  cherche. 

ï.  Tour  augmenter  les  racines  de  la  propofée  de  la  grandeur  f. 

O  N  fuppofera  l'inconnue  y  pour  exprimer  les  racines  de  la. 
tranforméej  &fe  fervant  de  l'inconnue  x  de  la  propofée ,  on* 
fera  l'équation  x  ■+■  f=y3  qui  exprime  que  la  racine  x  delà 
propofée  étant  augmentée  de  la  grandeur  connue /)  eft  égale 
à  la  racine  y  de  la  transformée. 

On  prendra  dans  cette  équation  la  valeur  de  x,  qui  eft 

*==:/ — f. 

On  fubftituera  cette  valeur  ôc  fes  puiflànces  à  la  place  de  x 
&  de  fes  puiflànces  dans  la  propofée  x  — ■  nxx-t»px  — q =o*. 

*J     »/  —  tfyy  -H  îffy  —f 
~nxx<=:    — nyy  -H  infy  —  nff 
+.px  =  -*-py    — pf 

y  —  zfjry  ■*!  3#  — / = °- 

—  «^  -h  mfy  — nff 

•+-py    —pf 

— f- 
&  Ton  trouvera  l'équation  transformée,  dont  lès  racines  font 
celles  de  la  propofée,  augmentées  chacune  de  la  grandeur/^ 
Quand  on  aura  la  valeur  de  y  dans  la  transformée,  on 
la  fubftituera  dans  x  =y  — f3  à  la  place  de  yy  Ôc  Ton  aura 
la  valeur  de  x  de  la  propofée. 

//.  Pour  diminuer  les  racines  de  la  propofée  de  la  grandeur  f. 

On  fuppofera  x — f=y,  d'où, l'on  déduira  x=y+fi  on 
fubftituera  y~*-fà  la  place  de  x3  Se  Les  puiffances  dey-i-f  à. 
la  place  des  puiffances  de  xs  dans  la  propofée. 
x1     =/  -*-  ifyy  -h  iffy  -*-f 

—  nxx  =     — nyy  — zfny — nff 

+>px  =  •+•  py    -hpf 

/•+-  }fyy  +  iffy  h-/j=o. 

—  nyy  — mfy —nff 

•+•  py     -t-pf 
—  q. 
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&  l'on  trouvera  la  transformée,  dont  les  racines  font  celles 
de  la  propofée ,  diminuées  chacune  de  la  grandeur/] 

III.  Pour  trouver  la  transformé  e>  dont  le  s  racines  y  foient  celle  1 

de  la  propofée  3  retranchées  de  la  grandeur  f. 

ON  fuppofera  / — x=y;  d'où  l'on  déduira/ — y^ssxi 
on  fubftituera/ — y  &;  (es  puifTances,  à  la  place  de  x  &  des 
puûTances  de  x  y  dans  la  propofée 

x3        =  f  —  tffy  -h  yfyy  —f 

—  nxx  =  —  nff-^r  mfy  —  nyy 

-k-pX     =  +pf py 

/  —  'sffy  •+■  yfyy  -/-o, 

—  nff-*-infy-~-nyy 

*-îf—îy 

&  Ton  trouvera  la  transformée ,  dont  les  racines  font  celles 
de  la  propofée,  retranchées  chacune  delà  grandeur/] 

IV.  Pour  trouver  la  transformée,  dont  les  racines  y  foient  celles 

de  la  propofée ,  multipliées  par  la  grandeur  f  . 

\JN  fuppofera  fx=y,  d'où  l'on  déduira  x=%  -,  on  fubfti- 
tuera |&  fes  puifïànces  à  la  place  de  x  ôc  de  fés  puifïances, 
dans  la  propofée  ;  &  l'on  trouvera  -^  —  yjr  ~*-y-  —  q  ==  o. 

Otant  les  fractions,  on  aura  la  transformée  y  -. — nfyy~*-pffy 
— /5^  =  o,  dont  les  racines  font  celles  de  la  propofée ,  mul- 
tipliées par/. 

abrégé  de  la  transformation  précédente. 

POur.  multiplier  les  racines  d'une  équation  par  une  gran- 
deur/, il  faut  iîmplement  changer  l'inconnue  x  en  une  nou- 
velle inconnuej/;  &  fans  toucher  au  premier  terme,  multi- 
plier le  fécond  par  la  grandeur/  le  troifiémepar//  le  qua- 
trième par  /55  &  ainfi  de  fuite. 

V.  Pour  trouver  la  transformée ,  dont  les  racines  y  foient  ceilfs 

de  la  propofée ,  divifées  par  la  grandeur  f. 

0*N  fuppofera  f-=y3  d'où  l'on  déduira  x=:fy  ',  on  fubfti- 
tuera/y  &  {es  puûTances  à  la  place  de  x  &defes  puiflanees 
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dans  la  propofée  ;  èc  l'on  trouvera/3  f  — nffyy  -±-pfy  —  q  =  o  ; 
divifant  l'équation  par  f\  on  aura  la  transformée  yi  —  2jj£ 
■+•  ?£ —  y3  =  o,  dont  les  racines  font  celles  de  la  propofée 
divîfées  par/.  Abr^ 

P  Ou.r  divifer  les  racines  d'une  équation  par  une  grandeur /J 
il  faut  Amplement  changer  l'inconnue  x  en  y  j  &  fans  toucher 
au  premier  terme ,  divifer  le  fécond  par  fr  le  troisième  par  ff> 
le  quatrième  par /'^  6c  aïnfi,  de  fuite. 

yi.  Pour  trouver  une  transformée r,  ^22/  laquelle  les  valeurs  de  y 
[oient  le  s  racine  s  féconde  s  Jroifiéme  s  3&c.  des  racine  s  de  la  propofée. 

(JN  fuppofera  Vx=y,  ou  bien  ^  Ar=y  ,,ôcc.  d'où  l'on  dé- 
duira *■  =//  j,  ou  bien  x=yl ,.  &c.  on  fubftituera  yy3  ou  y  ôc 
les  puiffances  de  j/y  ou  dey,  à  la  place  de  x  &  de  les  puiffan- 
ces, dans  la  propofée  ^  ôcl'on  trouvera  la  transformée  y —  ny* 
^r  pyy — ^  =  o5ou  bien  y9  —  nys -*- py* -^- q  =  o  5  les  valeurs 
«le  j  dans  la  première ,  font  les  racines  quarrées  des  racines 
de  la  propofée  j  les  valeurs  de  y  dans  la  féconde ,  font  les  ra- 
cines troifiémes  des  racines  de  la  propofée. 

Si  la  propofée  étoit  xs — nx*-\-pxx — q  =  o,  ou  bien  x9 

—  nx6-¥-pxl — q  =  o ,  en  fuppofant  pour  la  première  xx=y, 
£c  pour  la  féconde  xl=yy  l'on  trouveroît  la  transformée  y* 

—  nyy  -\-py —  q=o?  dont  les  racines  feroient  les  quarrez 
des  valeurs  de  x  dans  la  première  propofée,  6c  les  cubes  des 
valeurs  de  x  dans  la  féconde. 

P*  ï  I.  Four  trouver  une  transformée  dans  laquelle  les  valeurs 
de  l'inconnue  y  foient  moyennes  proportionnelles  entre  une 
grandeur  connue  f ,  &  les  racines  de  la  propofée.    . 

yj  N  fuppofera  j  =  y/fx }  d'où  l'on  déduira  yy=fx3  Se  x 
c=  y- j  on  fubftituera  cette  valeur  de  x  6c  fes  puiffances  à 
la  place  de  x  6c  de  fes  puiffances  dans  la  propofée  j  6c  l'on 
trouvera  la  transformée^5 —  nfy *  +-.pffyy  —  qfi  =  o ,  dans 
laquelle  les  valeurs  de  y  font  moyennes  proportionnelles 
entre /6c  les  racines  de  la  propofée  x1 —  nxx-hpx — q  =  c. 

VIII.  Pour  trouver  une  transformée  de  manière  que  y.  f  ::  i .  x. 

On  fuppofera  x  =  yî  Se  par  fubftitution  on  trouvera  la 
transformée  p —  nffy  -t- pfyy  —  qy*1  =  o,  6c  par  tranfpofi- 

tion 
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tion  qyi  —pfyy  •+•  nffy  — p  =  o  j  êc  divifant  le  tout  par  q  3 
y —  pfyy+Kffy-f>==-0  *  fera  }a  transformée  qu'on  cherche. 

I JC.  Pour  trouver  la  transformée  de  x5  —  pxx  —  q  =  o ,  qui 
foit  telle  que  les  racines  x  de  la  propofée  [oient  égales  à  celles 
de  la  transformée  plus  ou  moins  une  (grandeur  connue  divifèe  ou 
multipliée  par  les  racines  de  la  transformée,  ou  par  un  multiple 
de  ces  racines. 

I  Ar  exemple 3  pour  trouver  la  transformée  de  x% — p^^Z.  q 

=  o,  qui  foit  telle  que  x  ==/H-  £-,  on  fubftituera y  -h  ^ 
ôc  fon  cube  à  la  place  de  x3  x*y 


—px=z     —fy—" 


z:?  =  z:  f 


-+- 


6c  l'on  trouvera  y     *  *^q  -t-  ■£ 


7^  =  °j 

multipliant  le  tout  par  y5,  l'on  auray  H^  ^y5H-  ^s=  o,  pour 
la  transformée  qu'on  cherche.  Cette  transformée  n'eft  que 
du  fécond  degré. 

Si  la  propofée  étoit  *3-t-^*+^  =  o,  on  fuppoferoit  at==^ 
—  -0,  Se  l'on  trouveroit  la  transformée  y  +•  qyl —  g  =  o. 

R   e    marque. 

C^<  E  t  t  e  dernière  transformation  fert  à  réduire  toutes  les 
équations  dit  troisième  degré  qui  n'ont  point  le  fécond  ter- 
me à  une  transformée  du  fécond  degré. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  dey  dans  la  transformée, 
on  fubftituera  cette  valeur  dans  l'équation  x=y  :+!&»  ôc 
l'on  aura  la  valeur  de  xi  c'eft-à-dire^  l'on  connoîtra  une  des 
racines  de  la  propofée.  • 

XJC.  Pour  trouver  une  transformée  dont  les  racines  ayent  tel 

raport  qu'on  voudra  avec  celles  de  la  propofée  y 

par  exemple  3MÎui  de  £  à  g* 

O  N  fuppofera/*.  g:: y.  x3  d'où  l'on  déduira  x  =  y"*  on 
fubftituera  cette  valeur  &:  fes  puifTances  à  la  place  de  x  &:  de 
fes  puiflances  dans  la  propofée  x*  —  nxx-\-px  — ^  =  Ojôc 

l'on  trouvera  la  transformée  y  -—  w-£p-  -t-^  —  f\\  =  o3 
qui  eft  celle  qu'on  cherchoit. 

Tome  /,  L 
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Dêmonftration  du  Problème. 

P  O  u  R  démontrer  ce  Problême ,  il  ne  faut  faire  attention 
qu'aux  équations  iimples  dont  une  équation  compofée  eft 
le  produit. 

Soient  x  -^-a  =  o.  x  —  b  =  o  ,  les  équations  fimples  de 
l'équation  compofée  xx  — -  ax  -+-  ab  =  o ,  qu'on  veut  trans- 
former. —  bx. 

Il  eft  évident  que  les  équations  (Impies  de  la  transformée  , 
dont  les  racines  feront  les  racines  de  la  propofée,  augmen- 
tées de  /,  feront  y  — fi*—  a  =  o.  y  —  f —  b  =  o  3  car  la 
première  donne  y  =  a  -+-  fi  la  féconde  donne y=zb-+-f. 

Les  équations  (impies  delà  transformée,  dont  les  racines 
feront  celles  delà  propofée,  diminuées  de/,  feront j/ h-/ — a 
z==  o.  j/-5-/ —  b  =  o  3  car  la  première  donne  y  =  ^  — /"j  la 
féconde  donne  y  =  b  — f. 

Il  en  eft  de  même  des  autres  transformations. 
Il  eft  auiTi  évident  qu'en  fubftituant y — fi  ou  bien  y  ~\- fi 
au  lieu  de  x3  dans  les  équations  Iimples  de  la  propofée  x  —  a 
=  0,  x  —  b  =0,  Ton  aura  après  la  fubftitution,  les  équa- 
tions (impies  de  la  transformée^/ — f — a  =  o,y — f — b 
s=o  3  &c 

Mais  il  efl  clair  qu'en  fubfti tuant  y-~-f3  par  exemple ,  à  la 
>kce  de  xî  &c  le  quarré  de  y  — fi  la  place  de  xx  3  dans 
'équation  xx  —  ax  ■+•  ab  =  o ,  qui  eft  le  produit  des  dm- 

—  bx 

pies  .v  —  <*==o,  x-^-£  =  o,  l'on  a  le  même  produit  qu'on 
auroit  en  multipliant  les  (impies y — f — a  =  oyy — f — b 
=  o  ,  dans  lefquelles  les  fimples  x  —  œ=o ,  x  —  £  =  0, 
ont  été  changées  parla  fubftitution  de  y — /*,  à  la  place 
de  at:  Et  ce  produit  eft  évidemment  l'équation  transformée. 
L'on  a  donc  par  la  méthode  du  Problême ,  la  transformée 
qu'on  cherche. 

Corollaires  ,  qui  fuivent  des  ùuis  premières  transformations. 

Il  fuit  de  cette  dêmonftration,  que  s'il  y  avoitdes  racines 
imaginaires  dans  une  équation,  elles  demeureroient  encore 
imaginaires  dans  fa  transformée. 

I  I. 
37.       Quand  il  y  a  des  racines  pofitives  6c  négatives  dans  l'équa- 


t 
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tion  qu'on  transforme  en  une  autre,  donc  les  racines  fonc 
celles  de  la  propofée,  augmentée  d'une  grandeur  connue  fi 
en  fubftituantj/ — fi  la  place  de  a;  ^  il  eft  évident  qu'il  n'y  a 
que  les  racines  pofitives  qui  foient  augmentées  dans  la  trans- 
formée, &  que  les  négatives  y  font  diminuées  de  la  gran- 
deur f\  car  fi  les  équations  fimples,  dont  la  propofée  eft  le 
produit,  font  x  —  <*s=o,  x-\-b  =  oy  en  fubftituant  y — f 
à  la  place  de  x  dans  ces  équations,  l'on  auraj/ — f — ^r=o, 
y — ^_t-^  =  o,  qui  font  les  équations  fimples,  dont  la  trans- 
formée eft  le  produit  ^  &  il  eft  évident  que  y  — f — a  =  o  , 
donne  y  =  a-*-f  dans  laquelle  la  racine  pofitive  a  eft  aug- 
mentée de  f,  &C  que  y — /-h^  =  o,  donne  y  =. — b  -h/", 
dans  laquelle  la  racine  négative  —  b3  eft  diminuée  de  la 
grandeur  -+-/ 

D'où  il  fuit  que  fi  la  grandeur /eft  égale  à  une  des  raci- 
nes négatives,  cette  racine  devient  égale  à  zéro  j  fon  produit 
par  toutes  les  autres,  qui  fait  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée, devient  par  confequent  égal  à  zéro  j  ôcla  transfor- 
mée peut  s'abanTer  d'un  degré. 

Si  la  grandeur  /furpafle  toutes  les  racines  négatives  de  la 
propofée ,  elles  deviennent  toutes  pofitives  dans  la  trans- 
formée $  de  alors  la  transformée  ne  contenant  que  des  raci- 
nes pofitives ,  tous  ces  termes  ont  alternativement  les  fignês 
H-&  — . 

D'où  l'on  voit  que  fi  tous  les*  termes  de  la  transformée 
ont  alternativement  -+-  &  — ,  on  eft  afiliré  que  la  grandeur/ 
furpafïè  toutes  les  racines  négatives  de  la  propofée  ;  &:  quand 
cette  alternative  eft  interrompue  ,  on  eft  aiïuré  que  f  ne 
furpafle  pas  toutes  les  racines  négatives  de  la  propofée,  puifl 
qu'il  en  refte  quelqu'une  ;  6c  dans  ce  cas /'eft  moindre  que  la 
plus  grande  des  racines  négatives  de  la  propofée. 

Dans  le  cas  où/furpafîe  toutes  les  racines  Négatives  de  la 
propofée,  êc  où  par  confequent  toutes  les  racines  delà  trans- 
formée font  pofîtives ,  il  eft  évident  que  la  plus  petite  des 
racines  de  la  transformée ,  répond  à  la  plus  grande  des  né- 
gatives de  la  propofée,  qui  eft  devenue  pofitive.  Car  le  fur- 
plus  de  la  grandeur /fur  les  racines  négatives  de  la  propo- 
fée, eft  précifément  ce  qui  fait  que  ces  négatives  deviennent 
pofitives  dans  la  transformée  ^  &  le  furplus  de  f  fur  la  plus 
grande  des  racines  négatives  de  la  propofée ,  eft  le  moindre 

L  ij 
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de  tous  j  ainfi  la  moindre  racine  de  la  transformée  eft  celle 

qui  répond  à  la  plus  grande  des  négatives  de  la  propofée. 

D'où  il  eft  évident  que  les  racines  pofitives  de  la  transfor- 
mée ,  moindres  que/3  font  celles  des  racines  négatives  delà 
propofée ,  qui  font  devenues  pofitives  dans  la  transformée. 

Enfin  lorfque/eft  moindre  que  chacune  des  racines  né- 
gatives de  la  propofée ,  ces  racines  demeurent  négatives  dans 
la  transformée. 

III. 

38.  Lorfqu'il  y  a  des  racines  pofitives  8c  négatives  dans  une 
équation,  &c  que  par  la  fubftitution  dej/-j-/'à  la  place  de  x  3 
on  la  transforme  en  une  autre,  dont  les  racines  font  celles 
de  la  propofée,  diminuées  chacune  de  la  grandeur/,  il  eft 
évident  qu'il  n'y  a  que  les  racines  pofitives  qui  foient  dimi- 
nuées de  la  grandeur  f,  6c  que  les  négatives  font  augmen- 
tées de  la  grandeur  f.  Car  fi  les  équations  fimples  de  la  pro- 
pofée font  x — ^  =  0,  x+^  =  o5  en  fubftituant y -+-f  à  la 
place  de  x  dans  ces  équations ,  Ton  aura  y  •+■/ —  a  ;=  o  , 
y  -t-  f-\-  b  =  o  3  qui  font  les  équations  fimples  dont  la  trans- 
formée eft  le  produit ^  6c  il  eft  évident  que^/  -\-  f—œ~  o, 
donne  y=a — f>  dans  laquelle  la  racine  pofitive  a  eft  dimi- 
nuée de  la  grandeur  fi  6c  que  y  h-/'-*-  b  =  o ,  donne  y  = 
—  b  — /,  dans  laquelle  la  racine  négative  eft  augmentée 
(  dans  fa  négation  )  de  la  grandeur  — f. 

D'où  il  fuit  que  fi  /eft  égale  à  une  des  racines  pofitives 
de  la  propofée,  cette  racine  devient  égale  à  zéro  dans  la 
transformée  ^  6c  par  confequent  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée, qui  eft  le  produit  de  cette  racine  égale  à  zéro  par 
toutes  les  autres,  devient  égal  à  zéro  ^  &  l'équation  peut  être 
abaifiee  d'un  degré. 

Si/Yurpafi%  toutes  les  racines  pofitives,  elles  deviennent 
toutes  négatives  dans  la  transformée ,  6c  dans  ce  cas  cous  les 
termes  de  la  transformée  ont  le  figne-K 

Ainfi  l'on  eft  afliiré  que/  furpaffe  toutes  les  racines  pofitives 
de  la  propofée ,  lorfque  tous  les  termes  de  la  transformée 
ont -h  5  mais  Ci  quelqu'un  a  le  figne  — ,  il  refte  dans  la  trans- 
formée quelque  racine  pofitive,  6c  l'on  eft  afTuré  que /eft 
moindre  que  la  plus  grande  racine  pofitive  de  la  propofée  j 
on  fuppofe  que  toutes  les  racines  font  réelles. 
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Quand  tous  les  termes  de  la  transformée  ont  le  figne-n, 
c'eft  à-riire  quand  /furpafTe  toutes  les  racines  pofitives  de  la 
propofée ,  la  plus  petite  des  racines  delà  transformée  répond 
à  la  plus  grande  des  pofitives  de  la  propofée ,  qui  eft  devenue 
négative  dans  la  transformée y  carie  furplu's  de/fur  les  ra- 
cines pofitives  de  la  propofée ,  eft  preçifément  ce  qui  fait  que 
ces  racines  pofitives  deviennent  négatives  dans  la  transfor- 
mée, 6c  le  furplus  de /fur  la  plus  grande  des  racines  pofiti- 
ves de  la  propofée ,  efl  le  moindre  de  tous. 

D'où  il  eft  évident  que  les  racines  négatives  de  la  trans-' 
formée  moindres  que/,  font  celles  des  racines  pofitives  de  la 
propofée,  qui  font  devenues  négatives  dans  la  transformée. 

Enfin  quand /eft  moindre  que  chacune  des  racines  pofi- 
tives de  la  propofée ,  ces  racines  demeureront  pofitives  dans 
la  transformée. 

IV. 
30.  Si  on  fubftitue  une  grandeur  connue  négative  — /dans 
une  équation  x1  —  nxx-t-px  —  ^  =  0,  à  la  place  de  l'incon- 
nue x9  la  fomme  des  produits  qu'on  aura  après  la  fubftitu- 
tion,  qui  eft  — p —  nff — pf — q  3  eft  évidemment  le  der- 
nier terme  tout  connu  de  la  transformée,  qu'on  trouveroit 
en  fubftituant  dans  la  propofée  y — /à  la  place  de  l'incon- 
nue x j  dans  laquelle  transformée  les  racines  pofitives  de  la 
propofée  feroient  augmentées  delà  grandeur/,  &.  les  néga- 
tives diminuées  de  la  même  grandeur  /. 

Et  fi  l'on  fubftitue  une  grandeur  connue  pofitive  -h/  dans 
une  équation  x?  — nxx~+-px — q=.o  ,  à  la  place  de  l'incon- 
nue x3  la  fomme  des  produits  qu'on  aura  après  la  fubftitu- 
tion,  qui  eft  /5 —  nff-*-jjf — q ,  eft  évidemment  le  dernier 
terme  tout  connu  de  la  transformée,  qu'on  trouveroit  en 
fubftituant  dans  la  propofée  y  -+-  f  à  la  place  de  x  -,  dans 
laquelle  transformée  les  racines  pofitives  de  la  propofée  fe- 
roient diminuées  de  la  grandeur/,  8c les  négatives  augmen- 
tées de  la  même  grandeur/ 

Il  n'y  a  qu'à  faire  les  opérations  de  la  première  &  de  la 
féconde  transformation ,  pour  en  voir  la  démonftration. 

V. 
4°-       Dans  la  transformée  qu'on  trouve  en  fubftituant  une  gran- 
deur connue  moins  une  nouvelle  inconnue  comme/ — y 3  à 
la  place  de  l'inconnue  x  de  la  propofée ,  les  racines  pofitives 
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de  la  propofée  deviennent  négatives,  mais  chacune  eft  dimi- 
nuée de  la  grandeur  pofîtive/  &;  les  racines  négatives  devien- 
nent pofitives,  mais  chacune  eft  augmentée  delà  grandeur/ 
Car  foient ,  par  exemple,  x —  ^  =  o,  x+ï  =  o3  les 
équations  fîmples  de  la  propofée  j  en  fubftituant  / — y  dans 
ces  équations ,  l'on  a  les  équations  fimples  de  la  transformée 
f —  a  — y  -££|  o ,  /*+-  b  — y  =  o  j  la  première  donne  y  = 
—  a->rf3  où  Ton  voit  que  la  racine  a  3  qui  étoit  pofîtive  dans 
x  —  ^  =  o,  ou  bien  x  =  a3  eft  devenue  négative,  mais 
diminuée  de  la  pofîtive  •+-/:  la  féconde  donne  y  =  b  -4-'/, 
où  la  racine  ^  qui  étoit  négative  dans  x  h-£  =  o,  ou  bien 
x  =  —  £,  eft  devenue  pofîtive,  mais  augmentée  de  -+-/ 

D'où  il  fuit  que  fi  la  grandeur  /eft  égale  à  une  ùqs  racines 
pofitives  de  la  propofée,  cette  racine  devient  égale  à  zéro  , 
&;  par  confequent  le  dernier  terme  de  la  transformée  eft 
zéro ,  &  l'équation  peut  s'abaifTer  d'un  degré. 

Si  la  grandeur  /fùrpafTe  toutes  les  racines  pofitives  de  la 
propofée  ,  elles  deviennent  encore  toutes  pofitives  dans  la 
transformée ,  puifque  l'excès  de /fur  chacune  de  ces  racines, 
eft  une  grandeur  pofîtive  dans  les  équations  fimples  de  la 
transformée  j  dans  ce  cas  toutes  les  racines  de  la  transformée 
font  pofitives ,  &:  tous  Ces  termes  ont  alternativement  -+-  èc  — . 

Si  la  grandeur /eft  moindre  que  toutes  les  racines  pofiti- 
ves de  la  propofée ,  elles  deviennent  négatives  dans  la  trans- 
formée. 

R.    E     M     A     K    Q^V    E. 

Jq,N  fubftituant/ — y==x  3  à  la  place  de  x3  dans  x — ^  =  o, 
#-+-£  =  0,  l'inconnue  y  eft  négative  dans  les  équations  fim- 
ples / —  a — j/:=o,  /-+-  b — y  t=  o  de  la  transformée-, 
ce  qui  eft  caufe  que  le  premier  terme  de  la  tranformée  eft 
négatif  dans  les  équations  des  degrez  impairs,  c'eft-à-dire 
du  troifléme,  cinquième,  &c. 

Il  eft  facile  de  rendre  l'inconnue^  pofîtive  dans  les  équa- 
tions fîmples  de  la  transformée ^  car  puifque/ — a — y=oy 
Stf-î-b — ^/=o,  par  tranfpofîtion  l'on  aura  y-t-a — /=o, 
y —  b — /=oj  et  les  valeurs  dey  feront  les  mêmes  qu'elles 
étoient  avant  la  tranfpofîtion  >  puifque  y->t-a — /=  o  , 
donne  y= — ^-J-/j,  auffi  bien  que  / — a — j/  =  Oj  ècy  —  b 
— /=  o ,  donne  y  =  b  •+■/,  aufîi  bien  que  /-h  b  — y  3?  o  5 
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&  par  cetfte  tranfpofition ,  le  premier  terme  de  la  transformée 
fera  toujours  pofitif  dans  les  équations  des  devrez  impairs.  Il 
fuffira  dans  la  pratique  ,  après  avoir  trouvé  la  transformée 
par  la  fubftitution  de/ — y3  au  lieu  de  x  3  dans  la  propofée, 
de  tranfpofer  le  premier  membre  de  la  transformée  des  de- 
grez  impairs  dans  le  fécond,  èc  zéro  qui  e(t  dans  le  fécond, 
dans  le  premier  3  ce  qui  fe  fait  en  changeant  les  fignes  de  tous 
les  termes. 


SECTION     IV. 

Oti  Von  explique  plu  fleurs  ufciges  des  transformations 
qui  fervent  à,  préparer  les  équations  compofées. 

PROBLEME'II. 

OTER  le  fécond  terme  d'une  équation  compofèe 3  c'efi-a-dire  ,1 
la  transformer  en  une  autre  qui  ri  ait  pas  de  fécond  terme. 

IL  faut  fuppofer  l'inconnue  x  de  la  propofée ,  égale  à  une 
nouvelle  inconnue y3  plus  ou  moins  le  coefficient  du  fécond 
terme  de  la  propofée ,  divifé  par  le  nombre  qui  exprime  le 
degré  de  l'équation  propofée  ^  c'eft-â-dire  par  2 ,  fi  elle  efb 
du  fécond  degré 5  par  3,  fi  elle  eft  du  troifiéme  j  plus,  fi  le 
fécond  terme  de  la  propofée  a  le  ligne  —  -y  &c  moins ,  s'il  a 
le  figne  -k 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x  3  ôcfes  puifîances,  à  la 
place  de  x  &  de  fes  puifTances ,  dans  la  propofée  ;  £c  l'on 
aura  la  transformée,  où  le  fécond  terme  manque. 

Exemple      I. 

rOuR  ô  ter  le  fécond  terme  de  xx  —  »at-+-/  =  o,  on  fup- 
pofera  x  =y  +  f:j  on  fubfti tuera  dans  la  propofée  /-»-•?,.& 
ion  quarré,  à  la  place  de  x,  xx, 

xx  =yy  -\-ny  -\-~ 
— -nx  =  — ny — -~ 
+  p    =  -*-p. 


.&  Ton  trouvera  cette  yy      *  —  " 

transformée ,  qui  n'a  4-  /. 

pas.de  fécond  terme. 
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r   e    m   a   k  q^  u   e. 

j[  O  u  t  e  s  les  équations  du  fécond  degré  peuvent  être 
réfolues  par  ce  Problême  j  car  par  tranfpofkion ,  l'on  aura 
yy=~  — p  j  àc  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre 
on  aura^'=  Vf  — p;  &;  fubftituant  cette  valeur  de  y  dans 

x  =y-+-  I,  l'on  aura  x  =  \  ■+■  V^  —p3  qui  eft  une  racine 
de  la  propofée. 

Exemple      II. 

M?  O  u  R  ôter  le  fécond  terme  de  *-+•  nxx  — px  —  q  =  oy 
bn  fuppofera  x  =y  —  ~  j  on  fubftituera  dans  la  propofée 
y  —  f ,  &.  fes  puhTances  à  la  place  de  x  &:  de  ks  puiflances^ 

x*     ==/  —  nyy+n-f   —  £ 

-H  watat  =     H-  nyy  —  %-~  ■+-    ^ 

— px  s=»  —  îy    "*"   ^ 


,1  *     -  w»>  ,      1»? 


&  Ton  trouvera  cette  jf  r 

transformée  ,  qui  n'a  — py 

pas  de  fécond  terme.  —  q 

Si  l'on  trouve  la  valeur  de  y  dans  la  transformée }  en  la 
fubftituant  dans  x  =_j/ —  ~ ,  l'on  aura  la  valeur  de  a:  j  c'eft- 
à-dire,  l'on  aura  une  racine  de  la  propofée. 

La  démonftration  de  ce  Problême  eft  évidente-,  fî  l'on 
fait  attention  dans  le  dernier  exemple,  que  le  fécond  terme 
de  la  troifiéme  puirTance  de  y  —  | ,  eft  —  nyy  s  que  -»-  nxx 
donne,  après  la  fubftitution,  -\-nyy,  &c.  que  ces  deux  gran- 
deurs font  feules  le  fécond  terme  de  la  transformée,  &  qu'elles 
fe  détruifent  toujours  par  des  lignes  contraires ,  pareeque  Ton 
fuppofe  toujours  x=y — -f ,  quand  il  y  a  dans  la  propofée 
•+■  nxx  ;  &  x  =y  -+--f ,  quand  il  y  a  dans  la  propofée  — nxx. 

Il  eft  facile  d'appliquer  ce  raifonnement  aux  équations  de 
tous  les  degrez. 

Si  on  veut  le  voir  fur  un  exemple  gênerai ,  on  fe  fervira 
de  *m  -J2  nxm~l,  pour  repréfenter  les  deux  premiers  termes 
des  équations  de  tous  les  degrez  :  Il  fuffit  de  confiderer  les 
deux  premiers  termes  dans  ce  Problème  :  m  fera  égal  à  i 

dans 
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dans  les  équations  du  fécond  degré  •  m  fera  égal  à  3  dans 
celles  du  troifiéme  degré  ,  &c,  En  fuppofant  x  =y  Jjl  § , 
les  deux  premiers  termes  dey  +.  £,  élevée  à  la  puifïànce  m3 
feront  /"  Ç  0/^  •  ±  nxm~\  fera  égal  à  +■  bj^t1,  &c.  Il  eft 

évident  que  IjZ  tz/"-1  ■+-  nym~\  qui  ^ont  ^es  feules  grandeurs 
qui  font  le  fécond  terme  de  la  transformée ,  fe  détruifent 
par  des  lignes  contraires. 

Remarque. 

\JN  peut  auffi  ôter  le  fécond  terme  d'une  équation,  en  fup- 
pofant ,  pour  les  équations  du  fécond  degré,  x  =  f  — y'y 
quand  le  fécond  terme  de  la  propofée  a  — ,  &  en  fuppofant 
x  = —  \ — y ,  quand  le  fécond  terme  a  -h  3  en  fuppofant 
pour  le  troifiéme  degré  x  ==,.|  — y3  quand  le  fécond  terme 
de  la  propofée  a  — ,  ■&  x  =  — f  —  y>  quand  il  a  r+-,  &c. 
&  faifant  enfuite  la  fubftitiition. 

On  peut  encore  ôter  le  fécond  terme  d'une  équation ,  en 
fuppofant ,  pour  le  fécond  degré  ,  x  =  f  —  f  •>  quand  le 
fécond  terme  de  la  propofée  a  -4-  $  en  fuppofant  at ==  |  -H  f , 
quand  il  a  —  3  en  fuppofant  pour  le  troifiéme  degré  #  =  ^ 

—  j  ,  quand  le  fécond  terme  de  la  propofée  a  -h  ,  èc  x 
.==  ^  -4-  f- ,  quand  il  a — ,  &c.  6c  faifant  enfuite  la  fubftitution. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y  dans  la  transfor- 
mée ,  en  la  fubftituant  dans  l'équation  fimple  fuppofée  x  ==rf 
— y,  &c.  ou  a;=  j  —  f ,  &c.  on  aura  la  valeur  de  x. 

Si  le  premier  terme  de  l'équation  avoit  un  coëficient  dif- 
férent de  l'unité,  comme  dans  l'équation  ax"  —  nxx-+-px 

—  ^  =  0,  on  pourroit  en  faire  évanouir  le  fécond  terme,  en 
fuppofant  x  =  7  -+-  fa ,  car  on  auroit 

—  nxX=  -.^yy—^y  —  £- 

+  px     =  +7/+fj 

— ?    —  .   —  * 


i 
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Cette  transformée  n'a  pas  de  fécond  terme  ;  multipliant 
toutes  les  grandeurs  par  aa3  on  auroit 
/  —  \nny  —  ^5  =  o.. 
H-  ^gy     -*-  f  np 
— —  <2<^ 
dans  laquelle  le  premier  terme  n'a  pas  d^autre  coefficient: 
que  l'unité. 

Si  Péquation  étoit  du  fécond  degré  comme  axx  — -nx-i-p 
=  o ,  il  fau droit  fuppofér  x  =  -  •+•  ~. 

Si  elle  étoit  du  quatrième,  comme  ax* —  nx*-{-8cc.  ilfau- 
droit  fuppofér  x-=z .+.  j*  ;  &c  ainfi  des  autres. 

PROBLEME    III, 

*  R  0  U  VE R  par  A.nalyfe  quelle  doit  être  la  grandeur  propre 
à  bter  le  fécond  terme  d'une  équation  3  par  exemple  de  x5  ■+•  nxx 
-+■  px  —  q  =  o. 

J  E  fuppofe  que  cette  grandeur  inconnue  eft  3^,  ainfi  je  fup- 
pofe  x=y  —  z^  lorfque  le  fécond  terme  de  la  propofée  a  h-, 
êcxz=y-\-z^3  lorfqu'il  a  —  :Je  fubftitue^  —  ^&  fès  puiflan- 
ces ,  à  la  place  de  x  6c  de  fes  puillances 

x\     =y* —  "hzyy-\-h*&y — 4 
•+-nxx  =     •+-  nyy  — inzy-t-n^ 
•+-  px     =  •+-  py     — pz^ 

y*—}zyy  -h  %&y  —  4  =  °- 
èc  je  trouve  cette     .+-  nyy  —  mzy  •+-  n%$^ 
transformée.  -+-  py     — pz^ 

—  q 
Je  fuppofe  fon  fécond  terme  —  $zyy  •+•  nyy  =  o ,  ce  qui  me 
donne  72  =  3^  &  -}  =  zi;  cela  me  fait  voir  que  ~  eft  la  gran- 
deur, qui  étant  fubftituée  dans  x  ==y  —  2^,  à  la  place  de  ^, 
me  donnera  x  =  y  — -f,  qui  eft  propre  à  faire  évanouir  le 
fécond  terme,  en  îiibftituant  y  — ^  &  fes  puifîànces  dans  la 
propofée  à  la  place  de  x  &  de  fes  puillances. 

'  Pour  réfoudre  le  Problème  d'une  manière  générale,  on 
fuppofera  que  xm  H^  nxm~\  repréfentent  les  deux  premiers 
termes  de  toutes  les  équations,  m  =  1  dans  le  fécond  degré, 
w=3  dans  le  troiiléine,  &c.  On  fuppofera  .v  =y  ~j-  z->  & 
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Ton  aura  les  deux  premiers  termes  de  x  =y  ZfZ.  ^,  élevez  à 
la  puifTance  m,  xm=ym  ^mzym~\  &c. 
L'on  aura  auffi  ±nxm~l=-jr-  nym~\  &c. 
L'on  fuppofera  le  fécond  terme  de  la  transformée  ZfZ  wn/m_I 
+■  «y111-1  =  o ,.  &:  l'on  aura  ±  ^=  H^  ^  •  ce  qui  fait  voir 
que  pour  ôter  le  fécond  terme,  il  faut  fuppofer  x  =  y  ZjZ  g, 
&  faire  enfuire  la  fubftitution. 

COROLLAIRE      I. 

41'  S I  l'on  vouloir  faire  évanouir  le  troifiéme  terme  de  la  pro- 
pofée  a:3 -t- nxx -+-px  —  ^  =  o,  &  non  pas  le  fécond '3  on  fe 
lerviroit  de  la  même  méthode ,  &  l'on  fuppoferoit  le  troi- 
fiéme terme  de  la  transformée  iz&y —  mzy  +^  =  05  ce 
qui  donnerait  l'équation  du  fécond  degré  2^ — fnz^hjp 
=  o ,  laquelle  étant  réfolue ,  donneroit  la  valeur  de  ^ —  -î-  n 
-*-Vjnn  —  jp.  Subftituant  cette  valeur  de  ^dans  *==# — ^ 
Ton  auroit  x  =y — \n  —  V~nn  —  \p.  Subftituant  cette  va- 
leur de  x  Se  fes  puiflances  dans  la  propofée,  à  la  place  de  x  ÔC 
de  fes  puifTances ,  on  auroit  une  transformée,  qui  n'auroitpas 
de  troiiîéme  terme. 

Remarque. 

43-  C^Ette  méthode  ne  peut  pas  fervir  à  faire  évanouir  le 
quatrième  terme,  ni  les  autres  fuivans,  pareeque  l'équation 
qu'elle  donneroit  pour  faire  trouver  la  valeur  de  ^  propre 
à  faire  évanouir  le  quatrième  terme,  feroit  du  troifiéme  de- 
gré $  celle  qu'elle  donneroit  pour  faire  trouver  la  valeur  de  ^ 
propre  à  faire  évanouir  le  cinquième  terme ,  feroit  du  qua- 
trième degré  -,  &  ainfî  de  fuite  :  Et  l'on  n'enfeignera  que  dans 
la  fuite  la  manière  de  réfoudre  ces  équations. 

Corollaire      II. 

I  j  A  même  méthode  peut  encore  fervir  à  faire  en  forte  que 
le  coëficient  du  fécond  terme,  ou  celui  du  troifiéme  terme 
de  la  propofée,  foit  une  grandeur  donnée  a>  en  fupp^fant 
le  coëficient  du  fécond  terme  de  la  transformée  ,  qui  eft 
—  3  Kr*~ n  ==  a  i  ou  bien  celui  du  troifiéme  terme  ,  qui  eft 

Il  faut  enfuite  trouver  la  valeur  de  ^dans  Tune  ou  l'autre 
de  ces  deux  équations  ?  de  fubftituer  cette  valeur  de  ^prife 

Mij 
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dans  la  première,  fi  Ton  veut  que  a  foit  le  coëfîcient  du  fé- 
cond terme  -,  &  prife  dans  la  féconde,  a*  l'on  veut  que  a  foit 
le  coëfîcient  du  troifiéme  terme:  il  faut,  dis-je,  fubftituer 
cette  valeur  de  ^daiis  l'équation  x=^y —  z^  &  enfuite  fub- 
ftituer cette  valeur  de  x  dans  la  propofée  j  ôc  l'on  aura  une 
transformée  qui  aura  la  grandeur  a  pour  coëfîcient  de  fon 
fécond  ,  ou  bien  de  fon  troifiéme  terme. 

PROBLÊME      IV. 

44-  LORS QfU E  tous  les  termes  moyens 3  ou  feulement  quelques- 
uns  manquent  dans  une  équation  _,  comme  dans  x5  —  q  =  o ,  ou 
x3 —  nxx  —  q  =  o ,  la  transformer enune  autre  3  où  Une  manque 
aucun  terme  3  &  qui  foit  même 3  fi  l'on  veut3plm  élevée  d'un  degré. 

J.L  faut  fuppofer  x=^/— oin-^j  la  lettre  a  marque  une 
grandeur  connue  telle  qu'on  voudra.  Il  faut  fubftituer  y — 
ou-h^,  à  la  place  de  x  dans  la  propofée,  &;  l'on  aura  une 
transformée  qui  aura  tous  fes  termes. 

Si  l'on  veut  que  la  transformée  foit  plus  élevée  d'un  degré 
que  la  propofée,  on  multipliera  la  propofée  par  x >  &  l'on 
fubfticuera  dans  x4  —  qx  =  o ,  y  —  ou+^,  à  la  place  de  x  > 
èc  la  quatrième  puiftance  de  y  —  ou  -h  a  3  à  la  place  de  x*5 
&l'on  aura  la  transformée  qu'on  demande. 

PROBLÈME      V. 

45.  QjJ  A1ST D  une  équation  compoféc  contient  des  racines  négati- 
ves 3  ou  feules  3  ou  mêlées  avec  des  pofîtives 3  la  transformer  en  une 
autre  qui  nait  que  des  racines  pofitives  j  cefl-a-dire 3  quand  torts 
les  tenues  d'une  équation  compoféc  n'ont  pas  alternativement  -+• 
&  — ,  la  transformer  en  une  autre  3  dont  tous  les  termes  aycnt 
alternativement  •+-  &  — . 

Premier      Cas. 

C>I  *ous  les  termes  de  la  propofée  ont -4-,  en  changeant  tous 
les  (ignés  des  termes  pairs,  c'eft-à-dire  du  fécond  ,  quatriè- 
me, fixiéme,  &c.fans  toucher  aux  autres,  tous  les  termes  au- 
ront alternativement  -t-&  — ,  6c  toutes  les  racines  qui  etoient 
30.  négatives  feront  changées  en  pofitives.*  Ce  cas  n'a  aucune 
difficulté. 
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Second       Cas. 

S'I  l  y  a  des  racines  pofitivesôc  négatives  dans  la  propofée.; 
on  prendra  le  plus  grand  coëficient  négatif,  &;  après  l'avoir 
rendu  pofîtif,  on  lui  ajoutera  l'unité,  &:  l'on  fuppofera  ce 
coëficient  plus  l'unité  ,  confideré  comme  une  feule  grandeur, 
moins  une  nouvelle  inconnue  y ,  égal  à  l'inconnue  x  de  la 
propofée, 

On  fubflituera  dans  la  propofée  cette  valeur  de  x3  8c  Ces 
puiiTances ,  à  la  place  de  x  de  de  fes  puifTances$  &;  l'on  trou- 
vera une  transformée,  dont  tous  les  termes  auront  alternati- 
vement -h  èc  — . 

Exemple     I. 

1  Ou  r  trouver  la  transformée  de  xx — ix —  3=0,  qui 
ait  les  fignes  alternatifs  ■+•  6c  —  ,  on  prendra  le  plus  grand 
coëficient  négatif —  3  de  la  propofée ,  &  après  l'avoir  rendu 
pofîtif ,  on  lui  ajoutera  l'unité  ,  &  Ton  aura  -t-  4.;  on  fuppo- 
fera 4 — y  z=x  j  on  fubflituera  4  — y,  &  le  quarré  de  4  — y 
dans  la  propofée ,  à  la  place  de  x ,  ôc  de  xx  s  &  l'on  aura  la 
transformée  0=5  —  6y  -+-yy  3  dans  laquelle  les  fignes  -h 
&  —  font  alternatifs. 

Exemple      IL 

O  O  1  t  la  propofée  x —  ixx-*rj,x-\-6  =  o  5  pour  la  trans- 
former en  une  autre  ,  dont  tous  les  termes  ayent  alternative- 
ment-h  &  — ,  on  prendra  le  plus  grand  coëficient  négatif 
—  2 ,  qu'on  rendra  pofîtif  $  on  lui  ajoutera  l'unité,  &;  l'on 
aura  -t-  3  .  On  fuppofera  3  — y  =#,  &  on  fubflituera  3  — y 
dans  la  propofée,  à  la  place  de  x3 

x*       =  -t-  27  —  2  jy  -H  yyy  — y 
—  ixx  =  —  1  8  -+-  1  ly——  zyy 
-+-  3  .v     =  -+-  9    —  3 y 

èc  l'on  trouvera  -+-6==  -+-6 ' 


la  transformée  h       o  —       -1-24  —  1 8y  ■+-  77/  —  y 
&;  par  tranfpofition  Ton  aura  y  —  yyy  -+-  i8y  —  24  =  0,  où 
tous   les   termes  ont   alternativement  -+-  èc  — .  Quand  on 
aura  la  valeur  de  y  3  en  la  fubftituant  dans  3  — y  =  x  3  on 
aura  celle  de  x. 

M  iij 
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Préparation  four  la  démonftration. 
pOuR  rendre  la  démonftration  plus  facile,  on  prendra 
un  exemple  feulement  du  troifiéme  degré ,  2c  Ton  pourra 
appliquer  à  tous  les  degrez  ce  que  l'on  dira  du  troisième. 

On  le  prendra  Algébrique,  c'eft-à-dire  littéral ,  pour  ren- 
dre la  démonftration  générale.  Enfin  on  fuppofera  tous  les 
coëficiens  négatifs .  la  démonftration  de  ce  cas  contenant 
celle  de  tous  les  autres  3  ôc  Ton  fuppofera  premièrement  que 
le  coëfîcient  du  fécond  terme  eft  le  plus  grand  3  enfuite  que 
c'eft  le  coëfîcient  du  troifiéme  ,  &  ainfî  de  fuite,  afin  qu'on 
puifïè  voir  tous  les  cas  dans  un  feul  exemple. 

Soit  l'équation  x3  — nxx — px  —  q  =  o ,  qu'il  faut  trans- 
former en  une  autre,  dont  tous  les  termes  ayent  alternati- 
vement +  &;  — . 

!  o#  s0jt  —  n  ie  p}us  grand  coëfîcient  négatif;  l'ayant  rendu 

pofîtif,  6c  augmenté  de  l'unité,  l'on  aura  «-+-1.  On  regarde 
8+1  comme  une  feule  grandeur,  &;  c'eft  ce  qu'on  marque 
par  la  ligne  qui  eft  fur  #  +  1.  Il  faut  fuppofer  n  +  1  — y  =  x> 
&  par  la  fubftitution,  on  trouvera  la  transformée  fuivante, 

î  *■  , 

x'      =  72+1         —  3XK+1  j/  +  3  xB+ijj/  — y 


—  nxx—=— —   »xk+i    +  in  x  n-+>  1  y  —  n  xyy 

—  -px  =  —   px  n  -¥■  1  +  p  x  y 

—1     =  —   1  ,       (y 

i°.  Soit —   p  le  plus  grand  coëfîcient  négatif  -y  ainfi  il  faut 

fuppofer  p  +  1  — y  =  x3  ôepar  la  fubftitution  on  trouvera 

la  transformée  fuivante , 

i  x  . 

x       =         p-*-1         —  3   x/+i  j+3x  />  +  ï  yy  —  y3 

; Z  « 

—  nxx  =  —  n  x  p  +  1  -*-mxp-+-iy — n  x  yy 

—  px    = — pxp-t-i   -+-pxy 

•—4     =  — ? 

3°.  Soit  — q  le  plus  grand  coëfîcient  négatif,  il  faut  fup- 
pofer q-\-  1  —  y  =  x ,  Se  par  la  fubftitution  on  trouvera  la 
transformée  fuivante, 


■3 


*    =     f-*-i     —  3^+1^  +  3x^+1//  — y 


—  nxx  =  —   kx^+i   +2»x^+i^  —  n  x  yy 

—  px    =  —  p  x  ^  +  i    -\-f  x  y 
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Il  faut  démontrer  que  dans  les  trois  fuppofitions  précéden- 
tes, les  ternies  de  la  transformée  ont  alternativement  -+-  & — } 
il  fuffira  de  le  démontrer  dans  la  feule  première  fuppolîtion  , 
"ou — -n  eft  fuppofé  le  plus  grand  coëficientnégatif,la  même  dé- 
monftration  pouvant  aifément  être  appliquée  auxdeux  autres. 

Démonftration  du  cinquième  Problème. 

I L  eft  évident  que  tous  les  termes  de  la  plus  haute  puiflance 
de  «-4-T  — -y3  ont  alternativement  h-  & — .  C'eft  la  même 
chofe  des  autres  puiflances  de  n  -+-  i  — y,  mais  il  fufîît  de 
faire  attention  aux  termes  de  la  plus  haute  puiiîance. 

Il  eft  de  même  évident  que  chaque  terme  de  la  plus  haute 
puiflance  de  n  ■+■  1  — j/,  fait  une  partie  du  terme  correfpon- 
dant  de  la  transformée  -,  c'eft-à-dire  le  terme  tout  connu  de 
la  plus  haute  puiiîance  de  n-\-i — j/^fait  une  partie  du  terme 
tout  connu  de  la  transformée  ,  le  terme  de  la  plus  haute 
puiiîance  de  n-+- 1  — y,  qui  contient  y  linéaire ,  fait  une  par- 
tie du  terme  de  la  transformée ,  où  y  eft  linéaire  ^  &:  ainiî 
des  autres.  Or  chaque  terme  de  la  plus  haute  puiflance  de 
»+i  — -y 3  eft  lui  feul  plus  grand  que  les  autres  grandeurs 
du  même  terme  de  la  transformée,  qui  pourroient  avoir 
des  lignes  contraires  à  fon  flgne ,  comme  on  le  va  démon- 
trer.  Par  confequent  chaque  terme  de  la  transformée  a  le 
même  figne  que  le  terme  de  la  plus  haute  puiflance  de  n-\- 1 
— y  3  qui  fe  trouve  dans  ce  même  terme  de  la  transformée. 

Car,  i°.  dans  le  terme  tout  connu  de  la  transformée,  n-\-  1 
furpafleles  autres  grandeurs  qui  ont  un  flgne  contraire  dans 
le  même  terme  ;  ce  qu'on  verra  clairement  en  remarquant 
que  n "■+■  1 5  =  n ■+■  1  x  «-+-1%  d'où,  ôtant  — n  x  n-h  i\  il  eft 
évident  que  le  refte  ne  fçauroit  être  moindre  que  +  «+1* 
s=ra-t-i  x  n^r  1  j  d'où  ôtant  — p  x  72 -v-  1,  le  refte  ne  fçauroit 
être  moindre  que  •+-  »-h  i  ,  puifque  p  eft  fuppofé  moindre 
que  ni  ôtant  de  ce  refte  pofitif  la  grandeur  — q3  qui  eft 
moindre  que  n3  il  eft  évident  qu'il  y  aura  un  refte  pofitif. 

20.  Dans  le  terme  fuivant,  on  verra  de  même  que  — 3 
x  n  -+-  i  j/,  furpafle  les  autres  grandeurs  -h  m  x  n-\-£/-t-pxy3 
qui  ont  des  Agnes  contraires ,  en  concevant —  3  x  n-i-  1  y 
5=  —  3  x  a+ix»  +  ij/;caren  ôtant -+-z#  x  »-h  ly  de  —  3 
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x  n-¥- 1  x  #-*-  i  ^  il  eft  clair  que  le  refte  ne  fçauroit  être 
moindre  que  —  n-\-  i  y  3  d'où  ôcant  -\-  p  Xy3  il  doit  refter 
une  grandeur  négative,  p  étant  fuppofé  moindre  que  n. 

3°.  Il  eft  évident  que  dans  le  terme  fuivan^-*-  3  x  n-±-  1  yy 
iurpafle  — nxyy  j  Donc  chaque  terme  de  la  plus  haute  puifl 
fance  de  #-t-  1  — y3  furpafle  les  autres  grandeurs  du  même 
terme  de  la  transformée ,  qui  ont  des  fignes  contraires  ;  ainfî 
les  termes  de  la  transformée  ont  les  mêmes  fignes  qu'ont 
les  termes  de  la  plus  haute  puifTance  de  »-+- 1  — y  5  par  con- 
fequent  tous  les  termes  de  la  plus  haute  puifTance  de  s+r 
— y  3  ayant  alternativement  -+-  èc  — ,  tous  les  termes  de  la 
transformée  ont  les  mêmes  fignes  alternatifs  -+-  &;  — .  Ce 
qu'il  faloit  démontrer. 

Il  eft  évident:  que  ce  fera  la  même  démonftration ,  fi — p 
eft  le  plus  grand  eoëficient  négatif  3  ou  fi  c'eft  —  q  ;  èc  qu'elle 
peut  de  plus  s'appliquer  aux  équations  de  tous  les  degrez. 

Corollaires. 
I. 


X  L  eft  clair  que  tous  les  termes  de  chaque  puifTance  de  n-\-  r 
—  y,  ayant  alternativement  -h  & — ,  les  coèficiens  pofitifs 
qui  les  multiplient  3  ne  changent  point  cette  alternative  dans 
les  termes  delà  transformée,  il  n'y  a  que  les  négatifs  $  ainfi 
les  ayant  fuppofez  tous  négatifs,  la  démonftration  convient 
à  tous  les  cas. 

I  I. 

46.  Ça_££  ^a  fappofîtion  de  ?/+i  — y  ==  x ,  la  fubftitution 
de  n-h  1  — y3  à  la  place  de  x  dans  la  propofée ,  change  toutes 

*4o.  les  racines  delà  propofée -y  *  les  négatives  deviennent  pofi- 
tives  dans  la  transformée ,  &  elles  font  même  augmentées 
chacune  de*  la  grandeur  n-h  1  3  les  pofitives  de  la  propofée 
deviennent  négatives  dans  la  transformée ,  mais  elles  font 
diminuées  de  la  grandeur  pofitive  »-+- 1 ,  6c  elles  en  font  tel- 
lement diminuées ,  qu'il  y  a  du  furplus  pofitif  fur  chacune, 
qui  les  rend  encore  pofitives  dans  la  transformée  ^  puifque 
toutes  les  racines  en  font  pofitives,  tous  les  termes  ayant 
alternativement  ■+■  &  — . 

III. 

47.  D'où  il  fuit,  que  puifqu'il  y  a  du  furplus  du  plus  grand 

cociïcient 
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coëficient  négatif  augmenté  de  l'unité  fur  chaque  racine  po- 
sitive de  la  propofée ,  il  faut  que  le  plus  grand  coëficient  né- 
gatif de  la  propofée  ,  rendu  pofîtif  &  augmenté  de  l'unité  , 
iurpafle  toutes  les  racines  poiitives  de  la  propofée. 

IV. 

Si  on  vouloit  trouver  une  grandeur  qui  furpafsât  aufîl  ton- 
tes les  racines  négatives  de  la  propofée ,  il  n'y  auroit  qu'à 
changer  les  fignes  de  tous  les  termes  pairs ,  du  fécond ,  du 
quatrième,  &c.  èc  alors  toutes  les  racines  négatives  étant 
devenues  poiitives  par  ce  changement,  le  plus  grand  coëfi- 
cient  négatif  de  l'équation  ainii  changée,  étant  rendu  pofî- 
tif, &  augmenté  de  l'unité,  furpafïeroit  toutes  les  racines  po- 
iitives de  l'équation  changée,  c'eft-à-dire  toutes  les  racines 
négatives  de  la  propofée. 

V. 

Si  le  premier  terme  d'une  équation  avoit  un  coëficient 
différent  de  l'unité  ,  comme  ixs  —  ixx  +  3x4-6=  o,  il 
faudroit  divifer  le  plus  grand  coëficient  négatif —  2  ,  rendu 
pofîtif  -+-  2 ,  par  le  coëficient  du  premier  terme  qui  efl  2 ,  8c 
ajouter  l'unité  au  quotient  1 ,  ce  qui  fait  2 ,  &:  fuppofer  2  — y 
=  x.  Il  faudroit  enfuite  fubftituer  2  — y ,  de  les  puiflances 
de  2  — y,  à  la  place  de  x  &  des  puiffances  de  x _,  dans  la  pro- 
pofée, &c  l'on  auroit  la  transformée  iy  - — •  1  oyy  -+-  ijy  —  20 
=  o  3  dont  les  termes  ont  alternativement  -+-  &  — . 

La  démonftration  eft  la  même  que  la  précédente  -y  car 
fuppofant  que  la  propofée  eft  ax% — -nxx — px — ^  =  0,  & 
que  n3  par  exemple,  eft  le  plus  grand  coëficient  négatif,  il 
faut  fuppofer  J-+-  1  — y  =  x ,  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe, 
i±4  — y  =  x  ;  &:  fubftituant  n-±l  — y  à  la  place  de  x  dans  la 
propofée,  on  trouvera  la  transformée  fuivante, 

ax    =  h-    2_±£      —  *  x  «+£_  J/+3  x  n^-a  xyy  —  ayl 


■z 


nxx=—    nXn~a  •+-  iKX^jj/  —  nyy 


Se  l'on  démontrera,  comme  l'on  a  fait  ci-deflus,  que  les 
termes  de  cette  transformée  ont  alternativement  -+-  &  ■ — . 
Tome  I,  N 


2  8  Analysée)  km  ontre'e, 

PROBLÈME     VL 

49 .  TR  AN S  J?  ORMMR  une  équation  en  une  autre  qui  ait  ces, 
deux  conditions  5  ï°.  Que  le  coëficient  du  troifième  terme  furpaffe 
le  quarré  de  la  moitié  du  coëficient  du  fécond  terme.  2°.  Que  tous 
les  termes  ayent  alternativement  4-  .&  — . 

SS\.  Descautes  fe  fertde  ce  Problême  pour  préparer  une 

équation  du  fixiéme  degré  à  être  Construite  par  la  Géométrie. 

Soit  l'équation  propofée  x6  —  nx%  —  px*  —  qx  —  rx# 

Pour  trouver  par  Anâlyfe  la  grandeur  propre  à  former  la 
transformée  qu'on  cherche,  foit  cette  grandeur  égale  à  l'in- 
déterminée ^. 

Il  faut  fuppofer  ^ — y  =5», je,  &  fubftituer  dans  la  propo« 
fée ,  ^  — y  &.  fes  puiflances  à  la  place  de  x  Si  de  fes  puiflan- 
ces, 5c  l'on  trouvera  la  transformée  fuivante, 

te'*    s=s       z*    —  ëz*y   4-  *sz*yy  —  zoz'y*    -{-ij-zzy4  —  tfzy*  H- y* 
*—  j#F  —  —  fcz*  4-  ^a^y  —  ronz^y  4-  iowzz/  -—  çwzy*  4-  »/ 

—  p.**  =  —  j5z*  4-  4p2>  —  ispazjy  4-  4-pzy'   —  fy* 

—  qxi  =  ^~  qz*  4-  iqzzy  —  iqzyy     -+-  $yJ 
_  »x»  «s  —  rzz  4—  irzy  —  135JI 
■ —  sx  =  —  sz    -J-  *y 

Il  faut  prendre  la  moitié  du  coëficient  du  fécond  terme 
de  cette  transformée  $  cette  moitié  eft —  3X.~*"tb'  &  °cer 
le  quarré  de  cette  moitié,  qui  eft  92^ — ^nz^-^nn  du  coëfi- 
cient du  troifième  terme ,  qui  eft  -♦-  1  52^ —  5^ — pi  &  l'on 
aura  le  refte  -+-  62^ —  inz^ —  \nn  — p  :  afin  que  ce  refte 
foit  pofitif ,  il  faut  que  4-  é^furpafle  —  inz^ — \nn  — p. 

Pour  trouver  la  valeur  de  ^  qui  foit  telle  que  -+•  (5  5^  fur- 
pafTe —  ms^ —  \  nn — p  ,  il  faut  auparavant  trouver  une 
valeur  de  s^qui  foit  telle,  que  -+-  62^  foit  égale  à  iw^-t-  ^  nn 
4- /s  en  feignant  cette  équation  -h  62;^=  inz^-t-^nn  •+■  p  y 
qui  donne  62^ —  2^2;=:  ^  nn-^p  Divifant  chaque  membre 
par  6,  l'on  aura  2^ — jnz^=-^nn-k- ~p.  Ajoutant  à  chaque 
membre  j-6  nn3  qui  eft  Je  quarré  de  la  moitié  du  coëficient, 
~  n  du  fécond  terme  ,  l'on  aura  2^ —  }  *K.-+-  ±  nn  ■=  ~  nn 
-+-^p}  dont  le  rr  membre  eft  un  quarré  qui  a  pour  fa  racine 
\ —  \n'3  ainfi  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre, 
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on  aura  ^ — \n=.Vj-znn-+-\p3&ya.r  tranfpofïtion  z=~n 
H-v' jinn^-p'j  ce  qui  fait  voir  qu'en  fuppofant  z^=~n 
•j- v7 j-znn -t— ^  3  l'on  auroit  62^=  2»^-+- J »» -t-^. 


Ainfi.  en  prenant  ^  plus  grande  que  -|  K  +  V^^  +  i^ 
le  refte  du  coëficient  du  troiïîéme  terme  de  la  transformée, 
après  en  avoir  ôté  le  quarré  de  la  moitié  du  coëficient  du 
fécond  terme,  ferapolîtif^  lequel  refte  eft  marqué  dans  la 
transformée  par-j-6^ —  inz^ — \nn — p.  L'on  a  donc  déjà 
accompli  une  des  conditions  du  Problême. 

Pour  accomplir  l'autre,  il  faut,  fi  la  valeur  de  ^  qu'on 
vient  de  trouver,  ne  furpafTe  pas  le  plus  grand  coëficient  né- 
gatif de  la  propoféeau  moins  d'une  unité,  augmenter  cette 
valeur  jufqu'à  ce  que  cela  arrive: ce  qui  eft  poffible. 

Enfuite  après  avoir  mis  dans  ^ — y  =  x  3  la  valeur  de  ^ 
plus  grande  i<>.  que  ^ n  •+-  V  7\  nn -+-  f  p  j  20.  plus  grande  au 
moins  d'une  unité  que  le  plus  grand  coëficient  négatif  de  la 
propofée,  il  faut  fubftituer  cette  valeur  moins  y  ^  à  la  place 
de  x  dans  la  propofée  5  6c  l'on  trouvera  une  transformée , 
dont,  i°.le  coëficient  du  troifiéme  terme  furpafTera  le  quarré 
delà  moitié  du  coëficient  du  fécond  terme  -y  20.  dont  les  ter- 
mes auront  alternativement  -+-  6t  — .  Ce  qui  étoit  propofe. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y  dans  la  transformée, 
en  la  fubftituant  dans  ^— y=x ,  comme  auffila  valeur  de  %3 
on  aura  la  valeur  de  l'inconnue  x  5  c'eft-à-dire  on  aura  une 
racine  de  la  propofée. 

PROBLÊME     VIL 

* 

J0«  LORS  QJJ  E  le  premier  terme  d'une  équation  compofèe  a  un 
coëficient  différent  de  l'unité  3  la  transformer  en  une  autre  dont  le 
premier  terme  n'ait  que  l* unité  pour  coëficient. 

JtAr  exemple,  transformer  l'équation  ax%  —  nxx  -\-px 
■*—  #  =  0,  dont  le  premier  terme  a  le  coëficient  a,  en  une 
autre  dont  le  premier  terme  n'ait  que  l'unité  pour  coëficient. 
i°.  Il  faut  fuppofer  l'inconnue  x  de  la  propofée,  égale  à 
une  autre  inconnue  j/_,  divifée  par  le  coëficient  a  du  premier 
terme  de  la  propofée  5  &  l'on  aura  x  =  ^.  i°.  Il  faut  fub- 
ftituer 1 6c  fes  puifTances ,  dans  la  propofée ,  à  la  place  de  # 

N  ij 
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&  de  fes  pmfTancesj  &  l'on  aura  la  transformée^*  — ^ 
4-  Ç'  __  ^  =  o.  30.  H  faut  ôter  les  fractions  de  cette  transfor- 
mée, èc  divifer  tous  les  termes  par  a;  &  l'on  aura  la  trans- 
formée y  —  nyy  -t-  apy  —  aaq  =  o ,  dont  le  premier  terme 
n'a  pas  d'autre  coëfîcient  que  l'unité,  &:  qui  eftla  transfor- 
mée qu'on  cherche. 

Si  l'on  trouve  la  valeur  de  y  dans  la  transformée,  en  la 
fubftituant  dans  x  =  %  3  on  aura  la  valeur  de  l'inconnue  a; 
de  la  propofée. 

abrégé. 

1  L  fuffit,  dans  la  pratique,  de  changer  l'inconnue  x  de  la 
propofée  en  une  autre  y  3  d'ôter  le  coëfîciçnt  a  du  premier 
terme ,  èc  de  multiplier  le  troifiéme  terme  par  le  coëfîcient  aï 
le  quatrième  par  le  quarré  aa  de  ce  coëfîcient  ^  le  cinçjuié-: 
me  terme  par  le  cube  a*  de  ce  coëfîcient  j  &.  ainfî  de  fuite. 

P  R'O  BLÊME     VIII. 

5  J  •  F ^4  IRE  en  forte  que  le  coeficicnt  de  quel  terme  on  voudra  d'une 
équation  3  &  même  3  Ji  l'on  veut  3  le  dernier  tenne  3  devienne  une 
grandeur  connue  i  c'  efi-a-dire  3  transformer  l'équation  en  une  autre 
où  cela  je  trouve. 

i  Our  le  chercher  par  Analyfe,  foit  la  grandeur  connue  al 
foie  l'indéterminée  z^3  qui  repréfente  la  quantité  propre  à 
faire  en  forte  que  le  coëfîcient  de  quel  terme  on  voudra  d'une 
équation ,  devienne  égal  à  a  5  èc  foit  l'équation  propofée 
xs  —  nxx  -\-px  -*—  q  =  O. 

On  fuppofera  x=t;  on  fubftituera  ^  à  la  place  de  x3 
dans  la  propofée  ^  &;  l'on  aura  la  transformée  f  —  nzyy  -¥-pzsy 
~-^=o. 

Si  c'efl  le  coëfîcient  du  fécond  terme  qu'on  veuille  rendre 
égal  2.  a  3  or\  fuppofera  nzj=a  ;  ce  qui  donnera  ^=  J. 

Si  c'eft  le  coëfîcient  du  troifiéme  terme  qu'on  veuille  ren- 
dre égal  à  a,  on  fuppofera  pz^==a  ;  ce  qui  donnera  2^=  y/  f. 

Si  c'efb  le  dernier  terme,  on  fuppofera^  =  a  3  ce  qni  don- 
nera ^=  ^  f. 

On  changera  l'inconnue  x  de  la  propofée  en  y,  &  on 
multipliera  le  fécond  terme  de  la  propofée  par  la  valeur  de  ^; 
le  troifiéme  par  le  quarré  de  cette  valeur,  le  quatrième  par 
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le  cube  de  cette  valeur,  6cc.  6c  l'on  aura  la  transformée  qu'on 
cherche.  Ou  bien  on  fubflituera  la  valeur  de  ^dans  x  =  £  , 
6c  la  fubflitution  de  cette  valeur  de  x  dans  la  propofé^  à  la. 
place  de  x,  donnera  la  transformée  qu'on  cherche.  Onbien 
enfin  on  fubffcituera  la  valeur  de  ^dans  la  transformée  indé- 
terminée y  —  nzyy  -t-pz^y  —  ^  =  o,  6c  l'on  aura  la  trans- 
formée qu'on  demande.  • 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  y  dans  la  transformée, 
en  la  fubftkuant  dans  x  =  ^,  comme  auffi  la  valeur  de  ^, 
l'on  aura  la  valeur  de  x. 

PROBLÊME     IX. 

$ 2 •  T?  A IRE  en  forte  dans  les  équations  numériques ,  que  les  coefi- 
ciens  des  termes  foient  div  if  blés  par  tel  nombre  qu'on  voudrai  ce 
qui  efi  quelquefois  commode  pour  faciliter  le  calcul  des  racines. 

XL  faut  multiplier  par  la  méthode  de  la  quatrième  transe 
formation  ,  chaque  racine  de  l'équation  propofée  ,  par  le 
nombre  3  ou  par  le  produit  des  nombres  par  lefquels  on  veut 
que  les  cocficiens  de  l'équation  fe  puiflent  divifer  5  6c  on  trou- 
vera la  transformée  qu'on  cherche. 

Par  exemple ,  fî  l'on  propofe  de  faire  en  forte  que  le  coëfl- 
cient  du  troisième  terme  de  xi  —  14.x  —  55  =  0,  devienne  di- 
visible par  2,,  6c  le  dernier  terme  par  3  ,  on  multipliera  cha- 
que racine  de  la  propofée  par  6 ,  produit  de  1  par  3  ^  c'eft- 
à-dire,  après  avoir  changé  x  en  jr,  on  multipliera  le  trei- 
zième terme  par  3  6  ,  quarré  de  6  ;  le  quatrième  par  216, 
cube  de  6  j  6c  l'on  aura  la  transformée  y —  504^  —  1 1880 
5=0,  qui  a  les  conditions  qu'on  demande. 

PROBLÊME     X. 

f  3 .  OT  ER  toutes  les  fraSions  d'une  équation  3  dont  le  premier  terme 
n  a  pas  d'autre  co'êficient  que  l'unité _,  de  manière  que  le  premier 
terme  de  la  transformée  nait  pasaujjî  d'autre  co'êficient  que  l'unité. 

1  L  faut  multiplier  toutes  les  racines  de  la  propofée  par  le 
dénominateur  de  la  fra&ion  ,  s'il  n'y  en  a  qu'une,  ou  par  le 
produit  de  tous  les  dénominateurs  des  fractions,  s'il  y  en  a 
plufieurs  j  6c  l'on  aura  la  transformée  qu'on  demande. 

Niij 


loi  Analyse    e>  e  m  o  n  t  &  e*  e. 

Par  exemple,  pour  ôter  les  fra&ions  de  x* — 1txx^t 
, 1  =  o,  on  prendra  le  produit  abc  de  cous  les  dénomina- 
teurs ;.des  fra&ions,  &;  on  fuppofera  x±=-/fc',  on  fubftituera 
=^dans  la  propofée,  à  la  place  de  x  ;  &  après  avoir  ôtéles 
fra&ions ,  on  trouvera  la  transformée^* —  bcnyy -+-  aabccpy 
—  a*blccqï=o ,  qui  n'a  point  de  fra&ions  ;  &.  dont  le  premier 
terme  n'a  pas  d'autre  coëficient  que  l'unité. 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  y3  en  la  fubftituant  dans 
#s=  ~-f}  à  la  place  dey  3  on  aura  la  valeur  de  x. 

PROBLÊME     XL 

54.  LORS QJJ' I L  y  a  des  incommenfrrables  dans  les  coeficiens 
des  termes  à! une  équation  3  comme  dans  x*->—  xxv^n-px —  qV'n 
à±=  o  ,  les  bter  dans  plufieurs  cas. 

X  L  faut  multiplier  les  racines  de  la  propofée  par  la  gran- 
deur incommenfurable  \/n3  en  fuppofant  x=  yJ-j  &:  fubfti- 
tuant enfuite  dans  la  propofée  yJ-,  à  la  place  de  x3  on  trou- 
vera la  transformée  y  —  nyy  -+-  npy  —  nnq  =  o,  qui  n'a  plus 
d'incommenfurables. 

De  même  pour  ôter  les  incommenfurables  de  x* — x^nn- 
■+- pxx  ^n  —  ^Ar-H-^  =  o,il  faut  multiplier  les  racines  par 

V  n 

yn3  en  fuppofant  x=  £  ;  ôt  fubftituant-^  dans  la  propo- 

lée,  à  la  place  de  x^  on  trouvera  la  transformée  y*  —  ny* 
•ï-npyy  — nqy-\-nr=o,  qui  n'a  plus  d'incommenfurables. 
Quand  on  connoîtra  la  valeur  dey  dans  la  transformée, 
on  trouvera  la  valeur  de  x  3  en  fubftituant  la  valeur  dey 
dans  x  =  ç-n ,  dans  le  premier  exemple  $  &  dans  x^=--^- 

dans  le  fécond  exemple. 

Remarque  ou  l'on  diflinpte  les  cas  dans  lefquels  on  peut  hier, 
les  incommenfurables  par  cette  méthode. 

*  3  6.  yj  N  a  vu*  que  pour  multiplier  les  racines  d'une  équation 
u'rmlum  Par  une  granQ,eur  donnée,  qu'on  fuppofe  dans  ce  Problême 
être  une  incommenfurable ,  il  faloit  multiplier  le  fécond 
terme  par  l'incommenfurable  donnée  y  le  troifiéme  par  fon 
quarré  j  le  quatrième  par  fa  troifiéme  puifTance  &  ainfi  de 
fuite. 
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D'où  il  fuit  que  pour  ocer  i'incommenfurable  Vn  de  l'équa- 
tion, il  faut  que  y/n  fe  trouve  au  fécond,  quatrième ,  fixiéme 
terme  de  la  propofée,  &  que  y/n  ne  fe  trouve  point  dans  les 
autres  termes. 

Pour  ôter  I'incommenfurable  fa3  il  faut  que  fan3  qui  eft 
le  quarré  de  ^n  >  fe  trouve  au  fécond  terme  de  la  propofée  ; 
que  y/n  fe  trouve  au  croifiéme  terme  ;  qu'il  n'y  ait  point  d'in- 
commenfurable  au  quatrième  terme  j  que  yjnn  fe  trouve  au 
cinquième  terme ,  fa  au  fixiéme  3  &;  qu'il  n'y  ait  point  d'in- 
commenfurable  au  feptiéme  terme  ^  &  ainfî  de  fuite. 

D'où  il  eft  facile  de  juger  comment  les  autres  incommen- 
furables  Jn,  fa3  &c  doivent  être  diftribuées  dans  les  ter- 
mes d'une  équation,  afin  qu'on  les  puifTe  ôter  par  cette  mé- 
thode. 

PROBLÊME     XII. 

F 'A  IRE  évanouir  le  pénultième  terme  d'une  équation  x  -Hpxx 
—  qx  4-  r  =  o  ,  dans  laquelle  le  fécond  terme  eft  évanoui. 


L  faut  fuppofer  x  =  j3  &  fubftituer  |  dans  la  propofée, 
à  la  place  de  x  ;  &.  après  avoir  ôté  les  fractions,  &:  divifé  les 
termes  par  r  3  on  aura  la  transformée  y* — qyl  «+■  pryy  -*-  r* 
=  o ,  où  le  pénultième  terme  eft  évanoui. 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  y  dans  la  transfor- 
mée ,  on  aura  la  valeur  de  x ,  en  mettant  la  valeur  de  y  dans 

Remarque. 

\J  N  peut  mettre  dans  l'équation  fuppofée  x  =  y  ,  telle 
grandeur  connue  qu'on  voudra,  à  la  place  de  rj  mais  alors 
le  premier  terme  de  la  transformée  aura  un  coëficient ,  ou 
bien  la  transformée  aura  des  fractions  :  Mais  en  mettant  le 
dernier  terme  tout  connu  r  dans  x==  j-  3  la  transformée 
n'aura  pas  de  fractions ,  &  le  premier  terme  n'aura  pas  d'au- 
tre coëficient  que  l'unité. 

On  peut  par  la  même  méthode  3  quand  ce  n'eft  pas  le 
fécond  terme  qui  manque  dans  la  propofée,  mais  le  troifïé- 
me,  ou  le  quatrième,  &x.  faire  en  forte  que  le  terme  égale- 
ment éloigné  du  dernier  terme,  manque) dans  la  transfor- 
mée, 
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Enfin  quand  le  pénultième  terme  manque  dans  la  propo- 
fée,  on  peut  par  la  même  méthode,  faire  en  forte  que  le  fé- 
cond terme  ioit  évanoui  dans  la  transformée. 

Les  exemples  en  font  faciles  à  faire ,  fans  qu'il  foit  ne- 
cefTaire  d'en  prolonger  ce  Traité. 
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ANALYSE    COMPOSEE, 

O  U 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A  RESOUDRE 

les  Problêmes  qui  fe  réduifent  à  des  équations 
compofées. 

livre    iv. 

Où  Von  explique  la  réfolution  des  équations  en  gene~ 
rai,  c'eft-a-dire  de  tous  les  degrés y  lorfque  leurs 
racines  font  commenfurables  j  la  manière  de  réduire 
les  équatiPns  compofées  au  plus  fimple  degré \  &  ce 
qui  regarde  les  équations  qui  ont  des  racines  égales* 


section    1. 

Où  ton  explique  la  réfolution  des  équations  en  gênerai 
lorfque  leurs  racines  font  commenfurables, 

PROBLEME      I. 

56-  T ROXJVER  les^  racines  commenfurables  d'une  équation  com~ 
fofée  numérique  ou  littérale  3  de  quelque  degré  quelle  puiffe  être 
dont  zéro  eft  le  fécond  membre ,  lorfque  fon  -premier  terme  n'a  pas 
d *  autre  coeficient  que  V  unité  h  qtiil  n'y  a  dans  fes  termes  ni  fra- 
ctions 3  ni  incommenfurables  j  &  que  tous  les  termes  font  homogè- 
nes lorfque  l'équation  efi  littérale. 

Méthode     Générale, 

i°.  T  L  faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme ,  dont 
J_  Punité  &  le  dernier  terme  lui-même,  font  toujours  du 
nombre ,  &  écrire  tous  ces  divifeurs  de  fuite  &  par  ordre 
Tome  I*  O 
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c'eft-à-dire  ,  les  plus  (impies  les  premiers.  *•-.  Ii  faut  divifer 
l'équation  propofée  fucceilivement  par  l'inconnue  linéaire 
de  l'équation  moins  chacun  de  ces  divifeurs  du  dernier  ter- 
me, en  commençant  par  les  plus  fimples,  fuppofé  qu'on  ccn- 
noiffe  par  les  fignes  qu'il  y  a  des  racines  pofitives  dans  l'é- 
quation. 11  faut  enluite  la  divifer  fuccefîivement  par  l'in- 
connue linéaire  plus  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme, 
en  allant  par  ordre  des  plus  fimples  aux  plus  Compofèz,  iiip, 
pofé  qu'on  connoiffe  par  les  fignes  qu'il  y  a  des  racines  néga- 
tives dans  l'équation.  Le  premier  des  divifeurs  par  lequel 
<i  6.  l'équation  fera  divifée  fans  refte,  *  contiendra  une  des  raci- 
nes qu'on  cherche,  qui  fera  pofitive,  fi  dans  le  divifeur  elle 
eft  jointe  à  l'inconnue  par  le  {igné  —  j  &  négative,  fi  c'efl 
par  le  ligne  h-.  3".  Après  avoir  trouvé  une  racine  de  l'équa- 
tion, on  continuera  d'opérer  delà  même  manière  fur  le  quo- 
tient qu'on  aura  trouvé ,  &.  fi  on  trouve  une  féconde  racine } 
©n  opérera  de  la  même  manière  fut  le  nouveau  quotient  ^  ce 
que  l'on  continuera  jufqu'àce  qu'on  ait  trouvé  toutes  les  ra- 
cines de  Péquation  :  ôc  on  les  trouvera  toutes  par  cette  mé- 
thode ,  fi  elles  font  toutes  commenfurables. 

Exemple      I. 

POur  trouver  les  racines  de  l'équation  x3 — 3#at—  ioa; 
-$-  24  =  o,  i°.  il  faut  chercher  tous  les  divifeurs  du  dernier 
terme,  &;  l'on  trouvera  1,  2,  3,4,  6,  8,  r  2,  24.  20.  Il  faut  faire 
les  équations  fimples  x — i==o,  x — 2=0,  x- — 3=0., 

X 4=0  ,    X 6  =0  ,    X 8  =0,    AT î  2  ==0  ,    X 24 

8==  o ,  dont  les  racines  font  pofitives ,  &:  contiennent  de  fuite 
tous  les  divifeurs  du  dernier  terme.  Il  faut  faire  de  même 
Iqs  équations  fimples  x  -h  1  =  ô ,  .*  -+-  2  =  o  ,  a;  -+-  3  =  o ,  &c. 
dont  les  racines  font  négatives ,  de  contiennent  les  mêmes 
divifeurs. 

S'il  n'y  avoit  que  des  racines  pofitives,  les  premières  équa- 
tions fimples  fuffiroient  -y  ïk.  les  dernières  fuffiroient  s'il  n'y  en 
avoit  que  de  négatives  :  mais  il  faut  fe  fervir  des  unes  &c  des 
autres,  les  lignes  des  termes  de  l'équation  propofée  faifant 
voir  qu'elle  contient  des  racines  pofitives  2t  négatives. 

Il  faut  enfuite  divifer  l'équation  propofée  par  x  —  1=0, 
Se  comme  l'on  trouve  un  refte,  &  que  la  divifion  n'efu  pas 
exade  ,  on  eft  afTuré  que  x  —  1  =  o  ne  contient  pas  une 
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racine  pofîtive  de  la  propofée,  c'eft-à,-dire  que  •+-  1  n'eft  pas 
une  racine  de  la  propofée. 

Il  faut  la  divifer  par  x+i=oî  6c  comme  l'on  trouve 
un  refte  $  #-+-  i  =0  ne  contient  pas  une  racine  négative  de 
l'équation.  Les  deux  divifeurs  x —  1=0,  x+i  =  o  n'ayant 
pas  fait  trouver  de  racines ,  il  faut  fe  fervir  par  ordre  des 
iuivans,  en  commençant  par  x —  2  =  0  :  mais  ion  trouve 
que  la  propofée  fe  divife  exactement  par  x  —  2  =  0,  &  le 
quotient  e&xx — ix —  12  =  0.  Cela  fait  voir  que  x  —  2  =  0 
contient  une  racine  pofitive ,  qui  eft  -+-  2 ,  de  l'équation  pro- 
pofée. 

30.  Il  ne  faut  plus  divifer  la  propofée,  mais  feulement  le 
quotient  xx^—  ia:t-ii  =  o,  non  par  les  divifeurs  x  —  1 
=  0  ,  at-hi  =0 ,  qui  ont  donné  des  reftes,  (car  s'ils  étoient 
des  divifeurs  exacts  de  ce  quotient,  ils  le  feroient  auffi  delà 
propofée  ,  )  mais  par  les  divifeurs  x  —  2=0,  a: -t-  2  =  o3 
èc  les  autres  fuivans ,  6c  l'on  trouve  qu'en  le  divifant  par 
x — 2  =  0,  par  x -t- 2  =  o ,  par  x  —  3  ==  o  y  il  y  a  des 
reftes  ^  mais  qu'il  fe  divife  exactement  par  a;  -*-  3  =  9,  6c  le 
quotient  efl  x —  4=  o  ^  ainfi  a;  -*-  3  =  o ,  6c  x  —  4  =  0, 
contiennent  les  deux  autres  racines  de  la  propofée,  qui  font 
la  négative  ~  3 ,6c  la  pofitive -t-4.  Et  l'équation  eft  refolue^ 
les  trois  racines  font  +2, 3  ,  -+-  4. 

Exemple       IL 

P  O  u  r  trouver  les  racines  de  l'équation  x3  —  yxx  ■+-  nx 

—  8  =  0. 

10.  Il  faut  chercher  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme, 
qui  font  1 ,  2,4,  8. 

20.  Il  faut  faire  les  feules  équations  fimples  x —  1=0, 
&  —  2  =  o ,  x  — •  4  =  o ,  a;  —  8  =  o  3  parceque  les  fignes 
alternatifs  -+•  6c —  de  la  propofée,  font  voir  que  toutes  fes 
racines  font  pofitives. 

Il  faut  divifer  la  propofée  fucceflivement  par  ces  équations 
fîmples,  6c  Ton  trouve  que  x  —  1=0,  x  —  2=0,  don- 
nent des  reftes  ^  mais  que  la  divilion  fe  fait  exactement  par 
x — 4=0  j  6c  le  quotient  eft  xx —  5^4-1=0.  Cela  fait 
•voir  que -h  4  eft  une  racine  de  la  propofée. 

30.  Il  faut  divifer  le  quotient  non  par  '  x — 1  =  0,  #-^-2=- o3 
qui  ont  donné  des  reftes,  mais  par  x-— 4=0,  x^—  ^iss'e^ 

Oij 
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Se  la  diviiîon  ne  pouvant  fe  faire  exa&ement,  le  quotient  ou 
l'équation  xx —  5^-1-2  =  0,  n'a  pas  de  racines  commen- 
furables. 

Si  l'on  veut  avoir  la  réfolution  entière  de  la  propofée  x% 
, yxx  -+-  nx  —  8  =  0,  dont  on  connoît  déjà  une  des  ra- 
cines,  qui  eft-t-4,  on  cherchera  les  deux  autres  en  réfol- 
vant  l'équation  xx  —  5^4-2  =  0,  qui  eft  du  fécond  degré. 
Il  faut  faire  pafTer  le  dernier  terme  dans  le  fécond  membre, 
6c  l'on  aura  xx  —  5 a:  =  —  2  -y  ajouter  -t-  ^,  qui  eft  le  quarre 
delà  moitié  du  coefficient  du  fécond  terme,  à  chaque  mem- 
bre 5  &  l'on  aura  xx  —  $x  -+•  ^-  =  r£  —  2  =  -£  ,  &;  enfin 
tirer  la  racine  quarrée  de  chaque  membre,  &  l'on  aura  x 
—  1  =  y/ ±3 ,  &  par  tranfpofition  x=^-t-v/-^,ou  x==^ 
-h i  V  1 7  >  &:  Ton  aura  encore  #f==  |  —  i  v7 1 7 ,  en  divifant 
xx —  jat-h-  2=0,  par  a;  — f — i>/i7  =  o.  Et  la  propofée 
fera  entièrement  réfolue. 

Exemple      III. 

POur  trouver  les  racines  de  xl —  raxx —  3  aax  •+-  6aab  =  q 

—  zbxx  •+■  ^.abx  -+-  yaac 

—  3  c xx  ■+-  Gacx 

i°.  Il  faut  chercher  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme, 
qui  font  1 .  3  .  a.  aa.  $a.  T,aa.  ib-i-  ^c.  db-^-yc .  iab~\-  lac* 
&ab  -+-  yac .  zaab  -t-  iaac .  Gaab  -+-  yaac. 

20.  Les  équations  fimples  qui  doivent  fervir  de  divifeurs 
pour  les  racines  pofitives ,  font  x  —  1  =  0.  x  —  3  =  0. 
x  —  a  =  o  .  x  —  aa  =  o  .  x  —  3^=0.,  &c.  Pour  les 
racines  négatives  ,  a;  ^  1  =  o  .  *  -h  3  =  o  .  x  •+•  a=  o  . 
x  ■+-  aa  =  o  .    x-\-  ya  =  o ,  &.C. 

En  faifant  la  divifion  de  la  propofée  par  x  —  is=o.' 
x  ■+-  1  =i=  o  .  x  —  3=0.  x+3=o.  x  —  *z  =  o ,  on 
trouve  des  reftes  :  mais  divifant  la  propofée  par  x  •+■  a  =  o, 
la  divifion  eft  exacte .,  &  le  quotient  eft  xx  —  $ax  -+-  6ab  =  o 

—  zbx  ■+-  yac 

—  }cx 

Ainfi  x  4-^  =  0  contient  une  racine  négative  de  la  pro- 
pofée, qui  eft  —  a. 

3°.  Continuant  de  divifer  ce  quotient,  qui  ne  contient  que 
des  racines  pofitives  ,  comme  les  fignes  alternatifs  -t-  &  — - 
le  font  voir,  par  les  feuls  divifeurs  des  racines  pofitives ,  en 
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pafïant  ceux  qui  ont  déjà  donné  des  [reftes ,  on  trouve  que 
la  divifîon  fe  fait  exa&ement  par  x  —  3  a  =  o ,  &.  que  le 
quotient  eft  x  —  ib  —  }c  ==0  j  ainfî  -+-  $a ,  &  -+-  2. ^  -h  3  ^ 
font  les  deux  antres  racines  de  la  propofée ,  qui  font  pofiti- 
ves  :  &  la  propofée  eft  réfolue. 

Ces  exemples  fuffifent  pour  faire  concevoir  clairement 
la  méthode  du  premier  Problême,  dont  la  démonftration 
eft  évidente  par  la  formation  des  équations  compofées. 

Corollaires. 

V" 

57-  Lorsque  l'inconnue  n'eft  pas  linéaire  dans  le  pénultième 
terme,  mais  regardant  la  puifTance  de  l'inconnue  qui  eft  dans 
ce  pénultième  terme  comme  linéaire  3  les  autres  termes , 
excepté  le  dernier ,  en  contiennent  les  puiflances  exactes , 
comme  dans    l'équation  x6  ■+-  aax1*  —  a^xx  —  a6     =0* 

—  icc     •+-  ç4       —  ia4cc 
—  aac4 
Dans  ce  cas  il  ne  faut  pas  prendre  dans  les  équations  (impies 
qui  doivent  être  les  divifeurs  de  la  propofée ,  l'inconnue  li- 
néaire ,  mais  la  puiilance  de  l'inconnue  qui  eft  dans  le  pénul- 
tième terme. 

Dans  cet  exemple,  où  les  divifeurs  du  dernier  terme  font 
1 .  a .  aa.  aa  -4-  ce 3  &c.  les  équations  fîmples  qui  doivent 
fervir  de  divifeurs  feront  xx — 1=0,  xx — a=.o,xx —  aa> 
=  0,  xx  —  aa —  ttr=o,  &c.  En  faifant  la  divifjpn  de  la 
propofée  par  xx  —  aa  —  *r  =  o,  on  trouve  qu'elwfè  fait 
fans  refte  ;  ainfî  -\-aa-\-cc  eft  une  racine  pofitive  de  la  pro. 
pofée,  ôc  le  quotient  x4  ■+-  laaxx  •+•  a4    =  o ,  contient  les 

—  ce         ■+■  aacc 
deux  autres  racines  qui  font  incommenfurables. 

En  réfolvant  ce  quotient .,  qui  eft  une  équation  du  fécond 
degré ,  on  trouvera  que  les  deux  autres  racines  font  \  ce  — aa- 
-±~jcV ce- — Saa ,  Se  \cc  —  aa  —  \o/ ce — %aa. 

I  I. 
5 S.  Au  lieu  de  faire  la  divifion  de  la  propofée  par  l'inconnue 
—  ou  -h  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme ,  on  peut 
fubftituer  fuccefïîvement  dans  la  propofée ,  chacun  des  divi- 
feurs du  dernier  terme  &;  (es  puiflances ,  à  la  place  de  l'in- 
connue &,  de  fes  puiflances  :  celui  des  divifeurs  dont  la  fubfti- 

O  iij 
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tution  fera  que  tous.les  termes  fe  détruiront  par  les  fignes 

*  3  3 .    contraires ,  *  fera  une  des  racines  de  l'équation  :  &  les  divi- 

feurs  dont  la  fubftitution  ne  fera  pas  détruire  tous  les  termes 
par  des  fignes  contraires,  ne  feront  pas  les  racines  de  l'équa- 
tion :  ceux  de  ces  divifeurs  du  dernier  terme  qui  étant  fub- 
ftituez  dans  la  propofée  avec  le  ligne  4-,  feront  détruire  tous 

*  33.    les  termes  de  l'équation,  *  feront  les  racines  pofitives.-ceux 

qui  étant  fubftituez  avec  le  fîgne  — ,  feront  détruire  tous 

*  33.    les  termes  de  la  propofée,  *  feront  les  racines  négatives. 

En  fubftituant  par  ordre  dans  le  premier  exemple  x''  — }xx 
—  10x4-24  =  0,  les  divifeurs  du  dernier  terme  +1,  4-  2, 
H-  3  ,  &c.  ou —  1 ,  —  2  j  — 3  ,  &c.  on  trouve  que  la  fubftitu- 
tion de  4- 1 ,  &  de  —  1 ,  ne  fait  pas  détruire  les  termes  -y  mais 
la  fubftitution  de  h-  2  à  la  place  de  x ,  donne  4-8  —  12  —  20 
4-24,  dont  tous  les  termes  fe  détruifent  j  ainfi  4-  2  eft  une 
racine  pofitive  de  la  propofée. 

On  abaiftara  enfuite  la  propofée ,  en  la  divifant  par  x —  2 
=  Oj  &  l'on  trouvera  le  quotient  xx  —  ix  —  ii  =  o,  qui 
contient  les  deux  autres  racines  de  la  propofée  ;  &:  fubfti- 
tuant dans  ce  quotient ,  non  les  divifeurs  +  1,  —  1,  qui  n'ont 
pas  fait  évanouir  tous  les  termes  de  la  propofée,  mais  les 
autres  4-2,  —  2,4-3,  —  3  5  ^c-  l'on  trouve  que  la  fubftitu- 
tion de  —  3  fait  détruire  tous  les  termes,  les  rendant  égaux 
à  zéro,  ainli  —  3  eft  une  racine  négative  de  l'équation  pro- 
pofée; 

Divilànt  le  quotient  xx —  ix  —  12=0,  par  x  4-  3  =  o, 
l'on  trôwve  le  quotient  jufte  x  — 4  =  0,  qui  fait  voir  que 
4-  4  eft  la  troifléme  racine  de  la  propofée. 

La  démonftration  de  ce  Corollaire  eft  évidente  par  31. 

III. 

Le  coefficient  du  fécond  terme  d'une  équation  compofée 
contenant  les  racines  de  l'équation ,  il  eft  évident  que  les 
divifeurs  du  dernier  terme,  qui  ont  plus  de  dimenfions  que 
le  coëficient  du  fécond  terme,  font  inutiles ,  &  qu'ils  ne  peu- 
vent fervir  pour  former  les  équations  linéaires  qui  peuvent 
exactement  divifer  la  propofée  h  ainfi  dans  le  troifiéme  exem- 
ple, où  le  coëficient.  du  fécond  terme  eft  linéaire,  les  divi- 
feurs du  dernier  terme  qui  ont  plus  d'une  dimenfion,  font 
inutiles,  &  ne  peuvent  être  les  racines  de  l'équation. 

Dans  les  équations  numériques,  s'il  y  avoit  des  divifeurs 
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qui  furpafTent  le  plus  grand  coëficient  négatif  augmenté  de 
l'unité,  ils  feroient  inutiles  pour  trouver  ics  racines  pofiti- 
ves ,  étant  plus  grands  que  les  racines  pofitives.  *  *47„ 

IV. 
Lorfque  la  méthode  du  Problême  fait  trouver  quelques 
racines ,  mais  non  pas  toutes ,  il  eft  évident  que  Pequation 
contient  âes  racines  commenfurables ,  qui  font  celles  que  fait 
trouver  la  méthode  ^  Se  d'autres  incommenfurables,  qui  font 
celles  qu'on  ne  peut  pas  trouver  par  la  méthode  :  Et  fi  l'on, 
n'en  peut  trouver  aucune  par  le  Problême,  elles  font  toutes 
incommenfurables.  *  •  3  5< 

y.. 

Il  y  a  des  cas  où  quand  même  l'équation  compofée  con- 
tiendroit  des  incommenfurables ,  on  ne  laifTeroit  pas  d'en 
trouver  les  racines  par  la  méthode  générale  -y  îl  faut  dans  ces 
cas  que  la  grandeur  incommenfurable  foit  un  divifeur  exacl 
du  dernier  terme  de  l'équation,  ou  qu'elle  foit  une  partie  d'un 
divifeur  exad  du  dernier  terme ,  comme  dans  cet  exemple  : 


x%-\-bxx  •+-  zbx  Vab-\-}bb  ■+-  i8£*  _______   =  9 

—  xx  V  ab  -+■  3  bb  — 6bbVœb-*-}bb 

La  grandeur  —  $b-\-  Vab  -+-  $bb,  eft  un  divifeur  exael:  du  der* 
nier  terme.  En  divifant  la  propolée  par  x-^-^b — y/ab-i-^bb 
=o ,  la  divifîon  eft  exacte, &  l'on  trouve  le  quotient  xx  —  zbx 
«+-  6bb=o^  ainfi  —  T,b-t-  Vab-h  }bb,  eft  une  racine  de  la. 
propofée ,  ôc  le  quotient  contient  les  deux  autres  racines  t 
qui  font  imaginaires ,  l'une  étant  b-{-\/ —  5^>,  ôt  l'autre 
h  —  y/ —  $bb. 

VI. 

Lorfqu'une  équation  compofée  eft  le  produit  d'autres  équa- 
tions compofées  d'un  moindre  degré  que  la  propofée,  &  qu'il 
y  en  a  quelqu'une  parmi  ces  dernières  qui  n'a  que  le  premier 
&.  le  dernier  terme ,  comme  xx  —  aa  =  o ,  xl  —  a*  =  o ,  &c. 
ôc  que  ce  dernier  terme  — aa  3  ou  —  ai  eft  une  grandeur 
cpmmenfurable,  on  peut  trouver  par  la  méthode  générale 
ces  équations  d'un  moindre  degré ,  qui  n'ont  que  le  premier 
$c  le  dernier  terme. 

Par  exemple  ,   on  veut  refoudre   l'équation  x  —  ibx 
—  aaxx  4-  zaabx  — -  ^aabb  =  o  ,  les  divifeur  s  du  dernier 
4-  4-bbxx* 
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terme  font  i .  a .  b.  ab,  aa .  bb .  aab .  aabb.  On  trouve 
qu'en  divifant  la  propofée  par  les  équations  x —  1=0, 
^_t-i  =  o,  x — a  =  o ,  x-\-a  =  o3  x  —  £  =  o,  x-+-b=os 
la  divifion  n'eft  pas  exa&e. 

Il  faut  voir  enfuite  &  la  propofée  ne  peut  point  être  divï- 
fée par  xx  —  ab  =  o  ,  xx-^ab^o  3  xx  —  aa  =  o i  6c  l'on 
trouve  qu'elle  fe  divife  exactement  par  xx  —  ^  =  o5  & 
que  le  quotient  eft  xx  —  ibx-¥-4.bb  =  o:  Ainfi  xx — aa=o 
eft  une  des  équations  dont  la  propofée  eft  le  produit,  6c  l'au- 
tre eft  le  quotient  xx  —  ibx-±-4.bb=o» 

En  refolvant  xx-^-aa—  o  ,  on  trouve  xx-z=zaa,  x=Vaa3 
Se  x  t=  —  vW3  qui  font  deux  racines  de  la  propofée. 

Le  quotient  -xx  —  zbx -*- 4>bb  =o  3  contient  les  deux  au- 
tres racines  -^b  ■+-  V —  3 bb ,  -h  £  —  v7 — 3 ^ 3  qui  font  ima- 
ginaires. 

PROBLÊME      IL 

3  5; .  LORS  QV"V  2V  -E  équation  compofée ,  */<p  quelque  degré  qu'elle 
puiffe  être  3  a  un  coeficient  différent  de  l'unité  dans  fon -premier  ter- 
me j  qu'elle  na  ni  fractions  3  ni  incommenfurables  1  trouver  toutes 
les-  racines  commenfurables  qu'elle  peut  avoir. 

Méthode      Générale. 

1°.  J.L  faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  coeficient  du  pre- 
mier terme ,  &  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  ;  6c  après 
avoir  multiplié  tous  les  divifeurs  du  premier  terme  par  l'in- 
connue linéaire  ,  il  faut  faire  des  équations  {impies  de  ces 
produits,  6c  de  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme,  met- 
tant le  figne  —  devant  chacun  de  ces  divifeurs  du  dernier 
terme,  pour  trouver  les  racines  poiitives  de  la  propofée  ^  6c -h 
pour  trouver  les  négatives. 

20.  Il  faut  divifer  la  propofée  fucceffivement  par  ces  équa-' 
tions  /impies ,  jufqu'à  ce  qu'on  en  trouve  une  qui  faffe  la  di- 
vifion fans  refte  :  Elle  contiendra  une  des  racines  de  la  pro^ 
pofée. 

3  °.  Il  faut  continuer  l'opération  fur  le  quotient,  jufqu'à  ce 
qu'on  trouve  une  féconde  racine  delà  propofée,  ôc  faire  la 
même  opération  fur  le  quotient  que  fera  trouver  cette  fé- 
conde racine. 

En 
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En  continuant  cette  opération ,  on  trouvera  toutes  les  ra- 
cines de  la  propofee,  fî  elles  font  commenfurlbles. 

S'il  fe  trouve  des  quotiens  dont  on  ne  puiflè  trouver  des 
racines  par  cette  méthode ,  la  propofee  aura  des  racines  in- 
commenfurables,  qui  font  celles  de  ces  quotiens.  Et  fi  l'on 
ne  pouvoit  trouver  aucune  racine  de  la  propofee  par  cette, 
méthode ,  elles  feroient  toutes  incommenfurables. 

Exemple. 

1  Our  trouver  les  racines  de  ccfx3  —  aacfxx  -\-aabbcx—  $aab*=z9 

—  bbccxx  -j—  ^aabbfx 

—  i)bbcfxX'-\-:  \b  ex 

io.  tous  les  divifeurs  du  coëficient  ccfàu  premier  terme  font 
i .  e .  cc.f.cf.  ccf.  Tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  ^aab* 
font  1.3.  a.  ^a.  aa.  },aa.  b .  }b .  ab.  }ab .  aab .  3 aab .  bb  .  ibb3 
Sec.  Tous  les  produits  des  divifeurs  du  coëficient  du  premier 
terme  par  l'inconnue  a;,  font  x.  ex.  ccx.fx.  cfx.  ccfxi  Les 
équations  (impies  par  lefquelles  il  faut  divifer  la  propofee 
qui  n'a  que  des  racines  pofîtives ,  comme  les  lignes  alterna- 
tifs -+-  6c —  le  font  voir,  font  x — 1  =  0,  x  —  3  =0,  x  —  a 
=  0,  x  —  3^  =  0,  &cc.  ex  —  1=0,  ex  —  3  =  0,  ex  —  a 
=  o  ,  ex  —  3^  =  o ,  ex  —  aa  =  o  3  Sec.  ccx  —  1  =  0, 
ccx — 3  —  o,&c,/# — 1=0, /x— 3=0, ôcc.  ôtainfi  de  fuite. 

Si  la  propofee  avoit  des  racines  négatives ,  il  faudroit  en- 
core faire  les  équations  fimples  at-hi==o,a;-4-3=o,  Sec. 
cx-t-i  =0,  fx-t-3=o,  Sec.  a\x;-t-i  =  o,  eex-^r}  =  o,  Sec. 
Se  ainfi  de  fuite. 

20.  Il  faut  divifer  la  propofee  par  ces  équations  fimples, 
Se  l'on  trouve  que  ex  —  aa  =  o  ,  fait  la  divifion  fans  refte  j 
Secuiele  quotient  eft  cfxx — ybbfx-*-}b*  =  0.  Ainfurx- — aa 

— -bbex 
s=5=  o ,  contient  une  racine  de  la  propofee  qui  eft  x==~> 

3°.  Il  faut  continuer  la  même  opération  fur  le  quotient; 
mais  il  ne  faut  fe  fervir  que  des  équations  fimples,  dont  le 
premier  terme  eft  le  produit  d'un  des  divifeurs  du  coëfcient^ 
efdu  premier  terme  du  quotient  par  x ,  Se  dont  le  fécond 
terme  eft  un  des  divifeurs  du  dernier  terme  ^  du  quotient, 
6c  paffer  toutes  les  autres  comme  inutiles,  comme  auffi  celles 
qui  ont  donné  des  reftes  dans  la  première  opération  -,  Se  l'on 
trouvera  que  le  quotient  cfxx —  ^bb/x-ï-  3  ^=0,  fe  divife 

—  bbex 
Tome  I.  .  P 
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exa&ement  par  fx  —  bb  ==  o  ,  &:  que  le  quotient  qui  en  vient 
eft  ex  —  3^  =  0.  Ainfi  l'on  a  les  deux  autres  racines  de  la 
propofée ,  qui  font  x  =  f  ,  &  a:  =  ?^. 

La  démonstration  de  ce  Problême  eft  évidente  par  la 
formation  des  équations  compofées ,  dont  le  premier  terme 
?ij,  a  un  coëficient  différent  de  l'unité.  * 

Avertissement. 

%JN  verra  l'ufage  du  fécond  Problême  dans  la  fuite,  lors- 
qu'on enfeignera  à  abaiffer  une  équation  compofée  au  plus 
iimple  degré  -y  &:  l'on  voit  afTez  qu'il  fert  à  trouver  les  racines 
des  équations  compofées  qui  ont  des  fractions,  lorfqu'on 
ne  veut  pas  prendre  la  peine  de  les  transformer  en  d'autres 
qui  n'ayent  que  l'unité  pour  le  coëficient  du  premier  terme. 
'-■M 

SECTION     IL 

Qù  ton  explique  d'autres  méthodes  pour  ré  foudre  U 
premier  &  le  fécond  Problème  qui  abrègent 
fouvent  les  opérations. 

Première     Méthode. 

$o.  i°.  T  L  faut  partager  toutes  les  grandeurs  de  l'équation  en 
J[  deux  fommes,  &  chercher  par  la  méthode  qu'on  a  don- 
née pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun,  un  divi- 
feur commun  à  ces  deux  fommes  :  fi  ce  divifeur  commun 
contient  l'inconnue  linéaire ,  il  contient  neceffairement  une 
racine  de  l'équation  -y  &;  l'équation  étant  divifée  par  ce  di- 
vifeur commun ,  le  quotient  contiendra  les  autres  racines  y 
qu'on  cherchera  de  la  même  manière. 

i°.  Si  ce  divifeur  commun  contient  différentes  puiffances 
de  l'inconnue,  il  faut  divifer  l'équation  propofée  par  ce  di- 
vifeur commun  ;  6c  fi  le  quotient  exact,  qui  en  viendra  ne- 
cefïàifbment,  contient  l'inconnue  linéaire  ,  ce  quotient  con- 
tiendra une  des  racines  de  la  propofée ,  &  le  divifeur  com- 
mun contiendra  les  autres.  Si  ce  quotient  contient  différen- 
tes puiffances  de  l'inconnue,  on  eft  aiïuré  que  ce  quotient 
&  le  divifeur  commun  font  deux  équations  dont  la  propo- 
fée eft  le  produit  :  On  opérera  fur  chacune  comme  Ton  a 
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fait  fur  la  propofée  3  c'eft-à-dire,  on  partagera  îe  divifeur 
commun  en  deux  fommes ,  dont  on  cherchera  le  divifeur 
commun  j  6c  on  partagera  de  même  le  quotient  en  deux 
fommes ,  dont  on  cherchera  le  divifeur  commun ,  &c.  Et  en 
continuant  d'opérer  de  cette  manière  ,  fi  l'on  arrive  à  un 
divifeur  commun,  ou  à  un  quotient  exact,  où  l'inconnue  foit 
linéaire,  il  contiendra  une  racine  de  la  propofée  ;  &  on  les 
trouvera  toutes  les  unes  après  les  autres ,  fi  elles  font  com- 
menfurables. 

3°.  Pour  obferver  de  l'ordre  dans  ce  partage  de  toutes  les 
grandeurs  d'une  équation  en  deux  fommes,  on  mettra  dans 
une  des  deux  fommes  toutes  les  quantitez  de  l'équation  où 
fe  trouve  une  même  lettre ,  &  toutes  les  autres  dans  l'autre, 
Et  fi  cela  ne  réuffit  pas ,  on  mettra  dans  une  des  fommes  les 
grandeurs  de  l'équation  ,  où  une  même  lettre  a  un  même 
nombre  de  dimenfions ,  6c  les  autres  dans  la  féconde  fomme: 
ou  bien  on  mettra  dans  la  première  fomme  les  grandeurs  où 
font  deux  lettres  différentes,  Scies  autres  dans  la  féconde,  6cc. 

40.  Quand  on  a  fait  le  partage  de  l'équation  en  deux  fom- 
mes ,  on  peut  chercher  le  divifeur  commun  de  la  propofée  6c 
de  l'une  des  deux  fommes ,  au  lieu  de  chercher  celui  des  deux 
fommes. 

Exemple     I. 

1  O  u  R  trouver  les  racines  de  x3  —  taxx  —  ^aax  — .  ^adb  =  o 

. —  cxx  -f-  l^cx  ■+-  iabc 
•^—  bxx  —  xabx 
—   bcx 

îo.  Il  faut  partager  toutes  les  quantitez  de  l'équation  en  deux 
fommes,  on  mettra  toutes  celles  où  fe  trouve  c  dans  l'une, 
6c  les  autres  dans  l'autre  fomme  -y  6c  l'on  aura 
x*  —  laxx  —  3  aax  —  3  aab       Et  —  cxx  -+-  3  acx  -+-  5  abc 

■+■  if  xx     —  labx  —  bcx 

La  féconde  fomme  contenant  c  dans  toutes  fes  grandeurs ,  il 
faut  la  diviferpar  —  c,  6c  l'on  aura  pour  la  féconde  xx  —  $ax 

■+-  bx 
—  }ab.  Il  faut  divifer  la  première  par  .cette  féconde,  &  l'on 
trouvera  que  la  divifîon  fe  fait  exactement  5  ainfi  cette  fé- 
conde fomme  eft  un  divifeur  commun  de  là  première  6c  de 
la  féconde  fomme, -6c  par  confequent  de  la  propofée, 

2.0.   Ce  divifeur  commun  xx  - —  }ax  —  ^ab  =  o  ,  étant 

•+-  bx  P  i) 
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une  équation  compofée,  6c  non  pas  linéaire,  il  faut  divifer 
la  propofée  par  ce  divifeur  commun ,  6c  l'on  trouvera  pour 
quotient  exad  l'équation  linéaire  x  -+-  a  —  c  =  o ,  qui  con~ 
tient  une  racine  de  la  propofée  qui  eft  x  =  < —  a-+-c.  Le 
divifeur  commun  xx  —  ^ax  — ^ab^=oy  contient  les  deux 

-+-  bx 
autres  racines  de  la  propofée. 

Pour  les  trouver,  on  partagera  xx —  $ax —  3^  =  0  en 

■+-  bx 
deux  fommes ,  mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où. 
eft  by  &  les  autres  dans  la  féconde^  6c  Ton  aura  bx — }aby 

fcxx f'"3  ax.  Divifant  la  première  par  b  „  &  la  féconde  par  x, 

elles  feront  réduites  à  x  —  3^=  o  y.x  — 3^  =  0  ,  qui  étant 
la  même  grandeur,  ont  pour  divifeur  commun  x  —  3^  ==  o , 
qui  eft  neceflairement  un  divifeur  exad  de  la  propofée  ^  6c 
étant  linéaire ,  il  contient  une  féconde,  racine  de  la  propofée, 
qui  eft  x  =  3^. 

On  divifera  xx  —  ^ax  —  ^ab  =  o ,  qui  contient  les  deux 
■+-  bx 
dernières  racines  de  la  propofée  ,  par  l'équation  linéaire 

x ,3^=0,  qui  contient  l'une  de  ces  racines  ;  6c  le  quotient 

x  -i-  b  =  o ,  contiendra  la  dernière  racine ,  qui  eft  x  =  —  h 

Exemple      IL 

P  O  u  R  trouver  les  racines  de  l'équation 

#* —  zax3  —  yiaxx  -+- 1  saabx —  1  %aabb  =  o 

—  c      •+-  $ac      —  i$abc    -+-  \%abbc 

—  F^    •+"  loab   • —  5aad     *+"  jaabd 
-{-  à      —  lad     -H  3«ci     —  yabcd 

—  *fc       •+■  6rf£i 
►+-  6bb     —  6bbc 

—  ibd    -{—  j&o/ 

10.  Il  faut  partager  toutes  les  quantitez  de  l'équation  en  deux 
fommes  ^  on  peut  mettre  dans  la  première  toutes  les  quanti- 
tez où  font  les  deux  lettres  b  6c  d>  6c  tontes  les  autres  dans 
la  féconde  ^  6c  l'on  aura 

—  sbx~>~\-  loabxx  -^-îsaabx  —  \%aabb 
+\-d       — iad        — itabc   •+-  \%abbc 

*\-ïbc         —  ^aad    •+-  yaabd  JTç    x* iaxï  —  $aaxx 

—  de         +  ,acd     —9abcd  ^  (X>.  u-,acxx 

-\-6bb       —  uabb 
— •  $bd       •+-  6abd 
—  6bbc 
>-J-  $bcd 
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La  féconde  peut  être  divifée  par  xx,  &  faifant  la  divifion, 
l'on  trouve  pour  la  féconde  xx —  lax  —  }aa 

—  ex     -+-  lac 
Il  faut  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  pre- 
mière fomme  &  de  cette  féconde  fomme ,  &;  l'on  trouve 
que  xx  — ■  zax  —  $aa  =  o ,  çft  elle-même  le  plus  grand 

-*—  c x      •+-  jdc 
divifeur  commun. 

2°.  Il  faut  divifer  la  propofée  par  ce  divifeur  commun,  &: 
l'on  trouve  le  quotient  exact  xx  •*—  $bx-\-  6bb  =  o  5  on  eft 

-4-  dx  —  $bd 
affuré  que  la  propofée  eft  le  produit  de  ces  deux  équations 
xx  —  lax  — ■  yaa  ===  o,  xx  ■— •  ^bx  ■+■  6bb  =  o , 

—  ex     -f-  $ac  -H  dx  —  }bd 

Il  faut  chercher  feparénient  lés  racines  de  chacune,  de  la, 
même  manière  qu'on  a  cherché  celles  de  la  propofée ,  c'eft- 
à-dire  ,  il  faut  partager  la  première  en  deux  fommes,  en 
mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  fe  trouve  la  let» 
tre  c  3  èc  les  autres  dans  la  féconde  j  6c  l'on  trouve 

- —  ex  h-  iac  3        Et  xx  —  lax  —  $aa. 
Divifant  la  première  par  —  c3  l'on  trouve  x—*-$a3  qui  eft 
un  divifeur  commun  de  la  première  &  de  la  féconde  5  par 
confequent  x — 3^=^=0,  contient  une  racine  de  l'équation 
xx  —  lax  —  $aœ  =±a  o  5  &  par  confequent  une  racine  de  la 

— ;  c  x    -\-  $ac 
propofée ,  qui  eft  x =ya.  En  divifant  xx-  — -iax- — yaa  =cv 

—  ca:    -+-  3^^ 
par  x  —  3^  =  0,. le  quotient  x  -\-a~—  c  =  o3  contient  une- 
autre  racine. 

Il  faut  à  prefent  trouver  les  racines  de  xx — }bx  ■+•  6bb 

•+■  dx  —  3  bd 
c=  o  3  pour  cela  on  partagera  cette  équation  en  deux  fom- 
mes ,  mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  fe  trouve  d  s 
&  les  autres  dans  la  féconde  5  &;  l'on  aura 

-+-  dx  —  }bd,         Et  xx — ~}bx-k-(>bb* 
On  diviferala  première  par  d,,  &  l'on  aura  x  -—  $b3  qui  eft 
un  divifeur  de  la  féconde " xx  —*•  }bx  -h  6bb.    Ainfi  x  — •■$& 
===  o  ,  contient  une  racine  de  xx  —  $bx  -+-  6bb  =0.    Divï- 

-H  ^AT    3  ^ 

fant  cette  équation  par  at—  3^=0,  l'on  trouvera  le  quo- 

p  iij 
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tient  x —  ib-\-  .^=o,  qui  contient  l'autre  racine }  ôcl'on  a 

les  quatre  racines  de  la  propofée. 

Démonftration  de  cette  méthode. 

El  le  dépend  de  cet  axiome,  qu'un  divifeur  communaux 
deux  parties  d'un  tout ,  eft  divifeur  du  tout  b  &  qu'un  divi- 
feur commun  du  tout  &  d'une  partie ,  eft  divifeur  de  l'autre 
partie. 

Les  équations  faites  de  l'inconnue  de  l'équation  propofée, 
&  de  quelques-unes  des  grandeurs  connues  de  la  propofée, 
quand  elles  font  des  divifeurs  exa&s  de  la  propofée,  con- 
tiennent les  racines  de  la  propofée.  Or  il  eft  évident  par 
l'axiome  précèdent,  qu'on  trouve  par  la  méthode  ces  équa- 
tions qui  divifent  exa&ement  la  propofée  5  on  trouve  donc 
par  la  méthode  les  racines  de  la  propofée  5  ou  quand  elles 
n'en  ont  pas  de  commenfurables ,  on  trouve  les  équations 
plus  fimples  que  la  propofée,  qui  contiennent  ces  racines, 
quand  elle  eft  le  produit  d'autres  équations  plus  fimples  com* 
menfurables. 

application  de  la  même  méthode  au  fécond  Problème. 
JfO  u  r  trouver  les  racines  de  cc/x'—aacfxx  •+-  aabUx  —  $aab*=:Q 

—  bbccxx  -f-  laabbfx 

—  îbbcfxx  -f-  ^b  ex 

ï°.  on  partagera  l'équation  en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  toutes  les  grandeurs  oiife  trouve  b ,  &  les  autres 
dans  la  féconde  $  £c  l'on  aura 
— ?  bbccxx    h-  aabbex  —  ^aab* 

—t  }bbcfxx  ■+■  laabbfx  Et  ccfx  —  aacfxx 

•+-  3^ Va: 
Pivifant  la  première  par  —  bb3  ôt  la  féconde  par  cfxx  3  oft 
aura  ccxx — -aacx  -^-^aabb 

-4-  ycfxx —  ^aafx  Et     ex  —  aa 

— ibbcx 
On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun,  &;  on  trou- 
vera que  ex  —  aa  =  o^  eftle  plus  grand  divifeur  commun 5 
par  confequent  ex  —  aa  =  o  contient  une  racine  de  la  pro- 
pofée ,  qui  eft  x  =  ~ 

On  divifera  la  propofée  par  ex  —  aa  =  oy  Se  l'on  aura 
le  quotient  cfxx  —  }Ùfx  4-3^  =  0,  qui  contient  les  deux 
—  bbex. 
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autres  racines  de  la  propofée.  On  le  partagera  en  deux  Tom- 
mes ,  mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  eft/,  6c  les 
autres  dans  la  féconde^  6c  Ton  aura 

cfxx  —  $bbfx3  Et   —  bbcx  -+-  3^4. 

Divifant  la  première  par  fx3  6c  la  féconde  par  —  bb3  l'on 
aura  ex  —  }bb,  Et  ex  —  $bb.  Ces  deux  fommes  contenant 
les  mêmes  grandeurs,  chacune  eft  leur  divifeur  commun  } 
par  confequenc  ex  —  ^bb  =  0,  contient  une  féconde  racine 
de  la  propofée,,  qui  eft  x  ==■ ?-^. 

Enfin  divifant  cfxx  —  $t&fx-4*:j$*  =  o ,  par  ex — 3^=20, 
—  bbcx 
on  trouvera  pour  quotient  fx  —  bb  =  o ,  qui  contient  la 
troisième  racine  de  la  propofée,  qui  eft  x  =-j. 

La  démonftration  eft  la  même. 

R    E    M   A   K   Q^U    E   S. 
I. 

V/N  pourroit  propofer  la  même  méthode  de  cette  autre 
manière.  11  faut  fuppofer  toutes  les  grandeurs  de  l'équation 
propofée  où  fe  trouve  une  même  lettre,  ou  deux  lettres  dif- 
férentes ,  égales  à  zéro  -,  en  fuppofant  que  cette  lettre,  ou 
chacune  de  ces  lettres,  eft  égale  à  zéro,  6c  feindre  une  équa- 
tion de  toutes  ces  grandeurs  ;  &  iî  Ton  veut  une  autre  de  coû- 
tes les  autres  grandeurs  de  l'équation,  6c  chercher  un  divi- 
feur commun  à  ces  deux  équations  ;  ou  bien  (fi  Ton  veut) 
chercher  un  divifeur  commun  à  la  propofée,  6c  à  l'une  de 
ces  deux  équations ,  8c  faire  le  refte  de  l'opération  marquée 
dans  la  méthode. 

IL 

Lorfque  toutes  les  racines  d'une  équation  compofée  font 
ïncomnienfurables ,  6c  qu'elle  ne  peut  pas  être  le  produit 
d'équations  (impies  commenfurables ,  elle  le  peut  être  fou- 
vent  de  deux  ou  de  plufîeurs  équations  compofées  plus  (im- 
pies ,  chacune  d'un  moindre  degré  que  la  propofée  ,  lef. 
quelles  équations  compofantes ,  quoiqu'elles  n'ayent  pas 
leurs  racines  commenfurables,  peuvent  pourtant  être  elles- 
mêmes  commenfurables  5  c'eft-à-dire  ,  elles  peuvent  ne  con- 
tenir aucunes  incommenfurables.  Or  il  eft  évident  que  la 
méthode  qu'on  vient  d'expliquer ,  ne  fert  pas  feulement  à 
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trouver  les  racines  commenfurables  de  la  propofée,  maïs 
auffiles  équations  compofantes  plus  fimples  que  la  propofée, 
&  dont  elle  eft  le  produit,,  lorfque  ces  équations  plus  fim-pl.es 
font  commenfurables }  ce  quifert  à  abaifïèr  la  propofée  à  un 
moindre  degré. 

I  I  I. 

Lorfqu'après  avoir  fait  le  partage  de  toutes  les  grandeurs 
d'une  équation  compofée  en  deux  fommes ,  de  toutes  les  ma- 
nières qu'il  eft:  poffible ,  on  ne  trouve  aucune  équation  fimple 
qui  la  divife  exactement,  c'eft  une  marque  qu'elle  n'a  aucune 
racine  commenfurable  j-&  lorfqu'on  ne  rrouve  aucune  équa- 
tion compofée  plus  (impie  que  la  propofée  qui  la  divife  exa- 
ctement ,  c'e.ft  une  marque  qu'elle  ne  peut  être  abaiÇée  à  un 
degré  plus  fimple^  c'eft-à-dire ,  qu'elle  ne  peut  être  le  pro- 
duit d'autres  équations  compofées  plus  (Impies  qui  foient 
commenfurables. 

I  V. 
Cette  méthode  s'étend  aufli  aux  équations  qui  ont  des  in- 
commenfurables,  lorfque  ces  équations  font  le  produit  d'au- 
tres équations  plus  fimples  qui  contiennent  les  mêmes  in- 
commenfurables ,  ou  du  moins  dont  une  les  contient. 

Pour  trouver,  par  exemple,  les  racines  de  x} +-bxx 

-^xx^ab^r^bb 

S-  ibxy/ab-^-ibb  ■+■  i8£3  =  °> 

wr-  6bb\/ab+-}bb 
,011  partagera  cette  équation  en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  où.  fe  trouve  l'mcommenfurable 
Vœb-*-}bf3  &c  les  autres  dans  la  féconde  •  Se  l'on  aura 

—  xx\7ab-*-}bb  -\-ibxVab-h^bb  — Gbby/ab-^lbb. 


fit  x* -hbxx+iiïb*.  Divifant  la  première  par  —  ^/ab-k-^bb, 
l'on  aura  pour  la  première  xx— *-zbxr+-  6bb.  On  cherchera 
le  plus  grand  çlivife.ur  commun  de  la  première  6c  de  la  fé- 
conde fomme,  6c  l'on  trouvera  que  xx  —  ibx  •+•  6bb  =  o\ 
eft  ce  divifeur  commun,  par  lequel  divifant  la  propofée ,  on 
trouvera  le  quotient  exact  x  ■+■  3^  —  Vab  -+-  }bb  =  o,  qui 
contient  une  racine  de  la  propofée  ,  qui  eft  x  =  —  }b 
-+■  Vszb-+-$bb.  Le  divifeur  xx — îbx  ■+■  Gbb  =  o  ,  contient 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires ,  la  première  étant  x  =  b 
H-V —  ^bbj  la  féconde,  ,v  =  ^— - V  ~$bb. 

Seconde 
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Seconde     Méthode. 

#r.  i°.  IL  faut  regarder  une  des  grandeurs  connues  de  l'équa- 
tion compofée  donc  on  veut  trouver  les  racines,  ou  bien  les 
équations  commenfurables  plus  fîmples  qui  la  divifent  exa- 
ctemeht"  ,  comme  l'inconnue  de  l'équation  h  de  confîderer 
l'inconnue  de  l'équation  comme  une  grandeur  connue ,  & 
ordonner  l'équation  par  rapport  à  cette  inconnue  fuppofée. 
20.  Il  faut  enfuite  appliquer  à  l'équation  ainfî  ordonnée, 
la  méthode  du  fécond  Problême,  ou  la  première  méthode  de 
cette  fection  5  £t  fi  l'on  trouve  des  équations,  dans  lefquelles 
l'inconnue  de  la  propofée  foit  linéaire ,  qui  divifent  exacte- 
ment cette  équation,  on  aura  les  racines  de  la  propofée.  Si 
l'on  trouve  des  équations  qui  divifent  exactement  cette  équa- 
tion ,  qui  contiennent  des  puifTances  de  l'inconnue  de  la  pro- 
pofée ,  l'on  aura  les  équations  compofées  plus  fîmples  que  la 
propofée ,  dont  elle  eft  le  produit.  L'on  opérera  fur  chacune 
de  ces  équations  compofées  plus  fîmples ,  comme  Ton  a  fait 
fur  la  propofée. 

3°:  Dans  le  choix  qu'on  fera  d'une  grandeur  connue  de  la 
propofée,  pour  en  faire  l'inconnue  de  l'équation ,  il  faut  en 
prendre  une  dont  là  plus  haute  puifïance  foit  moindre  que  celle 
de  l'inconnue  de  la  propofée,  pour  avoir  une  équation  d'un 
moindre  degré  que  la  propofée,  &  qui  foit  par  confequent  plus 
facile  àrefbudre. 

Exe    m  p  l  ey 

POur.  trouver  les  racines  de  cette  équation  du  troifïéniê 

degï&  , ,  ssl  —  iç xx  —  ac x  -f-  ccd=:o9. 

H—-  axx  —  bcx  —  aed 
=+-  bxx  -f-  àboc  —  bed 
"+-  dxx  -f-p  cex  -\—  abd' 

— -■  zcdx 
-f-  adx 
-f-  bdx  ' 

i°.  on  regardera ïa  connue  c  comme  inconnue ,  &  l'inconnue 
x  comme  connue  ^  6c  après  avoir  ordonné  l'équation  par  ra* 
port  à  l'inconnue  c3  on  aura  l'équation  fui  vante  du  fécond 
degré  ^  _  adc  4-^=0 

•4-  xcc  • — •  bdc  •+-  aboQ 
. —  axe  -}—  adx 
— ■  bxc  -f-  bd% 
■ —  zdxc-\-  axx 
~-zxxc  -\-bxx 
H—  dxx 

Tome  I.  dr^v  0 
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2°.  Pour  fe  fervir  de  la  méthode  du  fécond  Problême  9 1 
faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  coëâcient  du  premier  ter- 
me d-i- x  3  qui  font  i .  d-h  xi  ôc  leurs  produits  par  Pinçon- 
nue  c,  qui  font  c3  cd^-cx.  Il  faut  aufîî  trouver  tous  les  divi- 
feurs du  dernier  terme.  Pour  les  trouver,  on  feindra  que  ce 
dernier  terme  eft  une  équation  }  6c  Ton  aura 
xl  ■+■  dxx  •+•  bdx  -H  abd  =ss  p.. 
•+■  bxx  -+-  adx 
.*+-  axx  «+-  abx 
On  cherchera  tous  les  divifeurs  de  fon  dernier  terme  abd, 
qui  font  i  .a,  b.  d.  ab .  ad.  bd.  abd.  On  fera  les  équations 
{Impies  x-i-i=o.     x-+-a  =  o..     x-^-b===o.     x-*-d=o. 
Il  eft  inutile  d'en  faire  d'autres,  parceque  les  racines  de  cette 
équation  feinte  font  toutes  négatives ,  &  les  divifeurs  ab . 
ad 3  &c.  ont  plus  de  dimenfions  qu'il  n'en  faut  dans  ces  équa- 
tions fimples.    L/on  trouvera  que  la  divifïon  de  cette  équa- 
tion feinte  fe  fait  exactement  par  x  +  a  —  Oj  #-i-^  =  jO., 

X-*r  d  =  O. 

Si  l'on  avoit  befoin  de  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme, 
il  n'y  auroit  qu'à  multiplier  ces  équations  fimples  les  unes 
par  les  autres  deux  à  deux  j  mais  ces  divifeurs  feroient  inu- 
tiles ,  ayant  plus  de  dimenfions  qu'il  n'en  faut. 

Ayant  les  divifeurs  du  dernier  terme,  dont  on  a  befoin^ 
on  fera,  félon  la  méthode  du  fécond  Problême,  les  équa- 
tions fimples  de  l'inconnue  c  3  6c  de  chacun  des  divifeurs  du 
dernier  terme  3  6c  l'on  aura  c  —  x— ^  =  0,  c — -x —  b  =  o  y 
€  — - x  -~^=£-  o,  &c.  On  ne  fait  pas  les  équations  fimples 
de  -h  xc  —  x — =-^  =  0,  &c.  parceque  le  premier  terme  de 
«+•  xc ,  a  plus  de  dimenfions  qu'il  ne  faut.  On  divifera  l'équa- 
tion, dont  c  eft  fuppofée  l'inconnue,  par  ces  équations  /im- 
pies ,  6c  on  trouvera  qu'elle  fe  divife  fans  refte  par  c  —  x  —  a 
=  o,  6c  par  c — x  —  b-=o.  Ain  fi  ces  équations  fimples 
contiennent  chacune  une  racine  de  la  propofée.  La  première 
eft  x—c — a  ;  la  féconde,  x  =  c  —  b  5  6c  l'on  trouvera, 
après  avoir  divifé  la  propofée  par  les  équations  fimples  x-*-a 
. —  r  =  o,  x  -+- b  —  f  =  Oj  le  quotient  exad  x  +  ^  =  o, 
qui  contient  la  troifiéme  racine  x  =  —  d. 

Remarque, 

\JN  auroit  beaucoup  abrégé  l'opération  précédente,  fi  l'on 
avoit  examine,  avant  de  chercher  les  divifeurs  du  dernier 
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terme  de  l'équation  dont  c  a  été  fuppofee  l'inconnue,  fi  un 
des  divifeurs  du  premier  terme  dcc-t-xce,  par  exemple  d-*-x3 
ne  le  feroit  point  auffii  de  toute  cette  équation  -y  &  comme 
Ton  auroit  trouvé  qu'il  la  diviïe  fans  refte ,  £t  que  le  quotient 
eft-  ce  —  ac   4-  ab  =  O , 

—  bc   4-  ax 

—  ixc  4-  £at 

le  divifeur  <^4-  a;  =  o,  contiendroit  déjà  une  racine  de  la 
propofée  qui  eft  a:  =  —  d.  L'on  trouveroic  les  deux  autres 
en  opérant  feulement  fur  le  quotient  :  mais  on  ne  s'eft  pas 
fervi  de  cet  abrégé ,  afin  de  faire  mieux  concevoir  cette  fé- 
conde méthode. 

cintre  manière  par  la  première  méthode  de  cette  Setlion. 

On  partagera  l'équation  ordonnée  par  raport  à  la  lettre  e9 
confédérée  comme  inconnue,  en  deux  fommes ,  mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  ©ù.  fe  trouve  la  lettre  d3 ,&c  les  au- 
tres dans  la  féconde  ,  &  l'on  aura 

4~  dec  — •  ade  4-  abd         Et    xee  -*—  axe    4-  abx 
~—bdc   4-  adx-  ***-bxe    -*-axx 

— ■-  idxc  4-  bdx  ■*-*  îx xc  4-  bxx 

4-  dxx  4-  x* 

Divifant  l'a  première  par  */_,  6c  la  féconde  par  x  ,,  on  aura  pour' 
l'une  &■  l'autre  ^  ^  — -  ac  4-  ^ 

—  bc   -£>ax 
***  zxc-ï-  bx 

4-  x  X 
Âinii  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux  fommes  eft 

ce  — -  ^r   4-  ^£  =  o , 

—  bc    -**  ax 
-*-ixe  4-  bx 

4-  xat 
Oh  divifera  l'équation,  dont  c  eft  fuppofee  l'inconnue,  par 
ce  divifeur  commun ,  &  l'on  trouvera  le  quotient  d^-x  =  o^, 
qui  contient  une  racine  de  la  propofée,  qui  eft  x  =  — -di 
pour  avoir  les  deux  autres ,  on  partagera  le  divifeur  commun 
en  deux  fommes ,  mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où 
fe  trouve  a3  &  les  autres  dans  la  féconde  3  &;  l'on  aura 
—  ac  4-  ab  Et    ce  —  bc    4-  bx 

->rax  — *IXÇ  ->r  XX  Q}\ 
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Divifant  la  première  par — ^  l'on  aura  pour  la  première  c — & 
-^■Xj  qui  divife  exactement  la  féconde  ;  ainfiV —  b —  x==Q 
contient  une  féconde  racine  de  la  propofée  ,  qui  eft  x  ==  c 
—  b.  Divifant  ce  • —  ac  •+-  ab  =  o  ,  par  c  -—  b  —  x==o, 
—  bc  -\r  ax 

,r—  ZXC  .,«+■  bx 
•+-  XX 

l'on  trouvera  le  quotient  c  —  a  —  #  =  0,  qui  contient  1& 
troifléme  racine  qui  eft  x  §=~  c  —  a, 

Démonflration  de  la  féconde  méthode. 

1  L  eft  évident  que  les  divifeurs  exacts  de  l'équation  qu'oa 
a  ordonnée  par  raport  à  une  des  lettres  connues  de  la  pro- 
pofée, regardée  comme  inconnue,  font  auiîî  des  divifeurs 
exa&s  de  la  propofée  $  &:  que  s'ils  contiennent  l'inconnue 
Ï16.8C2.7.  linéaire  x  de  la  propofée,  *  ils  en  contiennent  les  racines  5 
s'ils  contiennent  les  puiffances  de  l'inconnue  x  de  la  propo- 
fée ,  ce  font  les  équations  commenfurables  plus  fîmples  que 
la  propofée ,  dont  elle  eft  le  produit  •:  Or  la  méthode  fait 
trouver  ces  divifeurs  exa&s ,  lorfqu'il  y  en  a  -,  elle  fait  donc 
trouver  les  racines  commenfurables  de  ia  propofée ,  ou  les 
équations  commenfurables  plus  fîmples  que  la  propofée, 
dont  elle  eft  le  produit, 

Troiftéme  méthode  par  le  moyen  des  transformations* 

Remarques  neceffaires  four  concevoir  clairement 
jette   méthode,, 

L/Ette  troifîéme  méthode  fervira  à  abréger  la  méthode 
générale  du  premier  Problême,  principalement  dans  les  équa- 
tions numériques  j  elle  s'étend  auffi  aux  équations  littérales  $ 
mais  les  deux  méthodes  qui  précèdent ,  font  ordinairement 
les  plus  courtes  de  toutes  pour  ces  équations. 

La  longueur  de  la  méthode  générale  du  premier  Problême 
pour  trouver  les  racines  d'une  équation  compofée ,  vient 
de  ce  qu'étant  neceffaire  de  divifer  cette  équation  par  une 
équation  fîmple  qui  contienne  l'inconnue  plus  ou  moins  im 
des  divifeurs  du  dernier  terme  -y  quand  ce  dernier  terme  a 
beaucoup  de  divifeurs,  il  y  a  beaucoup  de  divifions  à  faire, 
avant  de  trouver  les  équations  fîmples ,  qui  en  font  les  dL 
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vïfèurs}  aînfi  la  manière  d'abréger  cette  méthode,  feroit  de 
diminuer  le  nombre  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  pro- 
pofée, ou  de  pouvoir  diftinguer  parmi  ces  divifeurs  ceux-là 
feulement  qui  font  utiles,  &  de  lauTer  les  autres. 

Cela  fe  peut  faire  par  le  moyen  des  transformations  ;  i°. 
en  trouvant  une  transformée  dont  le  dernier  terme  contienne 
moins  de  divifeurs  que  la  propofée  ^  par  cette  manière  on 
trouvera  plus  facilement  les  racines  delà  transformée,  qui 
feront  enfuite  connoître  celles  de  la  propofée.  20.  En  trou- 
vant une  ou  plufîeurs  transformées,  dont  ies  racines  foient 
celles  de  la  propofée  augmentées  ou  diminuées  d'une  gran- 
deur connue  5  car  les  racines  de  ces  transformées  étant  di- 
minuées ou  augmentées  de  la  même  grandeur  connue,  fe- 
ront celles  de  la  propofée  3  &  ces  racines  des  transformées 
devant  être  des  divifeurs  de  leurs  derniers  termes,  en  dimi- 
nuant  ou  augmentant  tous  les  divifeurs  des  derniers  termes 
de  ces  transformées  de  la  même  grandeur  connue,  il  eft  évi- 
dent qu'il  n'y  aura  que  les  divifeurs  ainfî  diminuez  ou  aug- 
mentez, qui  feront  communs  avec  les  divifeurs  du  dernier 
terme  de  la  propofée,  qui  pourront  être  les  racines  de  la 
propofée  3  ce  qui  fera  diftinguer  parmi  tous  les  divifeurs  du 
dernier  terme  de  la  propofée,  ceux-là  feulement  qui  en  pour- 
ront être  les  racines. 

Mais  comme  l'on  n'a  befoin  que  des  feuls  derniers  termes 
des  transformées,  il  faut  fe  fouvenir  pour  abréger  le  calcul 
i°.  qu'en  fubftituant  une  grandeur  connue  pofîtive  dans  la 
propofée  à  la  place  de  l'inconnue ,  *  la  fomme  de  toutes  les  *  39, 
«grandeurs  de  l'équation,  après  la  fubftitution,  eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée,  dont  les  racines  feroient  celles 
de  la  propofée  diminuées  de  cette  même  grandeur  connue: 
20.  qu'en  fubftituant  une  grandeur  connue  négative  dans  la    . 
propofée  à  la  place  de  l'inconnue,  *  la  fomme  de  toutes  les  *  20, 
grandeurs  de  l'équation,  après  la  fubftitution,  eft  le  dernier 
ternie  delà  transformée,  dont  les  racines  feroient  celles  de 
la  propofée  augmentées  de  la  même  grandeur  connue.  £c 
dans  ce  dernier  cas,  il  fufïït  de  fubftituer  la  grandeur  connue 
comme  fî  elle  étoit  pofitive ,  &  de  changer  tous  les  figues 
des  termes  où  les  puifTances  de  l'inconnue  ont  des  expofans 
impairs  3  c^ft-à-dire,  où  il  y  a  x,  x\  x\  ôcc.  Ces  chofes  fup- 
pofées.  Voici  la  troifiéme  méthode, 
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62.   Méthode  pour  transformer  une  équation  proposée  enum 
autre  >  dont  le  dernier  terme  ait  moins  de  divtfeurz 
que  le  dernier  terme  de  la  propofée. 
Premier      Ca  s. 
JJlJJAND  les  puiffances  de  fuite  d'un  divifeur  du  co'èficient  dm 
fécond  terme  /font  des  divifeur  s  de  tous  les  termes  fuivans  h  & 
quand  le  fécond  terme  étant  évanoui  3  les  çuiffances  de  fuite  d'un' 
quarré  divifeur  du  co'êficient  du  troifïéme  terme- 3  font  des  divi- 
feur s  de  tous  les  termes  fuiv  ans. 

X  L  faut  trouver  la  transformée,  dont  les  racines  foient  les 
racines  de  l'équation ,  divifées  par  le  divifeur  du  fécond  ter- 
me ,  dont  les  puifTances  prifes  de  fuite,  font  des  divifeurs  des 
coëficiens  fuivans  6c  du  dernier  terme  j  6t  le  dernier  terme 
de  la  transformée  aura  beaucoup  moins  de  divifeurs  que  ce- 
lui de  la  propofée. 

Lorfque  le  fécond  terme  eft  évanoui,  il  faut  trouver  la-î 
transformée,  dont  les  racines  foient  les  racines  delà  propo- 
fée ,  divifées  par  la  racine  du  quarré  divifeur  du  troifïéme 
terme,  dont  les  puifTances  prifes  de  fuite,  font  des  divifeurs 
des  coëficiens  fuivans  6c  du  dernier  terme. 
Exemple       L 

"Our  transformer  l'équation.^ — ^xx-^-nx- — 144  =  0,, 
en  une  autre,  dont  le  dernier  terme  ait  moins  de  divifeurs 
que  144,  qui  en  a  beaucoup,  je  remarque  que  les  puifTances 
4  6c  8  de  2  ,  qui  eft  un  divifeur  du  fécond  terme  4 ,  font  des 
divifeurs  de  12  &  de  144  ;  c'eft-à-dire4,  quarré  de  2  ,  eft  di- 
vifeur de  12 ,  6c  8  cube  de  2  ,  l'eft  de  144. 

Je  divife  chaque  racine  de  la  propofée  par  2,  c'eft-à-dire, 
,  je  fuppofe  *  |  ==y ,  d'où  je  tire  x  =  iy  j  je  fais  la  fubftitu- 
'^Transfo'r-  tlon  ^e  cecte  valeur  de  x  3  à  la  place  de  x  3  dans  la  propofée, 
ce  qui  fe  fait  par  abrégé ,  en  divifant  4  par  2,12  par  4,  144 
par  8  ;  je  trouve  la  transformée  y1  —  îyy  •+■  y  — j  8  ==  o , 
dont  le  dernier  terme  18  a  bien  moins  de  divifeurs  que  144. 
Les  divifeurs  de  18  font  1.  2.3.  6.  9.  18. 

Je  trouve  que  y —  ij^y-*-  3/  —  1 8  =  o  ,  fc  divife  exacte- 
ment par  y  —  3=0,  &  que  le  quotient  eft  yy  ■+■  \y  -+-  6 
=  o.  Ainfi  4-  3  eft  une  racine  pofitive  de  la  transformée  3  le 
quotient  contient  les  deux  autres  qui  font  imaginaires.  En 


* 


mation. 
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Fubftituant  3  à  la  place  dey  dans  x  ===  iy9  l'on  aura  a: as  6  • 
ainfî  6  eft  la  racine  de  la  propofée. 

Exemple     II; 

S  O  1  T  la  propofée  x3 —  144*  — 103  68  as  o ,  dont  le  der- 
nier terme  a  beaucoup  de  divifeurs ,  mais  il  eft  diviiible  par 
la  troifiéme  puiflance  de  1 2  •  &  le  troisième  terme  144*  eft 
divifîble  par  le  quarré  de  12. 

Il  faut  transformer  cette  équation  en  une  autre  qui  foit 
telle ,  que  les  racines  de  la  propofée ,  divifées  par  12,  foient 
celles  de  la  transformée  $  ainfi  il  faut  fuppofer  #==  121/  3  & 
après  la  fubftitution ,  qui  fe  fait  par  abrégé ,  *  en  divifant  144    *  3  £  -> 

par  144  quarré  de  12  ,  6c  10368  par  1728  cube  de  12,  l'on  seTransfiri 

aura  la  transformée  y —  \y —  6  =  0,  dont  le  dernier  terme  matio^ 

6 ,  n'a  que  les  divifeurs  1 .  %\  3.6. 

Divifant  cette  transformée  par  y  —  2-=  o  ,  la  divifïon  £e 

fait  fans  refte,  6c  Ton  trouve  le  quotient  yy  h-  21/  -t-  3  =  o. 

Ainiî  -h  2  eft  une  racine  pofitive  de  la  transformée  5  6c  les 

deux  autres  que  contient  le  quotient  5  font  imaginaires. 
Subftituant  -h  2  à  la  place  de  y  dans  x  =  1  iy  9  l'on  a  x  ==  24  j 

ainiî  -h  24  eft  la  racine  de  k,  propofée. 

Second  cas  pour  toutes  les  équations. 

TRANSFORMER  une  équation  .,  dont  le  dernier  terme  a 
beaucoup  de  divifeurs  3  en  une  autre  dont  le  dernier  terme  en  ait 
moins  5  lorfque  l'équation  n'a  pas  les  conditions  du  premier  cas, 

OOit  la  propofée  x1 —  ioxath-  19X —  24  =  o  ,  qu'il  faut 
transformer  en  une  autre ,  dont  le  dernier  terme  ait  moins 
de  divifeurs  que  celui  de  la  propofée. 

Il  faut  fubftituer  dans  la  propofée,  à  la  place  de  x  %C  de 
fes  puiiïànces ,  i°.  l'unité  ,  c'eft-à-dire  +  i5  20.  —  1  j  30.  h-  2 
6c  fes  puifla-nc.es  3  40.  —  2  6c  fes  puiiïànces  -,  &  ainfi  de  fuite 
h-  3  ,  — ~  3 ,  6cc.  Il  faut  prendre  la  fomme  des  grandeurs  de 
l'équation  après  chaque  fubftitution. 

Quand  on  en  trouvera  une  qui  a  moins  de  divifeurs  que 
le  dernier  terme  de  la  propofée  ,  il  faudra  fuppofer  l'incon- 
nue de  la  propofée  at  =y  h-  ou  —  le  nombre  dont  la  fub- 
ftitution a  donné  la  fomme  qui  a  le  moins  de  divifeurs ,  Ôc 
uabftituçr  cette  valeur  de  x ,  à  la  place  de  x  >  dans  la  pro^ 
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pofée  j  Se  l'on  aura  une  transformée  ,  donc  le  dernier  terme 

aura  moins  de  divifeurs  que  celui  de  la  propofée. 

Il  faut  en  chercher  les  racines  -y  6c  quand  on  les  aura, 
trouvées,  elles  feront  connoître  celles  de  la  propofée. 

En  fubftituant  -h  i  dans  l'exemple  propofé  x* —  \oxst 
4-  \yx — 24=  o  ,  à  la  place  de  x ,  l'on  trouve  1— - 10  -+- 19 
—  24  =  —  14  :  or  14  a  moins  de  divifeurs  que  24.  C'eft 
pourquoi  je  fuppofe  x  =y  ■+■  1  •  &  fubftituant  y  -h  i  &:  fes 
puiiïances ,  à  la  place  de  x  6c  de  ks  puifïànces ,  dans  la  pro- 
poiée,  je  trouve  la  transformée  fuivantej/5 —  lyy-^^y —  J4 
=  0.  Les  divifeurs  du  dernier  terme  font  1.2.  7.  14.  Gette 
transformée  fe  divife  exactement  par  y  ■ —  7  :=  o  3  6c  le  quo- 
tient eftj/y  -h  2  =  0  ;  ainfi  j/  =  7  ,  6c  fubftituant  7  à  la  place 
de  y ,  dans  x  =j/  -s-  1 ,  je  trouve  a:  =  8  3  ainfi  8  eft  une  ra- 
cine pofltive  de  la  propofée. 

6  3 .    JVfithode  pour  faire  difiinguer  parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme1 
d'une  équation ,  ceux  qui  en  peuvent  être  les  racines. 

i°.  J..L  faut  fubftituer  fucceiîivement  dans  la  propofée  1 .  2. 
3.4,  Sic.  à  la  place  de  l'inconnue. 

20.  Il  faut  prendre  la  fomme  de  toutes  les  grandeurs  de 
l'équation ,  après  la  fubftitution  de  chacun  de  ces  nombres , 
ôc  l'on  aura  autant  de  fommes  qu'on  a  fubftitué  de  nombres. 

30.  Il  faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la 
propofée,  èc  tous  les  divifeurs  de  chacune  de  ces  fommes. 

40.  Il  faut  ajouter  à  tous  les  divifeurs  de  chaque  fomme, 
le  nombre  dont  la  fubftitution  a  donné  la  fomme  de  laquelle 
ils  font  divifeurs  -,  &:  après  les  avoir  ainfi  augmentez  ,  leur 
ajouter  le  flgne-t-,  c*eft-à-dire,  les  regarder  comme  pofîtifs. 

Il  faut  retrancher  de  tous  les  mêmes  divifeurs  de  chaque 
fomme  ,  le  même  nombre  dont  la  fubftitution  a  donné  la 
fomme  de  laquelle  ils  font  les  divifeurs  ,  marquant  -4-  devant 
les  reftes  de  ceux  qui  étoient  moindres  que  le  nombre  qu'on 
en  a  retranché  ,  6c  le  figne  —  devant  les  reftes  de  ceux  qui 
u    étoient  plus  grands. 

50.  Il  faut  choifir  parmi  tous  les  divifeurs  augmentez  pofî- 
tifs de  chaque  fomme ,  ceux-là  feulement  qui  font  communs 
avec  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  -y  6c  ce 
feront  les  feuls  qui  pourront  être  les  racines  pofitives  de  la 
propofée  j  ainfi  il  faudra  divifer  la  propofée  par  x  moins 

chacun 
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chacun  de  ces  divïfeurs  communs  ;  &  les  divifîons  qui  fè  feront 
fans  refte,  feront  connoîtreles  racines  pofîtives  de  la  propofée. 
On  choifira  de  même  parmi  les  divifeurs  négatifs  dimi- 
nuez ,  ceux-là  feulement  qui  font  communs  avec  les  divifeurs 
du  dernier  terme  de  la  propofée,  &c  on  divifera  la  propofée 
par  x  plus  chacun  de  ces  divifeurs  >  &  lorfque  la  divifion 
îè  fera  fans  refte,  on  connoîtra  les  racines  négatives  de  la 
propofée. 

Exemple 

L'Equation  propofée  eft  xl — 10.vx4-19.xr — 24=0 » 
on  fubftituera  1.2.3.4,  &c-  à  la  place  de^,  comme  on  la» 
voit  ici. 

x* —  1  oxx 4-  i$x  —-  24  =  0. 


I 

1 

1 

8 

4 

2 

27 

9 

3 

£4 

16 

4 

SubfKtution  de  1,-9-1  — 10-4-19  —  24== —  14 
Subfticution  de  2,4-8  — 40  4-  38—  24  =  —  iS 
Subftitution de  3, 4-27  —  90  -H  57  —  24  =  —  30 
Subftitutionde4,  4-  64 — 160-4-76  —  24  =  — 44. 


D 


D 
D 
D 
D 


feurs  de  24,    1.2.3.4.6. 8.  12.  24. 


feursde  14,  1 .  2  .  7. 14. 

feurs  de  18,  1.2.3. 6.9. 18. 

feurs  de  30,  1.1.3.5*6.  10.15.30, 

feurs  de  44,  1 .  2.4,11.22,  44. 

-ii  — **— - 

feursde  14  augmentez  de  l'unité,-}- 2  ,  -*-  3  ,  ^*-  8  ,  -t-  15. 

feursde  14  diminuez  de  1,       o,  —  1, — 6,  —  13. 
feursde  18  augmentez  de  2,  +  3,  +  4,+  5,+  8,4-  n, H-  10; 
feurs  de  1 3  diminuez  de  2,+  1,      o,  —  1,  —  4,  —  7,  —  ï  6. 
feurs  de  30  augmentez  de  3,  h- 4,  H-  5,-*-  6  -h  8 -h  9  4-134-  18,  ^-  3^ 
feurs  de  30  diminuez  de  3,4-  2,  4-  i,      o,  —  2,  —  3,— 7— -i2,__ zjf 
feursde44augmentezde4,-i-5,  4-  6,  4-  8  ,  -+- 15,4-26,4-48. 
Ifeurs  de  44  diminuez  de  4, 4-3 ,  4-  2  ,     o ,  —  7,  — 18  — 40» 
Tome  I.  & 


D 
D 
D 
D 
D 
D 
D 
D 
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Après  avoir  ainfi  fait  les  fubftitutions  de  i,  2,  3, 4  5  trouvé 
les  fommes  après  les  fubftitutions ,  &  tous  les  divifeurs  de 
chaque  fomme,  6c  augmenté  &.  diminué  tous  les  divifeurs 
de  chaque  fomme,  du  nombre  dont  la  fubftitution  a  fait 
trouver  la  fomme  ,  &.  bien  diftingué  les  pofitifs  &  les  néga- 
tifs j  il  faut  choifir  parmi  les  pofitifs  les  feuls  qui  font  com- 
muns à  chaque  fomme  &  aux  divifeurs  du  dernier  terme  24 
de  la  propofée. 

L'on  trouve  qu'il  n'y  a  que  8  qui  foit  commun  ^  ainfi  l'on 
eft  réduira  divifer  la  propofée  par  x  —  8  =  0,  &  la  divifion 
étant  exacte,  l'on  a  une  racine  de  la  propofée  qui  eftx  =  8. 
L'on  chercheroit  de  même  fi  parmi  tous  les  divifeurs  né- 
gatifs de  toutes  les  fommes ,  i^  n'y  en  auroit  point  de  com- 
mun à  toutes  les  fommes  &:  aux  divifeurs  de  24 -,  &  s'il  y  en 
avo|fc  quelqu'un ,  on  feroit  la  divifion  de  la  propofée  par  x-h 
ce  divifeur  commun  ^  &  fi  la  divifion  étoit  jufte,  on  auroic 
une  racine  négative:  mais  il  n'y  en  a  aucun  dans  notre  exem- 
ple ,  qui  ne  peut  avoir  que  des  racines  pofitives  y  tous  les  ter- 
mes ayant  alternativement  -+-  &  — . 

Dèmonfiration  de  cette  méthode. 

(jHacune  des  fommes  qu'on  trouve  après  les  fubftitu- 
tions des  nombres  à  la  place  de  x  dans  la  propofée,  eft  le  der- 
ïiier  terme  delà  transformée,  dont  les  racines  pofitives  font 
les  racines  pofitives  de  la  propofée  ,  diminuées  du  nombre 
dont  la  fubftitution  a  donné  cette  fomme,  6c  dont  les  raci- 
nes négatives  font  les  négatives  de  la  propofée,  augmentées 
du  nombre  dont  la  fubftitution  a  donne  la  fomme,  &  donc 
enfin  les  racines  négatives  moindres  chacune  que  le  nombre 
fubftitué ,  font  encore  celles  des  racines  pofitives  de  la  propo- 
fée moindres  que  le  même  nombre,  qui  étant  diminuées  de 
ce  même  nombre  plus  grand  qu'elles,  font  devenues  négati- 
ves dans  la  transformée,  par  le  furplus  de  ce  nombre  fur  ces 
racines  pofitives.  Cela  eft  évident  par  le  troîfieme  &:  qua- 
*j8&3p.  triéme  Corollaires  des  transformations*,  qu'il  faut  fe  rendre 
familiers  pour  bien  entendre  cette  démonftration. 

D'où  il  fuit  que  les  racines  pofitives  des  transformées  étant 
augmentées  du  nombre  dont  la  fubftitution  a  donné  leur 
dernier  terme,  font  les  racines  pofitives  de  la  propofée  5  èc 
les  racines  négatives  des  transformées  étant  diminuées  du 
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même  nombre  ,  font  les  racines  négatives  de  la  propofée  j 
enfin  les  racines  négatives  des  transformées  moindres  que 
le  nombre  dont  la  fubftitution  a  donné  leur  dernier  terme, 
<  étant  retranchées  de  ce  nombre ,  les  quantitez  de  furplus 
font  les  racines  pofîtives  de  la  propofée  qui  font  moindres 
que  ce  nombre. 

Mais  dans  le  temps  qu'on  ignore  les  racines  des  transfor- 
mées &  de  la  propofée  ,  on  regarde  tous  les  divifeurs  des 
derniers  termes  des  transformées  comme  leurs  racines  ;  ainfî 
après  les  avoir  augmentez  du  nombre  qui  a  donné  le  dernier 
terme  de  chaque  transformée  ,  on  peut  regarder  ces  di- 
vifeurs ainfî  augmentez  ,  comme  les  racines  pofîtives  de  la 
propofée  ;  6c  après  les  avoir  diminuez  du  même  nombre,  on 
les  peut  regarder  comme  les  racines  négatives  de  la  propo- 
fée ;  6c  enfin  après  avoir  retranché  du  nombre  qui  a  donné 
le  dernier  terme  d'une  transformée  ,  les  divifeurs  moindres 
que  ce  nombre  ,  on  peut  regarder  les  reftes  comme  les  ra- 
cines pofîtives  de  la  propofée  ,  qui  font  moindres  que  ce 
nombre. 

Cependant  les  transformées  n'ayant  pas  d'autres  racines 
que  la  propofée ,  fçavoir  les  pofîtives  de  la  propofée ,  dimi- 
nuées du  nombre  qui  a  donné  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée ,  <k  les  négatives  augmentées  du  même  nombre ,  il 
faut  que  ceux  des  divifeurs  de  leurs  derniers  termes  qui  font 
leurs  racines ,  étant  augmentez  ou  diminuez  du  même  nom- 
bre qui  a  donné  le  dernier  terme  de  la  transformée ,  foiene 
égaux  aux  racines  de  la  propofée  ■>  6c  par  confequent  ceux 
d'une  transformée  à  ceux  de  l'autre ,  &c  que  les  mêmes  foient 
égaux  à  ceux  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée 
qui  en  font  les  racines. 

D'où  il  fuit  que  ceux  qui  ne  font  pas  communs ,  ne  peuvent 
être  les  racines  de  la  propofée ,  &c  qu'il  n'y  a  que  ceux  qui 
font  communs  qui  puiffent  en  être  les  racines.  La  méthode 
fait  donc  diftinguer  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la 
propofée,  qui  en  peuvent  être  les  racines  •  ce  qui  étok  propofé. 

application  de  la  méthode  précédente  aux  équations  littérales. 

jOit  x>  —  laxx -+-  aax -t- aab  =  o  ,  dont  il  faut  trouver 

—  abx 
les  racines  par  cette  méthode. 

R  ij 
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Il  faut  d'abord  trouver  tous  les  divifeurs  de  fon  dernief 
terme  ,  qui  font  i ,  a,b^  aa 3  ab ,  aab.  • 

Il  n'y  aura  que  les  trois  premiers  qui  ferviront  3  les  autres 
ayant  deux  dimenfions,  ne  peuvent  fèrvir  à  former  les  équa- 
tions fîmples  par  lefquelles  il  faut  divifer  la  propofée  ,  pour 
en  trouver  les  racines. 

Il  faut  transformer  la  propofée  en  une  autre ,  dont  les 
racines  pofitives  foient  celles  de  la  propofée,  diminuées  d'une 
grandeur  connue ,  &  les  négatives  foient  les  négatives  de  la 
propofée  ,  augmentées  de  la  même  grandeur  connue  3  c'eft-à- 
dire  ,  il  faut  trouver  le  feul  dernier  terme  de  cette  trans- 
formée. 

On  prendra  cette  grandeur  connue  parmi  les  grandeurs 
connues  de  la  propofée  j  on  fuppofera  ,  par  exemple ,  que 
c'eft  id. 

On  fera  la  fubftitution  de  ia9  au  lieu  de  x  dans  la  pro- 
pofée ,  &;  on  trouvera  que  la  fomme  des  grandeurs  de  l'équa- 
tion ,  après  la  fubftitution ,  eft  la*  —  aab>  c'eft-à-dire ,  c'eft 
le  dernier  terme  de  la  transformée. 

Les  divifeurs  linéaires  de  cette  fomme  font  i ,  a9  za  •—  b* 
ceux  de  deux  dimenfions  font  inutiles. 

Les  augmentant  de  za  3  on  aura  -*-  za  -t-  i,  -t-  $a,  •+■  \a 

Retranchant  de  za  les  divifeurs  moindres  1  èc  a  3  l'on, 
aura  +  m  —  1 ,  -+-  a. 

Les  feules  grandeurs  pofitives  que  donne  la  transformée 
>  pour  trouver  les  racines  pofitives  de  la  propofée  ,  font  donc 
•1-2^-t-  1,  -f-H,  -+-4^ —  bj-\-  1a  —  ij-i-^. 

Retranchant  za  du  divifeur  za  —  b  3  Ton  aura  —  b  pour 
la  feule  grandeur  négative  que  donne  la  transformée  ,  pour 
trouver  les  racines  négatives  de  la  propofée. 

Or  il  n'y  a  que  la  grandeur  -t-  a ,  parmi  les  pofitives,  de 
commune  avec  le  divifeur  -t-  a  du  dernier  terme  de  la  pro- 
pofée 3  ainfi  il  faut  voir  fi  la  propofée  peut  être  divifée  par 
x  —  a  =  o  >  &  la  divifion  fe  faifant  fans  refte  ,  x  —  a  =  o 
contient  une  racine  de  la  propofée ,  qui  eft  x  =  //  3  &  le 
quotient  xx  —  ax  —  ab  =  o  ,  contient  les  deux  autres ,  qui 

font  ^=3^+v'^^-»-^j  &*=;!  a—-y/^aa-i-  ab. 
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SECTION     III. 

Ou  Von  explique  la  méthode  générale  pour  trouver  par 
Analyfè  toutes  les  équations  commenfurables  plus  fîm- 
pies  5  dont  une  équation  compofee  eft  le produit  j  cefl-a- 
dire ,  la  méthode  de  la  réduire  au  moindre  degré. 

Deeiniti  on. 

TO'ute  équation  compofee, qu'on  fuppofe  fans  încom- 
menfurables ,  peut  être  divifée  fans  refte  par  des  équa- 
tions commenfurables  plus  fîmples  qu'elle  n'eft  3  ou  bien  elle 
ne  le  peut  pas. 

Lorfqu'elle  peut  être  ainfi  divifée ,  on  dit  qu'elle  eft  rL 
âuBible •,  et  qu'elle  n'eft  pas  du  degré  oà  elle  fe  trouve  5  mais 
feulement  des  degrez  plus  fîmples ,  doijt  font  les  équations 
plus  fîmples ,  par  lefquelles  elle  peut  être  exactement  divi- 
fée ,  fuppofé  que  ces  équations  plus  fîmples  ne  puiflènt  pas 
être  divifées  par  d'autres  équations  commenfurables  encore 
plus  fîmples. 

Mais  lorfqu'elle  ne  peut  être  ainfi  divifée  fans  refte  par 
-d'autres  équations  commenfurables  plus  fîmples  ,  on  dit 
"qu'elle  eft  irréduffible  3  &  qu'elle  eft  du  degré  où  elle  fe 
trouve. 

Ainfi  une  équation  du  cinquième  degré  ^  par  exemple , 
qui  ne  peut  être  divifée  fans  refte  ,  par  aucune  équation 
commenfurable  plus  fîmple,  eft  irrèduffible  >  Se  elle  eft  pro- 
prement du  cinquième  degré. 

Mais  une  équation  du  cinquième  degré ,  qui  peut  être  di- 
vifée fans  refte  par  une  équation  irréductible  du  fécond  de- 
gré ,  &  par  une  équation  irréductible  du  troifîéme  degré , 
eft  rèàuïiible  3  8c  elle  n'eft  pas  proprement  du  cinquième  de- 
gré ,  mais  du  fécond  6c  du  troifîéme  degré. 

R    E    M    A  R.    Q^U    E   S, 

J'Our  faire  le  dénombrement  exact  des  équations  com- 
menfurables plus  iimples,  par  lefquelles  les  équations  compo- 
fées  réductibles  de  chaque  degrés  peuvent  être  divifées  fans 
jefte ,  on  peut  dire  que  dans  chaque  degré  elles  ne  le  peu- 

Riij 
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vent  être  que  par  autant  d'équations  plus  fimples  qu*on  peut 
partager  le  nombre  qui  en  exprime  le  degré  en  d'autres  nom- 
bres entiers ,  y  comprenant  l'unité ,  qui  joints  enfemble,  fe- 
ront ce  même  nombre. 

On  peut  partager  le  nombre  3  qui  exprime  le  troisième 
degré  :  10.  en  1 ,  1 ,  1  $  20.  en  1 ,  2. 

Ainfi  les  équations  du  troifiéme  degré  ne  peuvent  être  ré- 
ductibles qu'en  trois  équations  du  premier  degré ,  ou  en  deux 
équations ,  l'une  du  premier  ,  &  l'autre  du  fécond  degré. 

On  peut  partager  le  nombre  4  qui  exprime  le  quatrième 
degré  :i°.  en  1,  1,  1,  1 3  20.  en  1,  1,  2  ;  30.  en  1,  3  -y  40.  en  2,  2. 
Ainfi  les  équations  réductibles  du  4e  degré  ne  peuvent  être 
divifées  fans  relie  que  par  quatre  équations  chacune  du  pre- 
mier degré,  ou  par  trois,  dont  deux  foient  du  premier  ,  Se  la 
troifiéme  du  fécond  degré  5  ou  par  deux ,  dont  l'une  foit  du 
premier,  &  l'autre  du  troifiéme  degré .j  ou  par  deux,  donc 
chacune  foit  du  fécond  degré. 

On  peut  appliquer  facilement  ce  qu'on  vient  de  dire  aux 
degrez  plus  élevez. 

Lorfqu'on  cherche  les  équations  commenfurables  plus 
Simples  ,  par  lefquelles  une  équation  compofée  peut  être 
exactement  divifée  ,  l'ordre  naturel  ôt  la  facilité  de  l'opéra- 
tion exigent  qu'osa -commence  par  les  plus  fimples  j  c'eft  à- 
dire,  i°.  qu'on  cherche  les  équations  du  premier  degré  par 
lefquelles  elle  peut  être  divifée  j  ôc  après  en  avoir  trouvé 
Une ,  qu'on  cherche  encore  fi  le  quotient  peut  être  divifé 
par  une  équation  du  premier  degré ,  en  continuant  ainfi 
jufqu'à  ce  qu'on  trouve  un  quotient  qui  ne  puifie  être  divifé 
par  une  équation  du  premier  degré  :  20.  fi  la  propofée  ne 
peut  être  divifée  par  une  équation  du  premier  degré ,  ou  Ci 
l'on  effc  arrivé  â  un  quotient  qui  ne  Je  puifie  être ,  il  faut  cher- 
cher fi  elle,  ou  le  quotient  ne  peuvent  point  être  divifez  par 
une  du  fécond  degré  j  ôc  fi  on  n'en  peut  trouver  du  fécond 
degré  ,  il  en  faut  chercher  une  du  troifiéme  ^  &  ainfi  de  fuite , 
ne  paflant  aux  degrez  plus  compofez ,  qu'après  être  afliiré 
qu'on  ne  peut  trouver  d'équations  plus  fimples  ,  qui  fafienc 
exactement  la  divifion  de  la  propofée. 

Il  faut  même  remarquer,  qu'en  cherchant  ainfi  les  équa- 
tions commenfurables  plus  fimples  ,  qui  font  des  divifeurs 
exacts  d'une  propofée  ,  il  faut  fe  borner  à  celle  dont  le 
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degré  eft  la  moitié  du  degré  de  la  propofée,  lorfquela  pro- 
pofée eft  d'un  degré  pair  5  par  exemple,  fi  elle  eft  du  qua- 
trième degré  ,  il  ne  faut  pas  palier  le  fécond  ^  n  elle  eft  du 
fixiéme,  ne  pas  palier  le  troifiéme,  &x.  &  fi  la  propofée  eft 
d'un  degré  impair,  il  faut  fe  borner  à  l'équation  qui  eft  moin- 
dre d'un  demi  que  la  moitié  du  degré  de  la  propofée  5  ainfî 
il  faut  fe  borner  à  une  équation  du  fécond  degré,  lorfque 
la  propofée  eft  du  cinquième  degré  -y  à  une  du  troifiéme,  lorf- 
que la  propofée  eft  du  feptiéme ,  &c. 

La  raifon  eft  que,  quand  on  aura  ces  équations  moindres 
jufqu'à  celle  du  degré ,  qui  eft  la  moitié  de  celui  de  la  pro- 
pofée, ou  d'un  demi  moindre  que  la  moitié  de  celui  de  la, 
propofée,  en  divifant  la  propofée  par  ces  équations  moindres, 
les  quotiens  font  les  équations  plus  élevées ,  dont  la  propo- 
fée eft  le  produit  5  6c  fi  l'on  ne  trouve  aucune  de  ces  équa- 
tions moindres,  on  eft  allure  que  la  propofée  n'eft  pas  divi- 
fiblepar  les  équations  plus  élevées ,  puifqu'elle  ne  le  feauroie 
être  par  ces  équations  plus  élevées ,  qu'elle  ne  le  foit  aufîî  par 
les  moindres  j  dont  le  degré  joint  avec  celui  des  plus  élevées, 
feroit  le  degré  de  l'équation  propofée. 

D'où  il  fuir,  que  fi  une  équation  du  troifiéme  degré  ne  fe 
peut  divifer  par  une  du  premier  degré  ,  elle  eft  irréductible  t 
fi  une  du  quatrième  ne  peut  être  divifée  par  une  du  pre- 
mier ,  &  par  une  du  fécond,  elle  eft  irréductible  t  fi  une  du 
cinquième  ne  le  peut  être  par  une  du  premier ,  ou  par  une 
du  fécond  ,  elle  eft  irréductible,  6c  ainfî  de  fuite. 

On  a  déjà  donné  la  méthode  générale  pour  trouver  les 
équations  commenfurables  du  premier  degré,  par  lefquelles 
une  équation  compofée  peut  être  exactement  divifée  $  ainfî 
on  fuppofera  dans  cette  fection ,  qu'on  a  déjà  trouvé  toutes 
les  équarions  fimples  commenfurables  du  premier  degré  , 
par  lefquelles  une  équation  compofée  peut  être  exactement 
divifée,  &;  qu'il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  les  autres  équa- 
tions commenfurables  du  fécond,  troifiéme  degré,  &c.  par 
lefquelles  elle  peut  fe  divifer  exactement.  On  ne  parlera  point 
du  troifiéme  degré ,  puifqu'il  fuffit  de  trouver  fi  une  équa- 
tion du  troifiéme  degré  peut  ou  ne  peut  pas  fe  divifer  fans 
refte  par  une  équation  du  premier  degré ,  pour  feavoir  fi  elle 
eft  réductible  ou  irréductible. 

On  n'appliquera  auffi  les  méthodes  qu'on  va  donner,  qu'aux 
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équations  du  quatrième ,, cinquième  &.  fixiéme  degré,  pari 
ceque  dans  l'ulàge  ordinaire.,  on  ri*a  pas  befoin  des  degrez 
plus  élevez,  où  les  calculs  font  immenfesj  cependant  ces 
méthodes  peuvent  s'étendre  à  tous  les  degrez. 

Pour  mettre  de  l'ordre  dans  cette  fe&ion ,  on  expliquera; 
ï°.  h  méthode  de  trouver  les  équations  commenfurables.dll 
fécond  degré,  par  lefquelles  les  équarionsjdu  quatrième,  cin- 
quième &  fixiéme  degré  peuvent  être  divifées  exactement, 
lorfqu'il  manque  quelque  terme  dans  une  de  ces  équations 
du  fécond  degré,  dont  elles  font  le  produit  j  comme  aufîi  la 
méthode  de  trouver  les  équations  du  fécond  ,  troifiéme  8C 
quatrième  degré,,  dont  les  équations  du  cinquième  6c  fixié- 
me  peuvent  être  -le  produit,  lorfqu'il  manque  quelque  ter- 
me dans  celle  4e  ces  deux  équations  plus  (impies,  qui  eft  du 
troifiéme  degré ,  ou  du  quatrième.  2 ".  La  méthode  de  trou- 
ver les  mêmes  équations  commenfurables  plus  (impies ,  par 
lefquelles  les  équations  du  quatrième,  cinquième û  fixiéme 
degré  peuvent  être  divifées  fans  refte,  lorfqu'il  ne  manque 
aucun  terme  dans  .ces  équations  plus  (Impies. 

PROBLÊME      ML 

4>4»  TR  0  V  VER  les  équations  commenfurables  du  fécond  degré  ± 
•par  lefquelles  une  équation  réductible  du  quatrième  peut  être 
divifèe  fans  refte ,  lorfque  le  fécond  terme  manque  dans  une  de 
ces  équations  du  fécond  degré.  Trouver  P  équation  du  fécond 
degré  ?  &  ce  Se  du  troifiéme  ou  du  quatrième ,  par  Lefquelles  les. 
équations  réductibles  du  cinquième  &  fixiéme  degré  peuvent 
être  divifées  fans  rejle  >  lorfqu'il  manque  quelque  terme  dant 
l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  du  fécond  &  troifiéme ,  ou  qua~ 
trième  degré.  Trouver  enfin  les  deux  équations  chacune  du  troi- 
fiéme degré, par  lefquelles  une  équation  rèduîiible  du  fixiéme  de- 
gré, peut  être  divifèe  fans  refie  ,  lorfqu'il  manque  un  ou  plu  fleuri 
termes  dans  une  de  ces  équations  plus  fimple  s  du  troifiéme  degré* 

M    E     T     H     O     D     E. 

i°.l  Our.  le  trouver  généralement,  il  faut  fuppofer  que 
toutes  les  équations  du  quatrième ,  cinquième  &  fixiéme 
degré,  font  exprimées  par  ces  formules. 

x*  -+-  nxs  ■+-  pxx  •+-  qx    -+•  r  =  o. 

.v    -H  nx   -r-  pxi  •+-  qxx-jr  rx-+-/===0. 

Xe  ■+-  nx*  -H  px*  -+-  qx'   -+-  rxx  4-  sx  -+-  /=  o. 

Les 
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Les  lettres  »,  f>3  q ,&:c.  marquent  d'une  manière  générale 
les  coëriciens  avec  leurs  fîgnes  j  c'eft-à-dire ,  quoique  ces 
lettres  n3  f  3  q3  &c.  ayent  les  fignes-*-,  il  faut  fuppofer  que 
ces  fîgnes  marquent  ceux  des  termes  des  équations  qu'ex- 
priment ces  formules ,  &;  quand  ils  marquent  des  moins,  il 
faut  changer  les  fîgnes  dans  les  formules  qu'on  trouvera  dans 
les  réfolutions  devant  ces  lettres ,  aux  degrez  impairs  ;  par 
exemple,  fi.-*-»  marque  un  coëficient  négatif,  on  marquera 
dans  les  formules  des  réfolutions  le  figne — devant  »,  n\  ôcc. 
Lorfqu'il  manquera  quelques  termes  dans  les  équations  que 
repréfentent  les  formules,  on  fuppofera  les  mêmes  termes 
des  formules  égaux  à  zéro. 

20.  Il  faut  fuppofer  les  deux  équations  plus  Amples  qu'on 
cherche  ,  exprimées  d'une  manière  indéterminée ,  c'eft-à- 
dire,  de  manière  que  chacune  ait  la  même  inconnue  x  que 
la  propofée ,  &  que  les  coëriciens  de  leurs  termes  foient  mar- 
quez par  des  lettres  indéterminées ,  on  prendra  pour  ces: 
lettres  indéterminées,  les  lettres/,  g,  b  3  i 3  k3 13  ?»,  laifTant 
les  lettres  a3  b 3  c 3  d,  e3  pour  marquer  les  grandeurs  con- 
nues &  déterminées  3  les  lettres  vrx3y3  ^,  pour  marquer 
les  inconnues  j  ëc  les  lettres  n,p3  qxr3  s 3  t ,  pour  marquer 
les  coëficiens  des  formules  d'une  manière  générale.. 

Ainfi  pour  le  quatrième  degré,  on  fuppofera  que  les  équa- 
tions du  lecond  degré  qu'on  cherche,  font  xx-*-fx-*-g  s=  o., 
ôc  xx-^-hx  «+-  i  =  o  j  pour  le  cinquième  degré  $  xx  -+-fx  -*-g 
b=  o  ,  &  x**+~hxx  -h  ix  =+-  k  =  o  y  pour  le  fixiéme  degré  y 
xx  -t-  fx  -*-  g  ==  o  r  &'  at4  -*-  hx  -*-  ixx  -*-  kx  -H  /  =  O  j  ou 
bien  lorfque  l'on  cherche  pour  le  fixiéme  degré  deux  équa- 
tions chacune  du  troifiéme  degré,  on  fuppofera  xl^-fxx 
-H  gx  -*- h  ==  o ~,  6c  a;1-*-  îxx  -^rkx  -+-l=  o. 

Mais  parceque  dans  ce  Problême  on  fuppofe  que  le  {econâ 
terme  manque,  dans  une  des  deux  équations  plus  fimples , 
on  fuppofera  dans  le  .quatrième  degré  xx^-fx  <4-g=  o, 
&c  xx -+-  i  =  o  5  pour  le  cinquième  degré,  xx  -\-fx  «4-g  =  o> 
&  x5-*-  ix  -*-£==  o  5  pour  le  fixiéme,  xx  -i~fx  -*-g  =  o ,  ÔC 
x*  -*-  ixx  •+■  kx  -*-  /  =  o  j  ou  bien  x* ■+■  g*  ■>*- ^  =  o,  èc  x'-ï* ixx 
H-  kx  -t-  /===  o. 

Si  c'ëtoit  quelqu'autre  terme  qui  manquât  dans  Tune  ou 
l'autre  des  deux  équations  plus  fimples  de  chaque  degré ,  ou 
Tome  I.  & 
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fuppoferoit  dans  les  équations  indéterminées  qu'on  vient  de 
former ,  que  ces  termes  font  évanouis. 

30.  Il  faut  multiplier  les  deux  équations  indéterminées 
qui  font  pour  chaque  degré,  l'une  par  l'autre,  &  leur  pro- 
duit fera  une  équation  indéterminée  du  même  degré  que  la 
propofée. 

On  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  indéter- 
minée (  excepté  le  premier  )  égal  à  celui  qui  lui  répond  dans 
la  formule  ^  c'eft-à-dirc ,  le  fécond  terme  de  l'indéterminée 
égal  au  fécond  ternie  de  la  propofée ,  le  troifiérae  égal  au 
troifiéme ,  &c.  ce  qui  donnera  autant  d'équations  particu- 
lières qu'on  a  fuppofé  de  lettres  indéterminées. 

4°.  On  regardera  toutes  ces  équations  particulières  com- 
me les  équations  -du  Problême,  qu'il  faut  réduire  à  une  feule, 
dont  l'inconnue  fbit  la  lettre  indéterminée  de  celle  des  deux 
équations  indéterminées  plus  {impies ,  qui  n'a  que  les  feuls 
premier  &  dernier  termes ,  ou  dont  l'inconnue  foit  la  lettre  in- 
déterminée qui  marque  le  coëficient  du  fécond  terme  de  la 
plus  (impie  des  deux  équations  indéterminées,  ou  {île  fécond 
terme  en  eft  évanoui.,  la  lettre  indéterminée  qui  marque  le 
coëficient  du  troifiéme  terme  de  la  même  équation  j  c'eft- 
à-dire  ,  on  dégagera  toutes  les  déterminées  comme  étant 
âts  inconnues,  obfervant  de  ne  pas  dégager  l'indéterminée, 
qui  doit  fèrvir  d'inconnue  à  l'équation  du  Problême. 

Cette  équation  qui  a  pour  inconnue  une  des  lettres  indé- 
terminées des  équations  indéterminées  3  s'appelle  la  Réduite. 

50.  On  cherchera  la  valeur  commenfurable  de  l'indéter- 
minée de  la  réduite  par  la  méthode  générale,  ou  lorfquela 
réduite  n'en:  que  du  fécond  degré ,  par  la  méthode  qu'on  a 
donnée  pour  le  fécond  degré. 

Ou  bien  on  trouvera  une  féconde  réduite  qui  ait  pour  in- 
connue la  même  indéterminée,  &.  on  cherchera  le  divifeur 
commun  des  deux  réduites,  6c  enfuite  la  valeur  de  l'incon- 
nue du  divifeur  commun. 

La  valeur  de  l'indéterminée  de  la  réduite  étant  connue, 
en  la  fubftituant  dans  les  équations  particulières,  on  déter- 
minera tous  les  coëficiens  indéterminez,  &.  par  conséquent 
on  aura  les  deux  équations  qu'on  chercl  e. 

Ou  bien  on  fubftituera  la  valeur  de  l'indéterminée  delà 
réduite  dans  la  plus  Ample  des  deux  équations  indétermL 
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îiées  qu'on  a  fuppofées ,  &;  l'on  aura  après  les  fubftitutions , 
les  formules  qui  marquent  une  des  équations  plus  iimples , 
par  lefquelles  la  propofée  peut  fe  divifer  exadement,  11  elle 
n'eft  pas  irréductible,  ou  bien  on  aura  les  formules  des  deux 
équations  plus  {impies ,  fi  on  a  fait  toutes  les  fubftitutions. 
On  s'en  iervirâ  enluite  pour  réduire  une  équation  compofée 
aux  plus  {impies  dont  elle  eft  compofée. 

Tout  ceci  s'éclaircira  par  les  applications  qu'on  en  va  faire 
aux  équations  du  quatrième,  cinquième  ôc fixiéme  degré» 

application  de  la  méthode  aux  équations  du  quatrième  degré. 

POur  trouver  l'es  équations  commenfurables  du  fécond 
degré ,  par  lefquelles  une  équation  réductible  du  quatrième 
degré  peut  fe  divifer  fans  refte,  dans  les  cas  où  le  fécond  ter- 
me manque  dans  l'une  des  deux  équations  du  fécond  degré 
qui  en  font  les  divifeurs. 

10.  On  fuppofera  la  formule  du  quatrième  degré  x*-*-nx* 
<-±-pxx-*-qx-*-r=o. 

20.  On  fuppofera  les  deux  équations  indéterminées  du 
fécond  degré  xx~*-fx-*~g  =  o ,  xx-hi  =  o  y  dans  lefquelles 
f9  g,  i ,  font  des  indéterminées ,  &  le  fécond  terme  eft  éva- 
noui dans  la  féconde  xx  •+•  i  =;  o. 

30.  On  prendra  le  produit  de  ces  deux  équations  du  fécond 
degré ,  &  l'on  aura  l'équation  indéterminée  du  quatrième 
degré  x*  -k-fx i  -+-  gxx  -t-fix  «+■  gi  =  o. 
-\-ixx 

On  comparera  les  termes  de  cette  équation  (  excepté  le 
premier)  avec  ceux  delà  formule,  qui  leur  répondent^  c'eft. 
à-  dire  T  on  les  fuppofera  égaux  $  ce  qui  donnera  ces  quatre 
équations ,  1 re,  f==z  n  ;■  2%  g  «+-  *  ==/  3  3 ■%  fi  ===  qj  4.%  gi  =tv 
4°=  On  regardera  ces  quatre  équations  particulières  corn» 
me  les- équations  du  Problême  ;  les  indéterminées  f,  g3  i? 
feront  considérées  comme  des  inconnues  qu'il  faut  dégagea, 
&  il  faut  réduire  ces  équations  à  une  feule  équation  qui  ait 
pour  inconnue  l'indéterminée  i  de  l'équation  xx  +  i=--o. 

La  première  équation  /==  n  s  détermine  déjà  la  valeur 
de ■  fy  èc  la  fubftituant  dans  la  troifiéme  fi  =  q  3  l'on  aura 
ni-=qi  &  div-ifant  chaque  membre  par  n,  l'on  aura  i  =-|.. 

Cette  égalité  rendant  i  déterminée,  l'équation  indéter- 
minée xx  -h  i  =  o  ,  devient  déterminée.  &  l'on  a  xx-*-% 

Si] 
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=  o,  pour  l'une  des  deux  équations  du  fécond  degré ,  par 

lefquelles  une  équation  du  quatrième  degré  peut  le  divifer 

exa&ement,  loriqu'eile  eft  le  produit  de  deux  équations  du 

fécond  degré,  dans  Tune   defquelles  le  fécond  terme  eft 

évanoui. 

On  peut  déterminer  l'autre  équation  indéterminée  xx~*-fx 
.+.  g  =  o  ,  en  fubftituant  la  valeur  de  i3  qui  eft  lj  dans  la 
féconde  équation  g~\-i=p,  ou  dans  la  quatrième  gi  =  rî 
car  la  féconde  donnera ,  après  la  fubftixution^  g  =p  — f , 
&  la  quatrième  g=-y-$  ainfi  l'équation  indéterminée  xx 
^.fx  .-j-e:=ô4fe  changera  en  l'équation  déterminée  xx  +  nx 
*+.p  —  l=o,  ou  bien  en  xx  -+-  nx-h  f  =  o.. 

On  peut  encore  trouver  une  autre  équation  pour  déter- 
miner la  lettre  indéterminée  i  s  car  en  prenant  les  valeurs 
de  g  dans  la  féconde  &  dans  la  quatrième  équation  parti- 
culière g  «+-  2"  =  p  3  &c  gi  =  r,  Ton  aura  g  =  ^ —  *  j  g  ^  7$ 
par  conlëquent^  — 2  =  -J-j  ê£  multipliant  par  i3  Ton  aura 
l'équation  du  fécond  degré  ii  —  /i+r  =  o,  qui  eft  celle 
qu'on  a  nommée  la  réduite  5  Se  la  réfolvant,  on  trouvera 

Application  des  formules  qu'o?i  vient  de  trouver ,  a  une  équation 

particulière  du  quatrième  degré. 

OOit  l'équation  du  quatrième  degré  **-§-  iax%  ->r  abxx 

—  aaxx 
—  "$a%x  —  a%h=^  o.  Il  s'agit  de  trouver  fi  elle  n'eft  point  ré- 
ductible en  deux  équations  du  fécond  degré ,  dans  l'une  des- 
quelles le  fécond  terme  foit  évanoui. 

i°.  Afin  que  la  formule  du  quatrième  degré  #*h-  nxi  -hpxx 
-v-  qx  ■+•  r  =  o ,  repréfente  cette  équation ,  il  faut  fuppofer 
-t-  n  ==  •+-  3^ 3  ••+•/>  =  ab  — <aa  '•>  -\-q  =  —  yi  '•>  -+■  r  =  —  a^b, 

i°.  Il  faut  mettre  dans  la  formule  **h-2-  =  o,  la  gran- 
deur repréfentée  par  h-?-,  qui  eft  —  3^3divifée  par  h- 3^  = 
• —  aa  j  &:  l'on  aura  au  lieu  de  xx  -+-  ~  =  o ,  l'équation  xx 
•—  aa  =  o. 

30.  Il  faut  divifer  la  propofée  par  xx  —  aa  =0,  &  Ton 
trouve  que  la  division  fe  fait  fans  refte  ,  &  que  le  quotient 
exaét  eft  xx  •+-  \ax  -*-ab  =  o. 

Ainfi  la  propofée  n'eft  pas  du  quatrième  degré,  mais  elle 
fc  réduit  aux  deux  équations  du  fécond  degré  xx — aa  =  o , 
xx-¥-%ax^fUfb  =  0. 
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On  trouvèrent  auflî  l'équation  xx  -h  $ax  -*-  ah  =sa  o,  en 
mettant  dans  la  formule  a;* -t- «x -t-^ —  J  =  °>  ^es  grandeurs 
repréfentées par  ni$3\. 

Application  de  la  méthode  du  troijîéme  Problème  aux  équations 

du  cinquième  degré. 

1  Ou  r  trouver  les  équations  commenfurables  du  fécond  & 
du  troi/iéme  degré,  par  lefquelles  une  équation  réductible 
du  cinquième  degré  peut  fe  divifer  fans  refte,  fuppofé  que  le 
fécond  terme  manque  dans  l'équation  du  fécond  degré. 

i°.  Après  avoir  fuppofé  la  formule  du  cinquième  degré 
#'-»-  nx 4  -+-px*  -+-  qxx  -+-  rx  -+-  s  =  o  ,  on  fuppofera  2 °.  les  deux 
équations  indéterminées  xx+g  =  o,  x%->rhxx+-ix  ■+■£  =  0^ 
dans  lefquelles  g,  h 3  i3  £^font  indéterminées,  ôc  le  fécond 
terme  eft  évanoui  dans  xx-hg=i  o. 

30.  On  en  prendra  le  produit  x'  -H  £at*h-  ix*-*-kxx  ■+■  gix 

-t-gx5  ■+-  ghxx 
**-  gk  =  o  5  6c  comparant  les  termes  de  cette  équation  avec 
ceux  de  la  formule,  on  aura  les  cinq  équations  particulières 
qui  fuivent.  ire,  h  —  ni  2e,  i-^g=p-,  3^  k-*~gb=  qi 

^,gi  =  r;  5S  gk  =  s. 

40  Regardant  ces  équations  comme  celles  du  ProbIême3 
on  les  réduira  à  une  feule ,  qui  n'aura  pour  inconnue  que  la 
lettre  indéterminée  g. 

On  trouve  d'abord  que  l'indéterminée  h  eft  égale  à  n  ;  Se 
prenant  dans  la  féconde  6c  la  quatrième  la  valeur  de  i  3  & 
comparant  ces  valeurs  de  i  ,  l'on  trouve  la  réduite  qu'on 
cherche,  i=j?  —  g  =  £-5  donc  gg — ^g-h-r=o. 

Réfolvant  cette  réduite,  on  trouve  g  =  {p  jt  ^\îî  —  ri 

par  confequent  xx-+-g=oy  fe  change  en  xx-\-\f~^/\fp — r 
=  o. 

On  peut  trouver  une  autre  réduite  en  comparant  les  va- 
leurs de  k  prifes  dans  la  troifiéme  6c  la  cinquième  équation } 
car  l'on  aura  k  =  q  —  ng=jï  donc  ngg — qg-i-s  =  o  * 
ou  bien  gg  — .  1  g  4-  £  —  0  5   ôc  réfolvant  cette  équation , 

on  trouve  g  =4=  i  4*  y/Ji  —  f  J  par  confequent  xx  •+-  g  =  o  t 

fe  change  en  xx  +  £± >/ &  — ï=  o. 

S  nj 
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On  peut,  fi  Ton  veut,  par  les  fubftitutions  déterminer 
l'équation  xs  ~i~hxx  -+-  i x  -h  k  =  o  -,.  mais  cela  eft  affez  inu- 
tile, car  quand  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière 
du  cinquième  degré  fe  peut  divifer  fans  refte  par  une  plus 
iimple  du  fécond  degré ,  dans  laquelle  le  fécond  terme  foie 
évanoui,  èc  par  une  du  troiiiéme  degré,  il  fuffira  de  fubfti- 
tuer  dans  la  formule  xx  -*r  \$  +;  vy  \fp  —  r  =  o ,  ou  dans 
t&.'f:  h^ïL  —  ï  —  °-> les  grandeurs  repréfentées  par  n3p} 
q3  r  y  s^fk  divifer  enfuite  l'équation  propofée  par  cette  équa^ 
tion  du  fécond  degré  qu'on  vient  de  trouver  vcar  fi  la  pro- 
pofée fe  peut  divifer  fans  refte.  par  cette  équation  du  fécond 
degré  ,  le  quotient  fera  l'équation  du  troiiiéme  degré,  dont 
la  propofée  eft  compofée,  &  fi  elle  ne  peut  fe  divifer  fans 
refte  par  cette  équation  du  fécond  degré ,  la  propofée  ne 
fçauroit  être  réduite  en  deux  équations  dont  l'une  foit  du 
fécond  degré,  où  le  fécond  terme  eft  évanoui ,  &;  l'autre  du. 
troiiiéme  degré. 

\Af$lkaiion  de  la  méthode  au  troifième  Problème  aux  équations 

du  Jïxiê?ne  degré. 

Lorsqu'une  équation  du  fixiéme  degré  dont  la  formule 
générale  eft  x6-*-  nxs-b-px*  ■+-  qx3-*-  rxx-t-  sx-ht=o3  peur 
être  exactement  diviféepar  une  équation  du  fécond  degré 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  &  par  une  du  4e  degré, 
qui  a  tous  Ces  termes  •  on  fuppofera  i°.  pour  les  trouver, 
les  deux  équations  indéterminées  xAr-t-g  =  o,  èc  x*-\-hx 
-*-  ixx  -+-  kx  ■+■  l  =  o  ,  &  après  en  avoir  trouvé  le  produit 
x6  -+-  hx  -+-  ix*  -+-  kx'  -+-  Ixx  -t-  gkx  •+■  gl=  o ,  on  comparera 

-)rgX*-b-  ghx^-trgixx 
les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  générale 
qui  leur  répondent  j  ce  qui  donnera  les  fix  équations  partie 
culieres  fuivantes. 

l^j  h  =  ni  ie3  i^-g=^;  3e }  k-\-gh  —  qî  4e.,  l-\-gi  =  r', 
5S^  =  ^  6^3gl=t. 

20.  Regardant  ces  équations  comme  celles  du  Problême, 
on  cherchera  la  réduite,  qui  n'ait  pour  inconnue  que  la  let- 
tre indéterminée  g. 

On  la  trouvera  en  comparant  les  deux  valeurs  de  4  prifes 
^ians  la  troiiiéme  &  la  cinquième 3  car  on  aura  i==  q —  ng 
«=  \  3  d'où  l'on  déduira  ngg  —  qg  -+-  s  =  o ,  ou  bien  gg  —  t  g 
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H-  J.  =  o ,  qui  étant  réfolue ,  donnera  g  =  fn  +;  v'  |^w  —  f  "j 
fubftituant  cette  valeur  de  g  dans  xx  -+-g  =  o ,  elle  fera  chan- 
gée en  xx-t-î±V~~  —  i s—  o ,  qui  eft  la  formule  dont  on 
a  befoin. 

Car  quand  on  aura  une  équation  particulière  du  fixiéme 
degré  ^  pourvoir  fi  elle  peut  être  divifée  par  une  du  fécond, 
où  le  fécond  terme  manque ,  ôc  par  une  du  quatrième  qui 
ait  tous  [es  termes ,  on  f  ubftituera  dans  la  formule  xx  -*-  X 
■4-^  ^ — £===  o,  les  grandeurs  repréfentées  par  les  lettres 
n 3  q  3  s'y  ôc  on  divifera  enfuitelapropoféepar  l'équation  qu'on 
trouvera  7  èc  fi  la  divifîon  eft  exacte ,  on  aura  ce  qu'on  cherche. 


Q 


*Âu$re  application  de  la  méthode  du  troifiéme  Problème 
aux  équations  du  cinquième  degré. 

Uand  une  équation  du  cinquième  degré  3  dont  la  for- 
mule générale  eft  xi  ■+■  nx"  -t-^H-  qxx  +  ^  +  j=o,  fe 
peut  divifer  exactement  par  une  équation  du  fécond  degré 
qui  a  tous  £qs  termes,  &;  par  une  autre  du  troifiéme  degré, 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui  ^  on  fuppofera  pour  les  trou- 
ver ,  i°.  ces  deux  équations  indéterminées  xx*+-fx-*-g 
=  0,  x' -+-  ix -+-  k  =  o  j  ôc  après  avoir  trouvé  leur  produit 
x*  •+■  fx*  -+-  ix3  h-  kxx  -+-  fkx  -+-  gk  =  o  ,  on   comparera  les 

-+-  gx%  ■+■  fi  xx  •+-  gix 
termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  générale  qui 
leur  répondent,  ce  qui  donnera  les  cinq  équations  particu- 
lières fuivantesj   irc, /=#$  2-,  /-t-g=^3  3e?  k~*-fi:=q3 

2°.  On  cherchera  par  ces  équations  une  réduite  qui  n'aie 
pour  inconnue  que  l'indéterminée  g,  &;  on  la  trouvera  en 
prenant  la  valeur  de  /  dans  la  2e •  qui  eft  z=;p~-g',  &:  fub- 
flituant cette  valeur  de  *  dans  la  3e,  on  aura  une  valeur  de 
k  =  q  —  np-^-ng  ;  enfin  comparant  cette  valeur  de  k.  avec 
une  autre  valeur  de  k  prife  dans  la  5e,  qui  eft  ^=  J-,  Ton 
aura  la  réduite  q — >np-+-  ng  =  j-,  qui  fe  réduit  à  ngg  —  npg 

j — i  =  o,  ou  bien  gg—-j&g — ,^;=o,  laquelle  étant  réfo- 


lue,  l'on  aura  g  =  -1/,—  £±^1^  —  £-*-£. 

Subflituant  les  valeurs  de/=#  Se  de  g  dans  xx^fx-4-g  =  o  ; 
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l'on  aura  xx-±-nx-*-\  p  —  éi'îl^i?  —  à  ■+■  i  =  o  >  qui 
eft  la  formule  donc  on  a  befoin. 

On  peut  encore  trouver  une  féconde  réduite  qui  n'aie  d'in- 
connue que  l'indéterminée  gs  en  prenant  les  valeurs  de  k 
dans  la  troisième  &;  la  quatrième  équation  }  car  l'on  aura 
k=q — ni  =  r^j  &  mettant  dans  cette  équation  la  valeur 
de  i  prife  dans  la  féconde  ,  qui  eft  i^=zp — g3  l'on  aura 
q  _  np  «j-  ng  ===  r-pz^-^  ^  qUj  fe  réduit  à  gg  — />g  +r=o;. 

—  nng-\-nnp 
—  nq 
Cette    équation   étant   réfolue  ,    on   aura  g  =  ~  p  -5-  Ç' 

Subftituant  les  valeurs  de/&  de  g  dans  xa: -*-/*?■+•  g  =  0, 

on  aura  xx  •+-  «a;  ■+-  ~  p  •+-  ç  +;  V  ~ p  -\-™  —  r  — nnp 4- n% 
s=o  ,  qui  eft  une  féconde  formule  pour  la  réfolution. 

.Application  de  ces  formules  à  une  équation  particulière 
du  cinquième  degré. 

J>  0 1  t  une  équation  du  5  e  degré  xs  •+■  ax* — aax%  -\-aabxx 


4-  abx  — 


*        ^ 


a  xx 


4-  édbb  — .  o  5  il  faut  voir  fi  elle  ne  peut  point  fe  réduire  à 
deux  équations  plus  (impies,  l'une  du  fécond  degré,  ôc  l'au- 
tre du  troifiéme  dont  le  fécond  terme  foit  évanoui ,  qui  en 
foient  des  divifeurs. 

i°,  Pour  la  rapporter  à  la  formule  générale  ,  il  faut  fup- 
pofer  -t-  n  =  4-  a  3  -+-p  =  —  aa  •*-  ab  3  4-^=4-  aab  —  a%  y 
+  r=o3  -+-  s  =  4-  a'bb. 

20.  Il  faut  fubftituer  dans  la  formule  xx  4-  nx  4-  \p  —  ~n 

tt  V '  \p  —  ^  4-^  =  0^  les  valeurs  des  lettres  n  3  p  3  &c.  6c 
l'on  trouve  que  \  p  — i  =  —  <La •+■*>.  —  ££***—=  o  3   ainfî 

le  quarré  \p  —  i  =03  mais  V  4-  £  =  V  4-  aabb  =  ab , 
ainfî  la  formule  fe  change  en  xx  -\~ax  -*-ab  =  o. 

Divifant  la  propofée  par  xx  4-  ax  4-  ab  =  o ,  on  trouve 
le  quotient  exacl:  x  — aax  4-  aab  —  o.  Ce  qui  étoit  propofé. 

On  trouveroit  la  même  équation  xx  4-  ax  4-  ab  =  o, 
en  fe  fervant  de  la  féconde  formule  xx  -h  »x  ■+•  7  /  H-  Ç 

£ 

Et  v'  {■  _p  4-  ™  —  r  —  nnp  -t-nq  =0. 

uiutre 
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Autre  application  de  la  méthode  du  troîjîéme  Problème 
aux  équations  du  Jixiéme  degré. 

Lorsqu'une  équation  du  fîxiéme  degré ,  repréfentée  par 
la  formule  générale  x6  h-tzxs -+-px* -t-qx3-t-rxx  •+•  x.v -h  *  =  o, 
efl:  le  produit  d'une  équation  du  fécond  degré  qui  a  tous  {qs 
termes,  6c  d'une  autre  du  quatrième,  dont  le  fécond  terme 
efl;  évanoui  5  pour  trouver  les  formules  propres  à  la  réduire 
à  ces  deux  équations  plus  fîmples  : 

i°.  Après  avoir  fuppofé  ces  deux  équations  indéterminées 
#A?-4-/*-Hg=o,  **■+-  ixx  •+•  kx-t-l  t=  o,  6c  pris  leur  pro- 
duit xs <+-fxs -+- gx4  -+-  kx}  -+-  Ixx  -+-  gkx  -Hg/=o,  on  conu 
•+•  ix*  -t-fix*-+'gixx-*-flx 
-*-fkxx 
parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule 
générale  qui  leur  répondent  -y  &  l'on  trouvera  les  fix  équa- 
tions particulières  qui  fuivent  :  ire, /=  ni  2%  g  -+■  i  =ipi 
3%  k+fi=q',  4e,  l-*-gi+-fk=rs  f9gk-*-fl  =  s-9  é%g/=A 
20.  Confîderant  ces  fix  équations  comme  celles  du  Problê- 
me ,  on  cherchera  en  dégageant  les  indéterminées  comme 
fi  c'étoit  des  inconnues ,  une  réduite  dont  l'inconnue  foit 
l'indéterminée  g;  6c  l'on  trouvera  par  la  2%  i=p — g3  par 
la  3%  k  =  q  — fi-=q  —  np  -\-ng,  par  la  4e ,  /  =  r  ■ —  gp 
**-gg  —  nq  -h  nnp  —  nng  $  par  la  f ,  /  =  *-i&+»t&-*&zm 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  l3  on  aura  la  réduite  qu'on 
cherche,  qui  étant  ordonnée,  eft  mgg  —  mpg  +  »^=oj 

■+-  qg     —  nnq 

—  s 

ou  bien  divifant  le  tout  par  m  3  gg  —  — 2J5 3 

^_nnp  —  nq-*-r  —  $; 

On  peut  encore  trouver  une  féconde  réejuite  du  fécond 
degré  dont  g  foit  l'inconnue  5  i°.  en  comparant  les  valeurs 
de  /prifes  dans  la  cinquième  6c  fixiéme  équation  j  car  l'on 
aura  /  =  '-i&+»n-n&g  ssâss  |-  ^  qui  fe  réduit  à  ngg  —  npg  —  s 

e=s  o  3  d'où  l'on  déduira  gg  =  pg  •+•  J-.  L'on  a  déjà  par  la 
«  """"»&       *"'  ;> 
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'j  •               %f% — !rg-*-mZ        nnp-^nq  —  r-*-~> 
première  réduite  gg  =  -& — tr ? - % — 

par  confequent  i>g  -*-  ;r=  * ■ — ^r* — — 

ôtant  les  fradions,  ordonnant  cette  équation,  6c  faifant  en 
forte  que  le  premier  terme  n'ait  pour  coëfîcient  que  l'unité,. 

i        r  i  r  y    •  TinpZ  ■+■  tiqz  fg  ^  g 

on  aura  la  féconde  réduite  zz — — „J  .  -q — - 


nn  ■+■ q 


=  o. 

8fl+f 


Quand  on  voudra  examiner  fi  une  équation  particulière 
du  fixiéme  degré  eft  le  produit  de  deux  équations  commen- 
furables  plus  fimples ,  dont  l'une  eft  du  fécond  degré  avec 
tous  fes  termes,  6c  l'autre  du  quatrième 3  dont  le  fécond  ter- 
me eft  évanoui ,  il  faudra ,  après  avoir  fabftitué  dans  laquelle 
on  voudra  des  deux  réduites  précédentes ,  les  grandeurs  de 
l'équation  propofée ,  reprefentées  par  les  lettres  n  3  p  3q  3  6cc. 
trouver  la  valeur  de  l'indéterminée  g3  6c  fubftituer  enfuite 
cette  valeur,  6c  celle  def,  dans  xx-t-fx-\-g=  o ,  6c  divifer  la 
propofée  par  l'équation  réelle  dans  laquelle  xx-\-fx-t-g  =  o 
aura  été  changée  ^  6c  fi  la  divifîon  fe  fait  exa&ement,  on: 
aura  les  deux  équations  plus  fimples  du  fécond  6c  du  qua- 
trième degré,  aufquelles  la  propofée  peut  être  réduite. 

Ou  bien,  fî  l'on  veut,  on  pourra  fubftituer  les  grandeurs 
de  la  propofée,  reprefentées  par  n5p  iq3  6cc.  dans  les  deux 
réduites ,  6c  trouver  enfuite  le  plus  grand  divifeur  commun 
àss  deux  réduites  après  la  fubftitution  ^  ce  plus  grand  divi- 
feur commun  fera  trouver  facilement  la  valeur  de  g  ,  après 
quoi  on  la  fubftituera  avec  la  valeur  de  /dans  xx  -\-  fx  •+-  g 
=  o ,  £c  on  divifera  la  propofée  par  l'équation  du  fécond 
degré  qui  en  naîtra. 

jlutre  application  de  la,  méthode  du  troijîême  Problème 
aux  équations  du  fixiéme  degré. 

CJU  and  une  équation  du  fixiéme  degré,  repréfentée par 
la  formule  générale  xe -+- nx* -\- px*  -^-qx1  ■+■  rxx-*-sx  -+•  t=o, 
eft  le  produit  de  deux  équations  plus  fimples  chacune  du  troi- 
sième degré,  dans  l'une  defquellesle  fécond  terme  eft  éva- 
noui ;  pour  trouver  les  formules  ou  les  réduites  propres  à  trou- 
ver ces  deux  équations  plus  fimples. 
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ïK  Après  avoir  fuppofé  les  deux  équations  indéterminées 
^+^+^=0,  xi-h  ixx  •+-  kx  •+•  /=o,6c  pris  leur  pro- 
cuit xs  •+•  ix%  •+-  gx*  •+-  hxi  -+-  hixx  -+-  hkx  -+■  hl?=z.  o ,  on  com- 
-i-  kx*  -i-  /^  H-g^X-V-j-g/.*; 
■+•  gix" 
parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule 
générale  j  ce  qui  donnera  les  fîx  équations  particulières  qui 
fuivent:  i*e,  z  =  «;  2e,g-t-£=/5  3 e /? -h- / -*- gz  =  #i  4e,  ££ 
«+.g£  =  ri  5e,  t?k-¥-gl=:S',  6e,  hl  =  t. 

20.  Pour  trouver  la  réduite  dont  g  foit  l'inconnue,  on  aura 
parla  ic  fc—p — gî  par  la  3^  /=  q  —  h  —  ng;  parla  4% 
k  = r-^  >  par  la  5e ,  /  =  izipM. 

Comparant  les  deux  valeurs  de  £^  l'on  aura  p — g  =  r~^M 
d'où  l'on  déduit  £  sss  £Lz1â±j,  H  faut  remarquer  cette  va- 
leur de  /?.  , 

Comparant  enfuite  les  deux  valeurs  de  l3  on  aura  q-—b 

—  72g  =s  '-=i|±i#  i  qui  fe  réduit  à  —  ngg  -H  f g  —  J  =  ihg 

—  hp  h  d'où  l'on  déduit  b  =  r»g^-. 

Comparant  enfemble  les  deux  valeurs  de  £  ^  on  trouvera 

—  3/gg-*-2^  —  jpr 

=  o,  qui  eft  la  réduite  qu'on  cherche. 

Pour  trouver  une  féconde  réduite  dont  g  foit  l'incon- 
nue ,  on  comparera  enfemble  la  ^valeur  de  h  =  gs"png^ry 
déjà  trouvée ,  avec  la  valeur  de  h  prife  dans  la  fixiéme  équa- 
tion, qui  eft  ^  =  7,  après  avoir  mis  dans  h  =7  la  valeur  de 
/==^^^~^g^^M±fi^^^g^-^  =  "^^^-'-^> 

&  l'on  aura  H-li-r  =  .«^.^-.f  >  aPrès  en  avoir  ôté 
les  fra&ions,  on  aura     g4  —  *h\  —  mPëS  4~  mys  —  »2r  =  o. 

qui  eft  une  féconde  réduite ,  qu'on  abaiflèra  au  fécond  degré 
en  prenant  dans  la  réduite  précédente  la  valeur  de  g4  &.  de  g\ 
6c  les  fubftituant  dans  cette  équation.  L'opération  fe  fait  de 
la  manière  fuivante. 

Il  faut  multiplier  la     *g4  —  m*  —  ïnnPê§ 4-  inmê  —  inW  =  ^ 

féconde  réduire  nan  r+"  %m£  *+-  *#>gg  —  4^g  4-  w 

leconae  reauite  par  2.,  __  aw^gg  ^  Znpqg-h%nm 

&  Ton  aura  H-4*sg 

Tij 
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Il  faut  multiplier  la  pre-      ^_.  _  mgi  ^  nqgg  _  wf^ 
miere  réduite  parg,ôt  l'on  4-  $?g5  —  xrgg  4-  prg 

— ppgg 
aura 

&  fubftituer  dans  la  fe-     -/>£   —  *»»/>gg4-*»wg  —  **$*■•« 
conde  la  valeur  de  zg  3  ô  —nqgg   ^-mpqg^xmt 

Si  l'on  aura  4-irgg    —  nsg 

11  faut  fubftituer  la  valeur  de  gJ,  prife  de  la  première  réduite, 
dans  cette  équation.  Pour  cela  il  faut  multiplier  cette  equa. 
don  par  2 ,  &  Ton  aura 

—  xpg     —  Wnpgg  4-  4»wg  —  4»^  =  o.' 

4^  znngî  4-  i^pgg  —  rfprg  4-  w 
—  wqgg  -\-inpqg-+-4nnt 

4-  +rgg    —  z™g 

te  fubftituer  la  valeur  de     __lPzi  \       4-  »ms  —  ms  *+-  «P* 

_2/g>1^    que  l'on    +^j~  Z^t^Z^ 

voit  ICI ,  (  qui  elt  prile  de  4-  i»npgg  —  xnnrg  4-  mp# 

la  première  réduite  mul-  4-?Jg 

tipheepar — ^-H»«)dans  cca 

l'équation  précédente  5  &C  —  ppgg  —  4^**g  4-  w  =  0. 

on  trouvera  enfin  cette  -*«  ^{f  ±^ 

féconde  réduite    du   2e  ^.xnqgg  —  xnsg   —  ^ 

degré,  j-f/s   ^-^ 


■»*f 


ou  bien  en  changeant  tous  -h  ppgg  4-  4prg   —  4^  =  ». 

les  fig-nes,  on  aura  cette  ^»4^  -  3*/>?g  -  4««* 

r         o        '         .  —  4rgg  —  2»»rg  4-  wqr 

ieconde   réduite   du    2e  ^zn^gg^insg  -\-ppr 
degré.  —  P[v    —  »P* 

°  > —  n'qg  —  nnpr 

4-»«Ppg4-»Js 


Quand  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière  du 
•  dixième  degré  eftle  produit  de  deux  plus  fimples  commen- 
furables  chacune  du  troifiéme  degré  ,  dont  l'une  des  deux 
n'ait  pas  fon  fécond  terme,  10.  il  faudra  fubftituer  les  gran- 
deurs de  l'équation  repréfentées  par  n,p,  q>  &c.  dans  ces 
deux  réduites  ^  trouver  leur  plus  grand  commun  divifeur$ 
&  par  le  plus  grand  divifeur  commun ,  trouver  la  valeur  de  g  h 
ou  bien  la  trouver  feulement  en  refolvant  la  féconde  réduite 
du  fécond  degré. 

20.  Il  faudra  fubftituer  la  valeur  de  g  qu'on  vient  de  trouver, 
dans  l'équation  h  =  gg~p^r,  ce  qui  donnera  la  valeur  de  h. 
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30.  Il  faudra  fubftituer  les  valeurs  de  g  5c  de  h  dans  x%-+-gx 
+  b=  o  ,  6c  divifer  la  propofée  par  l'équation  qui  naîtra 
de  la  fubftitution  ^  6c  fi  la  divifion  eft  exacte,  on  aura  les  deux 
équations ,  dont  la  propofée  eft  le  produit. 

AvERTISS     EMENT. 

L  E  s  applications  qu'on  vient  de  faire  de  la  méthode  du 
troifiéme  Problême  fuffifent  pour  la  faire  concevoir,  &  pour 
apprendre  à  trouver  foi-même  les  formules  des  réfolutions 
de  tous  les  cas  où  il  manque  un  ou  plufîeurs  termes  dans  les 
équations  fimples,  dont  la  compofée  eft  le  produit  j  on  les 
peut  voir  dans  l'onzième  règle  de  Mr  Hudde  dans  la  lettre 
de  la  réduction  des  équations,  qui  eft  à  la  fin  du  premier  Vo« 
lume  de  la  Géométrie  de  Mr  Defcartes. 

Dèmonfiration  du  troifiéme  Problème, 

JLEs  deux  équations  indéterminées  qu'on  fuppofè^  comme 
dans  le  premier  exemple  awt-h/x-h  g=  o  ,  xx -{-  z'  =  o 
repréfentent  par  leurs  coëficiens  indéterminez  f,  g3  ï 3  les 
deux  équations  réelles  plus  fîmples,  dont  la  propofée,  qui 
eft  repréfentée  par  la  formule  générale  x*-hnx3-hj>xx-*-qx 
<4-r=  o,  eft  le  produit  ;  par  confequent  le  produit  de  ces 
deux  équations  indéterminées ,  qui  eft  x*+-fx;-*-gxx-t~fix 


IXX 


h-  gi  =  o ,  repréfente  l'équation  propofée ,  èc  n'eft  qu'une 
même  équation  ,  que  quelques  -  uns  appellent  identique  ; 
ainfî  l'une  eft  égale  à  l'autre ,  6c  l'on  a  l'équation  *4  -+-/*5 
■+•  gxx  -H  fix  ■+•  gi  =a  x*  ■+■  nx  •+■  pxx  4-  qx  -h  r  5  ou 
»*-  ixx 
bien  x*  •+■  fx  •+•  gxx  -*-fix  -h  gi  =  oa 

-¥-ixx 
—  x*  —  nx — pxx  —  qx  —  r 

Les  termes  de  Tune  font  égaux  aux  termes  correfpondans 
de  l'autre ,  ou  (  fi  l'on  veut  )  chaque  terme  de  l'une  moins  le 
terme  correfpondant  de  l'autre,  eft  égal  à  zéro  j  l'on  a  donc 
autant  d'équations  particulières  pour  déterminer  les  indé- 
terminées, qui  peuvent  être  regardées  comme  les  inconnues 
du  Problême ,  qu'on  a  fuppofé  d'indéterminées  5  ainfi  on  les 
peut  toutes  déterminer. 

Or  il  eft  évident  qu'après  qu'on  aura  trouvé  les  valeurs 

T  iij 
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réelles  des  indéterminées ,  fi  on  fubftitue  ces  valeurs  à  leur 
place  dans  les  deux  équations  indéterminées  xx  -*-fx  ■+■  g 
s=o,x*r-w=o,  ces  deux  équations  étant  devenues  réelles, 
de  feintes  qu'elles  étoient,  leur  produit  fera  precifement  la 
propofée  :  car  les  valeurs  réelles  des  indéterminées  n'ont  été 
trouvées  qu'en  vertu  de  cette  fuppofition.  Elles  font  donc  t 
étant  devenues  réelles  ,  les  deux  équations  plus  fimples 
qu'on  cherchoit,  par  lefquelles  la  propofée  peut  être  exa&e- 
ment  divifée. 

La  méthode  du  troifiéme  Problême  fait  donc  trouver  ce 
qui  étoit  propofé. 

Remarques  fur  la  méthode  qui  employé  dans  les  équations 
outre  les  inconnues  >  des  grandeurs  indéterminées. 

$5-  JL  A  méthode  de  fe  fervir  d'équations  qui  contiennent  des 
grandeurs  indéterminées  ,  eft  un  des  principes  les  plus  fé- 
conds de  PAnalyfe  pour  fake  des  découvertes ,  c*eft-à-dire, 
pour  réfoudre  les  Problêmes  les  plus  compofez.  Cette  mé- 
thode confifte  à  repréfehter  par  des  grandeurs  indétermi- 
nées les  grandeurs  véritables  que  l'on  cherche  j  à  fuppofer 
<Jue  cette  expreffion  indéterminée  eft  égale  à  l'expreffion 
de  ces  mêmes'  grandeurs  que  Ton  a  trouvée  par  le  Problême 
qu'on  veut  réfoudre,  c'eft à-dire,  que  cette  expreffion  indé- 
terminée eft:  égale  à  l'équation  qui  exprime  ce  Problême, 
&;  à  fuppofer  auffi  que  chacun  des  termes  de  l'expreffion  in- 
déterminée eft  égal  au  terme  correfpondant  de  l'équation 
qu'on  veut  réfoudre  $  à  trouver  par  le  moyen  des  équations 
particulières  que  fournit  cette  fuppofition ,  les  valeurs  des 
indéterminées  que  l'on  a  fuppofées  5  enfin  à  fubftituer  ces 
valeurs  à  la  place  des  indéterminées  dans  l'expreffion  indé- 
terminée qui  repréfente  les  grandeurs  véritables  que  l'on 
cherche  ,  qui  par  ces  fubftitutions  devient  la  véritable  ex- 
preffion de  ces  grandeurs.  Comme  on  fe  fervira  beaucoup 
de  cette  méthode  dans  le  refte  de  ce  Traité,  il  eft  bon  de 
faire  ici  quelques  remarques  qui  ferv iront  à  la  faire  mieux 
concevoir,  &  à  en  rendre  l'ufage  plus  facile. 

i°.  Pour  former  ces  équations  feintes  ou  indéterminées, 
qui  deviennent  enfuite  réelles,  il  faut  que  les  grandeurs  in- 
déterminées qu'on  y  employé,  expriment  les  raports  de  cel- 
les qu'on  cherche  par  leur  moyen  :  par  exemple,  quand  on 
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veut  chercher  les  équations  plus  fimples  aufquelles  une 
équation  compofée  réductible  peut  être  réduite,  lorfqu'il 
manque  quelque  terme  dans  quelqu'une  de  ces  équations 
plus  limples,  on  doit  auffi  fuppofer  qu'il  eft  évanoui  dans  les 
équations  indéterminées  j  les  coëficiens  de  ces  équations 
indéterminées  doivent  repréfenter  les  coëficiens  connus  des 
équations  réelles  qu'elles  repréfentent  j  c'eft  pourquoi  il 
doit  y  avoir  une  indéterminée  pour  chacun ,  afin  qu'en  dé- 
terminant chaque  indéterminée,  on  puhTe  trouver  chacun 
de  ces  coëficiens  ;  lorfque  quelqu'une  des  équations  plus 
fimples  aufquelles  une  équation  compofée  peut  être  rédui- 
te ,  renferme  des  racines  égales  3  il  faut  ne  mettre  qu'une 
même  indéterminée  pour  chacune  des  racines  égales  j  êc  ainfï 
de  tous  les  autres  raports  poffibles  qu'il  faut  repréfenter  par 
les  indéterminées. 

20.  Il  ne  faut  employer  dans  les  équations  indéterminées, 
qu'autant  de  lettres  indéterminées,  qu'on  peut  faire  d'équa- 
tions particulières ,  parcequ'autrement  on  ne  pourroit  pas  les 
dégager  toutes,  c'eft- à- dire ,  trouver  la  valeur  de  toutes. 

3°.  On  doit  faire  en  forte  que  toutes  les  équations  particu- 
lières qui  fervent  à  trouver  les  valeurs  des  indéterminées, & 
les  réduites  qui  en  nahTent ,  ne  foient  pas  auffi  difficiles  ou 
plus  difficiles  à  réfoudre,  que  les  équations  mêmes  dont  on, 
cherche  la  réfolution  par  ces  équations  indéterminées,  puifc 
qu'autrement  cette  voye  feroit  inutile. 

Ainfi  il  faut  que  ces  équations  foient  ou  linéaires ,  ou  du 
fécond  degré,  ou  du  moins  d'un  degré  inférieur  à  celui  de 
l'équation  qu'on  veut  réfoudre  par  cette  voye:  où.  s'il  arri- 
voit  que  ces  équations  particulières,  ou  les  réduites,  fufTent 
d'un  degré  égal  à  celui  de  l'équation  qu'on  veut  réfoudre, 
ou  même  plus  élevé ,  il  faudroit  que  la  valeur  de  l'indéter- 
minée qui  fert  d'inconnue  à  ces  réduites,  fe  pût  trouver  en 
divifant  la  réduite  par  une  équation  linéaire  de  l'inconnue 
de  la  réduite  plus  ou  moins  un  divifeur  de  fon  dernier  terme, 
ou  qu'elle  pûtfe  trouver  par  une  équation  du  fécond  degré  : 
car  alors ,  quoique  la  réduite  fût  d'un  degré  plus  élevé  que 
l'équation  qu'on  veut  réfoudre,  la  réfolution  en  feroit  plus 
facile. 

40.  Lorfque  pour  la  réfolution  d'un  Problême  ou  d'une 
équation  compofée,  par  exemple  du  cinquième  degré,  on 


ij  2  Analyse     dimonthe'e, 

n'a  befoin  que  d'une  équation  d'un  degré  inférieur, par  exem^ 
pie  du  fécond  degré  j  on  fuppofera  une  équation  indéter- 
minée ou  feinte  du  fécond  degré  ,  qui  repréfentera  par  le 
moyen  des  indéterminées  l'équation  du  fécond  degré  dont 
on  a  befoin ,  &;  enfuite  on  la  multipliera  par  une  équation 
indéterminée  du  degré ,  qui  étant  joint  avec  celui  du  fécond, 
fait  le  degré  de  la  propofée  j  dans  le  cinquième  degré ,  il 
faudra  multiplier  l'équation  du  fécond  par  une  du  troifiéme, 
laquelle  équation  du  troifiéme  degré  ait  une  indéterminée 
dans  chacun  de  fes  termes,  excepté  le  premier  ^  il  faudra  en- 
fuite  comparer  les  termes  de  l'équation  indéterminée  qui 
naîtra  de  cette  multiplication ,  avec  ceux  de  la  propofée  qui 
leur  répondent,  &  l'on  aura  autant  d'équations  particuliè- 
res que  l'on  a  fuppofé  d'indéterminées ,  ôc  l'on  pourra  en 
trouver  les  valeurs.     Ou  bien  au  lieu  d'élever  l'équation 
indéterminée  du  degré  inférieur  à  celui  de  la  propofée,  en  la 
multipliant  par  une  autre  équation  indéterminée,  on  pourra 
divifer  la  propofée  par  l'équation  indéterminée  du  degré  in- 
férieur à  celui  de  la  propofée,  jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  à 
un  refte  où  l'inconnue  foit  d'un  degré  moindre  que  dans  l'é- 
quation indéterminée  qui  a  fervi  de  divifeur  :&  alors  il  fau- 
dra fuppofer  ce  refte  égal  à  zéro ,  &:  chacun  de  fes  termes 
égal  à  zéro,  êc  l'on  aura  par  ces  fuppofitions  autant  d'équa- 
tions particulières  qu'on  a  fuppofé  d'indéterminées  ;  Se  l'on 
s'en  fervira  pour  trouver  les  réduites  qui  donneront  les  va- 
leurs des  indéterminées  de  l'équation  indéterminée  qu'on 
a  fuppoféerEt  on  aura  la  réfolution  qu'on  cherche. 

Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  s'éclaircirapar  l'ufage  qu'on 
en  fera  dans  la  fuite. 

PROBLÈME     IV. 

66.  T ROVV  ER  les  équations  commenfurables  plus  fîmples  par 
le  [que  lie  s  une  équation  compofée  du  4%  5%  &  6  e  degré  3  qui  cfi 
réduBible 3  peut  fe  divifer  exactement  3  lorfqu'il  ny  a  aucun 
terme  évanoui  dans  ces  équations  plus  fîmples  3  &  quel*  moin- 
dre eft  au  moins  du  fécond  degré. 

Méthode. 

UN  fera  les  mêmes  chofes  qu'au  Problème  précèdent,1 
excepté  qu'on  ne  fuppofera  aucun  terme  évanoui  dans  les 

équations 
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équations1  indéterminées,  &  qu'on  lai  (fera  dans  les  réduites 
]a  lettre  indéterminée  qui  fait  le  dernier  terme  de  l'une  des 
deux  équations  indéterminées ,  fans  en  dégager  la  valeur , 
Si  elle  marquera  un  des  diviieurs  du  dernier  terme  delà  pro- 
pofée :  cela  abrégera  de  beaucoup  le  calcul  des  formules,  6c 
rendra  ies  réduites  plus  iimples  ,  comme  on  le  verra  dans 
l'application  de  ce  Problême  au  4%  5%  &  6e  degré. 

Pour  le  quatrième  degré. 

IOutes  les  équations  du  quatrième  degré  font  repréfen- 
téespar  la  formule  générale  a;4-h  nx*  -h  pxx-t-  qx  ■+*  r  =  o. 

Pour  trouver  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  ont 
tous  leurs  termes ,  par  lefquelles  une  équation  rédu&ible 
dit  quatrième,  peut  être  exactement- dîvifée ,  on  fuppofera 
les  deux  équations  indéterminées  xx  ■+-  fx  •+-  g  =  o  ,  xx 
«4-  bx  =*-  i  =  0.5  ô£  après  en  avoir  pris  le  produit 

x*  -irfx7>  -*-gxx   •+-  ghx  -+•  gi  =soj 
°Jrhxi  -4*  ixx  -¥-Jix 
-\rfbxx 
on  en  comparera  les  termes  avec  ceux  de  la  formule  géné- 
rale qui  leur  répondent,  6c  l'on  aura  les  quatre  équations 
particulières  fuivantes:  ite,/-t-/&-=-#3  2%  g  +/  •+-fh=ssjp. 

On  regardera  g  comme  connue,  &  elle  marquera  ua 
divifeur  exad  du  dernier  terme  de  la  propofée,  puifque  le 
dernier  terme  de  la  propofée  eft  le  produit  des  deux  der- 
niers termes  des  deux  équations  du  fécond  degré,  dont  la 
propofée  eft  le  produit.  On  cherchera  une  valeur  de /qui 
ne  contienne  que  des  connues  avec  g  ;  pour  la  trouver,  on 
prendra  la  valeur  de  h  dans  la  première  6c  la  troisième  équa- 
tion, 6d'on  aura  h  —  n — /==  ?-^5on  prendra  enfukg 
la  valeur  de  i  dans  la  quatrième  équation,  qui  efl:  z'=jp,  & 
on  la  fubftituera  dans  l'équation  qu'on  vient  de  trouver ,  6£ 

l'on  aura  »-—/==' £-^-1  h  d'où  l'on  déduira/  =  \=-kL—% 

-g  — g 

©n  fubftituera  cette  valeur  de /dans  xx  -¥-fx  •+-  g  =  o,j  $£ 

Fon  aura  xx  -*-  jf-^2-*  -t-  g  =  o. 
J— g  . 

Quand. on -voudra  examiner  fî  une  équation  particulière 

du  quatrième  degré ,  peut'fé  divifer  exactement1  par  deux 
Tome  I.  V 
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autres  du  fécond  degré ,  on  prendra  tous  les  divifeurs  dia 
dernier  terme  de  la  proposée ,  6c  fi  elle  eft  littérale  Se  ho- 
moo-ene ,  il  fufKra  de  prendre  les  divifeurs  de  deux  dimen- 
fions.  On  fubftituera  ces  divifeurs  fuccefïivement  avec  le 
figne  de  4-,  6c  enfuite  celui  de  — ,,  dans  la  formule  xx 
^.  *  -&n  Ar-t-g=o,  au  lieu  de  g  ;  comme  aufli  les  valeurs 

de  n>  q  3  ri  &c  on  divifera  la  propofée  par  l'équation  qui  naî- 
tra de  la  fubftitution.j  &  fi  la  divifion  eft  exa&e ,  on  aura  ce 
qu'on  cherche. 

Par  exemple,  on  voudrait  fçavoir  fi  l'équation 

at4  •+-  iaxl  — —  acxx  -t-  iabbx~h  aabczsz  o  a 
—  ibx  — 'ydbxx  —  zaacx 
eft  réductible  en  deux  équations  du  fécond  degré. 

i  °.  Afin  que  la  formule  générale  du  quatrième  degré  x* 
'•\-nx%  6cc.  repréfente  la  propofée,  il  faut  fuppofer  n  =  ia 

—  zb 3  fi=  — ac  —  ^ab  3  q=zabb  —  %aac  3  r  =  -H  aabc. 
2°.  Il  faut  prendre  parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme 

de  la  propofée ,  ceux  qui  font  de  deux  dimensions ,  c'eft-à- 

dire ,  aa  3  ab  ,  ac ,  bc. 

2°.  Il  faut  fubftituer  chacun  de  ces  divifeurs  fuccefïivement 

avec  le  iîgne -h,  6c  enfuite  avec  le  figne — ,  dans  la  formule 

xx  -*-  l  ~  gn  A;4-g  =  o?  à  la  place  de  g,  6c  y  fubftituer  aufïï 

r      g 
les  valeurs  de  n  3  qs  r:  l'on  trouvera  qu'en  y  fubftituant  à  la 

place  de  g3~*~  aa3  ■ —  aa  3->rab  3  l'on  n'auroit  pas  un  divifeur 
exact  delà  propofée ,  mais  en  fubftituant  — ab  à  la  place  de  g, 
la  formule  eft  changée  en  xx  ■+■  iax  —  ab  =  o  ,  par  la- 
quelle la  propofée  fe  divife  fans  refte,  6c  l'on  trouve  le  quo- 
tient xx  —  ibx  —  ac  ==  o. 

Ainfi  la  propofée  n'eftpas  du  quatrième  degré,  mais  elle 
fe  réduit  aux  deux  équations  précédentes  du  fécond  degré. 

•On  peut  encore  trouver  une  réduite  dont/Toit  l'incon- 
nue, 6c  dans  laquelle  g  foit  regardée  comme  une  connue  qui 
repréfente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  propofée ,  en 
prenant  deux  valeurs  de  l'indéterminée  /'_,  l'une  dans  la  2e 
6c  l'autre  dans  la  4e  équation  particulière  j  8c  l'on  aura  /'  =  ^ 

—  g  —>-fh  =  f  j  fubftituant  la  valeur  de  h  =  n  — /  dans 
cette  équation  ,  l'on  aura  p  —  g  —  nf-\-  ff=  §■ ,  ou  bien 
ff —  nf-+~p  =  o ,  qui  eft  la  réduite  qu'on  cherche. 
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Réfolvant  cette  équation  du  fécond  degré ,  on  an'ra/==  1  n 
Hh  V  ^  nn  —  p  -h  g -+-  j-  j    fubftituant    cette  valeur   de  / 
dans  x*'  -f-  /#  -*-  g  =  o  ,   on   aura    là  formule   xx  -i-  x 

x  ^n"j~V^nn — p  **-g  -h|  +g±=o.  Cette  formule  fervira  à 
faire  trouver  les  équations  du  fécond  degré,  dans  lefqnelles 
fe  peut  réduire  une  équation  particulière  du  quatrième  de- 
gré, comme  dans  l'exemple  précèdent. 

Pour  le  cinquième  degré, 

PO'U'R  trouver  les  deux  équations  commenfurabîes,  Tune 
du  fécond  degré  3  6c  l'autre  du  troifiéme ,  qui  ayent  tous 
leurs  termes,  par  lefquelles  une  équation  réductible  du  5e 
degré  repréfentée  par  la  formule  générale  x  -+-  nx*  -+-  pxl 
■+-  qxx  -+-  rx  -*-  s  =  o  ,  peut  fe  divifer  exactement  ^  on  fup- 
pofera,  i°.  xx-i-fx-+-g  =  o,  x* •+- hxx ■+-  z'a;  4-  £  ==  o  :  Et 
après  avoir  pris  leur  produit  xs-h-fx*  -j-zx*  ■+-  /Ex*  •*-  fkx 

^hx*  -±-gx*-*-ghxx  H-  g/# 
<*~fhx  -\-fixx 
4-  g£  =  o ,  on  comparera  les  termes  de  ce  produit  avec 
ceux  de  la  formule  j  ôt  l'on  aura  les  cinq  équations  particu- 
lières qui  fuivent  :  ire, /-h^  =  »5  2e,  i -k-g-*-fh=p>  3%  k 
-*-  %h  +fi  =■  q  5  4e,  /£  -Wgj  ==  r  5  5%  g£  =às  *. 

2°.  On  cherchera  une  réduite  du  fécond  degré,  dont/ 
foit  l'inconnue  ,.&  on  regardera  g  comme  une  connue  qui 
repréfente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  l'équation  du 
cinquième  degré  qu'on  veut  réfoudre.  Pour  la  trouver,  on 
prendra  les  valeurs  de  h  dans  la  première  6c  la  féconde ,  6c 
l'on  aura  h  =  n  —  /=  ^^p1 3  d'où  l'on  déduira  i  =  ff 
—  nf-^p — g  :  On  prendra  une  autre  valeur  de  i  dans  la 
quatrième,  de  l'on  aura  i±*.z^£k  .  fubftituant  dans  cette 
valeur  de  i  celle  de  k  prife  dans  la  cinquième  équation,  qui 

eft£==f ,  l'on  aura/  =  îlÇLJ  =  ff—nf-t-p  —  g.  Cette 
équation  étant  mife  en  ordre,  on  aura  la  réduite  qu'on  cher- 
che, ff — nf-+-p  =  o, 

"""""  g 

On  peut  trouver  une  autre  rédliite  du  fécond  degré ,  en 
prenant  la  valeur  de  h  dans  la  première  èc  la  troiliéme 

V  i) 
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équation  ,  car  l'on  aura  h  =  n  —  f=  ?^f^  s  ou  "Bjen-g*" 
_  ç-f=  q  —  fi  — -  k  5  fubftituant  dans  cette  équation  la 
valeur  de  i  prife  dans  la  quatrième,  qui  eft  i  =  T-f£à r-,  l'on 
aura  g/2  —  g/  —  £  —  ^-^  ■ —  £  :  Enfin  fubftkuant  dans 
cette  équation  la  valeur  de  k  prïfe  dans  la  cinquième,  qui 
eft£  =  f-,  on  aura  gn—gf^i  —  g+'g  —  i,  qui  fe  ré- 
duit à//— *£— ii?  =  o., 

-*-- g 

.4- II? 
Ceft  la  féconde  réduite  qu'on  cherclioit. 

Quand  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière  du 
cinquième  degré  eft  réductible  en  deux. plus  fimples,  l'une 
du  fécond  6c  l'autre  du  troifiéme  degré ,  on  prendra  tous 
les  divifeurs  de  fon  dernier  .terme  3  6c  fi  elle  eft  littérale  8c 
homogène,  il  fuffira  de  prendre  ceux  qui  font  de  deux. di- 
mensions 3  on  les  fù1>(tituera  les  uns  après  les  autres  dans 
laquelle  on  voudra  de  ces  deux  réduites  fous  le  figne -h,  6c 
enfuite  fous  le  figne  — ;on  y  fubfticuera  auffi  les  grandeurs 
de  la  propofée  représentées  par  ns  p.}  q  3  8cc.  on  prendra  en- 
fuite  la  valeur  de  f,  &  on  la  fubftituera,  comme  auffi  le 
divifeur  pris  pour  g,  dans  xx  -4-/x  ■+■  g  =  o -5  6c  il  la  pro- 
pofée fe  divife  exadement  par  l'équation  qui  naîtra  de  la 
fubftitution 3  on  aura  ce  qu'on  cherche:  finon,  on  mettra  un 
autre  divifeur  du  dernier  terme  à  la  place  de  g  dans  la  ré- 
duite ,  6c  on  continuera  l'opération  comme  on  vient  de  le 
preferire. 

Gn  pourroit  auffi  fubftituer  les  divifeurs  du  dernier  terme 
les  uns  après  les  autres  avec  le  figne  -j-,  6c  enfuite  avec  le 
figne — ,  dans  les  deux  réduites,  avec  les  valeurs  de  n  3  p, 
q ,  &c.  6c  trouver  enfuite  le  plus  grand  divifeur  commun  des 
réduites  5  6c  par  le  plus  grand  divifeur  commun,  trouver  la 
valeur  de  f_,  6c  la  fubftituer  avec  celle  de  g}  dans  xx  ■+■  fx 
H-g==o.,  6c  divifèr  enfuite  la  propofée  par  l'équation  qui 
en  nàîtrok. 

Voici  un  exemple  qui" fera  concevoir  les  deux  manières 
d'appliquer  la  méthode  à  une  équation  particulière. 
Pourvoir  fi  l'équation  x'  +  iax* —  }œœx* — aabxx^-a^bx 

—  ^.abx*  -\-scinbbx 

+-a'bb-=s20^  peut  être  exactement  divifee  par  une  équation 
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3u  fécond  degré,  &  par  une  du  trofîéme  degré,  qui  ayent 
cous  leurs  termes  :  i°.  il  faut  prendre  les  divifeurs  du  dernier 
ternie  qui  font  de  deux  dimenfions  j  ces  divifeurs  font  ab  ^ 
aa  3  bb. 

i°.  Afin  que  la  formule  générale  at'h-w*4,  &c.  repréfenter 
la  propofée ,  il  fauc  fuppofer  n==  ia3  p  =  —  $aa  —  ^.ab  9 
q=z  —  aab 3  r  ■=  ■+•  a'b  ■+-  3  aabb  ,;=  -+- abb. 

30.  Il  fauc  (ubftituer  dans  laquelle  on  voudra  des  deux 
réduites ,  -+-  ab  à  la  place  de  g3  de  les  valeurs  de  n 3  p3  q  3  &c. 
à  leur  place  j  &;  comme  la  valeur  de  /qu'on  trouve  après  la. 
fubftitution  de  -\-ab  à  la  place  de  g_,  étant  fubftituée  dans 
x*:  -ï-fx-'t-ab  ===  o ,  l'équation  qui  en  vient  n'eft  pas  un  di- 
vifeur  exaét  de  la  propofée,  il  faut  fubftituer —  ab  à  la  place 
de  g3  dans  laquelle  on  voudra  des  réduites ,  de  les  valeurs 
de  «  3p3  q3  dec ,  de  l'on  trouvera  au  lieu  de  la  première  réduite 
cette  équation  ff —  af —  laa  =  o  ^  &:  au  lieu  de  la  féconde 
réduite  l'on  trouvera  ff-*-  af  ■+•  lab  =  o. 

4°.  Ayant  trouvé  par  le  moyen  de  l'une  ou  l'autre  de  ces 
deux  réduites  que  /=  —  a  3  on  fubflituera  — a  au  lieu  de/ 
dans  xx-*-fx-\-g  =  o  ,  de  —  ab  à  la  place  de  g;  de  l'on  aura 
xx  —  ax  — ab  =  o  ,  par  laquelle  divifant  la  propofée  ,  on 
trouvera  le  quotient  jufte  xl  -+-  ^axx  —  ^abx  —  aab  =  05 
ainfi  la  propofée  n'eft  pas  du  cinquième  degré,  mais  elle  fe 
réduit  aux  deux  équations  précédentes  du  fécond  de  du  troi- 
sième degré. 

On  peut  aufïï  trouver  la  valeur  de  f3  en  prenant  le  plus 
grand  divifeur  .commun  des  deux  réduites,  après  qu'on  y 
aura  fubftitué  —  ab  à  la  place  de  g  3  de  les  valeurs  de  n3  p3  q3 
Sec.  car  l'on  trouvera  que  le  plus  grand  divifeur  commun  eft 
/h-  a  =  o  3  par  confequent  /=  —  a. 

Cette  manière  de  trouver  la  valeur  de  /par  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  réduites  3  après  qu'on  y  a  fait  les  fub- 
ftitutions,  eft  d'ufage,  lorfque  les  réduites  font  au-defliis  du 
fécond  degré  5  mais  quand  les  réduites  ne  pafTent  pas  le  fé- 
cond degré,  il  eft  d'ordinaire  plus  court  de  prendre  la  va- 
leur de  /  dans  une  feule  réduite, 


V  iij 


ujt  Analyse     dimonti.e'l. 

Pour  le  fixiéme  degré:,, 

L.QRS  QXJ'IZ  p eut  fe  réduire  à  une  équation  du  fécond' degré 
.  &  à.  une  autre  du  4%  dans  IcfqutUes  aucun  terme  riefi  évanoui, . 

XL  faut  fuppofer  les  deux  équations  indéterminées  xx-\-fx 
4-g=  o ,  at+-4- hx'-+-  ixx ■+■  kx  -\-  l=o  j  &;  après  avoir  pris- 
leur  produit  x  -+■  hx-^  ix*  -k-  kx*  ■+•  Ixx  -t-  flx  -te  g/t=~o  -ts 
<■+-  fxs  ■+•  gx  -irgbx*  -*~gixx  -h  gkx 

-^hfhx^^rfîx1  -\-fkXX: 

il  faut  comparer  les  termes  du  produit  avec  ceux  de  la*  far- 
mule  générale  du  fïxiéme  degré  x6  -t-  nx  •+-  px*  ■+-  qxl  -h  rxx 
-t-  sx  -h  /  =  o  ,  qui  leur  répondent  5  ce  qui  donnera  les  In- 
équations particulières  qui  fuivent  :  ilc,  h  ■+-/==  «5  2e,  i  -\-g 
^fb  =  p',  3e,  k+gh  +.fz==q;  f^+^'+A^ri-jc,//; 
^-gk=  s 3   6e,  gl  =  t. 

Pour  trouver  une  réduite  dont/Toit  l'inconnue,  &  dans 
laquelle  g  repréfente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la 
propofée ,  on  prendra  deux  valeurs  de  h  dans  la  première 
et  la  féconde,  équation  3  &:  l'on  aura  h=.n  — /==  îr*-*  » 
d'où  l'on  déduira  i  ,=^ff —  nf-*-p — g'>  comparant  cette 
valeur  de  *  avec  une  autre  prife  dans  la  quatrième,  on  aura  1 
Î  =  <lï±iIï  —ff—nf+p—gy ou.  bien  r  —  l  —  fi^=gff 
—  gnf^-gp  — gg  >  mettant  dans  cette  équation  la  valeur 
de  /  prife  dans  la  fixiéme  équation,  quieft  /==f ,  l'on  aura 
r — j — ■fy=gffr — gnf^-gp — gg',  fubflituant  la  valeur 

s fi 

de  /  =  |-dans  la  cinquième,   on  aura  k  = — g— *■.  Cette 

valeur  étant  fubfticuée  à  la  place  de  k.  dans  r —  f  — fk.=  %ff 

— " gw/-*~  %P  ' — %%  »  l'ôn  aura  ^a  réduite  r- —  £  —  ^—j — £ 
~%ff—  gnf+  g?  —  gg>  <lui  fe  réduic  *ff—  f  —  »/"»-  ^ 


sss  o  j  c'en:  la  réduite  qu'on  cherche'. 

On  peut  trouver  une  féconde  réduite  en  comparant  la 
valeur  de  /'  déjà  trouvée,  qui  efl:  i=ff —  nf-hp. — g3  avec 
une  autre  valeur  de  i  prife  dans  la  troifiéme  équation,  & 
l'en  aura  *'=  IzjzM  =ff — «/-*-/ — g  ',  il  faut  fubftituer 
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dans  cetce  équation  la  valeur  de  h  prife  dans  la  première 

véquacion ,  qui  eft  h  =  n  — f3  ôc  la  valeur  de  k  prife  dans  la 

cinquième  équation ,  qui  eft  i  =  ^%  3  &  fubftituant  à  la 

place  de  /  fa  valeur  /  ==|-  prife  dans  la  fixiéme  équation, 

on  aura  k  =  •    .,    gs  fubftituant  donc  les  valeurs  de  &  & 
de  £  dans  t=£=&=iff — nf-±-p — g,  l'on  aura 


s  ■  -•*' 


qui  fe  réduit  à/5  —  »/f —  1gf^-gn  =ss  o  $ 

+  tf  +  i 

4  _# 

—  gg     y 

c'eft  la  féconde  réduite  qu'on  cherchoit. 

On  fe  fervira  de  ces  réduites  pour  trouver  fi  une  équation 
du  iîxiéme  degré  fe  peut  réduire  en  deux  plus  fimples  qui 
ayent  tous  leurs  termes ,  dont  l'une  foit  du  fécond  degré ,  de 
l'autre  du  quatrième ,  comme  on  l'a  enfeigné  dans  le  cin- 
quième degré. 

Pour  le  fixiéme  degré  3  lorfqu*il$eut  fe  réduire  k  deux  équations 
du  troifiême  degré  qui  ont  tous  leurs  termes. 

I L  faut  fuppofer  les  deux  équations  indéterminées  x*-*-fxx 
4-  g*  4-  ^>  =  o  ,,  x*  4-  ixx  +  k+/=o5  &:  après  avoir 
trouvé  leur  produit  x6  -*-fx*  -*-gx*  -^rhxi  -\-hixx  -\-hkx*»rkl 

4-  ixs  4-  kx*  *+-  lxl  4-  flxx  4-  glx 
«+•  jfàtf  *4-  gix%  4-  gkxx 
-\-fkx* 
teo;  on  comparera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de 
la  formule  générale  du  fixiéme  degré  x6  4-  nx*  4-  px*  4-  qx$ 
4-  rxx  4-  sx  4-  f=  o ,  qui  leur  répondent  j  ce  qui  donnera 
les  fix  équations  particulières  qui  fui  vent:  iTi3  f-hi  =  n; 

2e,  £4-£  4-//=^j    3e,  Â4-/4-g/  4-/&  =  f  3   4e,   hi ->r  fl 

«4-g^  =  rj    5e,  hk-^gl=S}  6e,  hl  =  t. 

Pour  trouver  une  réduite  dont  /  foit  l'inconnue,  Se  dans 
laquelle  £  repréfente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la 
propofée,  lequel  divifeur  eft  de  trois  dimenfions  dans  les 
équations  littérales  &  homogènes  ;  il  faut  prendre  dans  la 
première  6c  la  féconde  équation  deux  valeurs  de  i 3  &  l'on 
aura  /sk»  — /==  *~gpK\  d'où  l'on  déduira  £  =>#r —  0/ 


,  !  go  ANALYSE     BEMOi  N  T  K  E*E. 

4-*— -g  3  on  prendra  une  autre  valeur  de  4  dans  la  cinquiè- 
me £  =  '-^3  par  confequent  ff—nf-*-p—g  =  s-=fl.  On 
fubftituera  dans  &~^->  la  valeur  de  /  prife  dans  la  fîxiéme 


h  s 


'équation  l  =  -j- h  &c  Ton  aura/JT — nf-^p  —  g=  — 
4'où.   l'on   déduira  g—  rW+w-n-*;'. .    Il  faut  remarquer 

h 

cette  première  valeur  de  g. 

Pour  avoir  une  féconde  valeur  de  g  à  comparer  avec  cette 
première ,  on  fe  fervira  de  la  troifiéme  équation,  qui  don- 
nera g  =  *-*-*-^ .  fubftituant  dans  cette  valeur  celle  de 
/=  -f  prife  dans  la  iixiéme  équation ,  celle  de  i  prife  dans 
la  première,  qui  eCt  i  =  », — /,  &  celle  de  £  prife  dans  la 
féconde ,  qui  eft  k  =  p  — •  g  —fi  =f  —  g  —  nf-¥-ff3  l'on 

mura  e  ==- &■ — t^ — —   à  ou  Ion 

£  n f 

déduira  g  .  =  - z/r_l  „.. -^i-eft  la  féconde 

valeur  de  gj  comparant  les  deux  valeurs  de  g,  on  aura 
_  kff-*-hnf—ph->s-s__  f  —  nff-*-pf+-  £  -h  h  —  q  , 

^  —  h-  zf- —  «  * 

-»-//  ■+■£■— ^ 

=  03  c'eft  la  première  réduite  qu'on  cherche. 

Pour  trouver  une  féconde  réduite  dont /Toit  l3inconnne3 
on  prendra  deux  valeurs  de  4j  l'une  dans  la  féconde  équa- 
tion particulière ,  ôc  l'autre  dans  la  quatrième  3  6c  l'on  aura 
k  =  £  —  g  —  fi ==  -~hi&~fl  3  fubftituant  dans  cette  équa- 
tion la  valeur  de  *'  prife  dans  la  première  équation  /  =  n  — fy 
celle  de  /  prife  dans  la  fixiéme,  qui  eft  /==£,  &  la  pre- 
mière valeur  de  g3  qu'on  a  fait  remarquer  ci-defïus,  l'équa- 
tion—  g-H^  — /V  =  r ~ ^ " // ,  fera  changée  en  celle-ci, 

tg- *■"«;-'  +*  -  »/->-//=  r~„^2;^~>i  d'où 

©tant  les  fractions,  &  faifant  en  forte  que  le  rjTemier  terme 
n'ait  que  l'unité  pour  coëficieat,  l'on  trouvera  l'équation 

fuivante  > 
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fmvante ,  qui  eft.  la  féconde  réduite  qu'on  cherchoit , 
f—znf—   &£    h-   *s£  —    ^  =  o. 
-*-  zîff  —  mpf-t-    pp 


£/£        ^     lit     .     £f 

h  h*  fc 

.  3//  nt 

^       ~b  ¥> 

IL 
ht, 


^      -h     2^# 


2r 


4- 

On  fe  fervira  de  ces  réduites  pour  trouver  lî  une  équation 
du  frxiéme  degré  peut  fe  réduire  en  deux  du  troifiénie  qui 
ayent  tous  leurs  termes,  comme  on  l'a  enfeigné  dans  le  cin- 
quième degré  :  Mais  il  faut  remarquer  que  quand  on  aura 
trouvé  une  valeur  de  f3  il  faudra  la  fùbftituer  dans  l'une  des 
deux  valeurs  de  g3  laquelle  on  voudra y  pour  déterminer  la 
valeur  de  g,  afin  de  la  ïùbftituer  avec  celle  de  f3  êc  avec  le 
divifeur  pris  pour  h  dans  x\-*r  fxx  ■+-  gx  «+-  h  =  o  j  &:  après 
ces  fubftitutions ,  on  divifera  la  propofée  par  cette  équation 
ainfî  changée. 

Ceux  qui  voudront  prendre  la  peine  du  calcul ,  pourrons 
abaifîèr  cette  féconde  réduite  parle  moyen  de  la  première, 
au  fécond  degré,  comme  on  l'a  fait  dans  le  problême  pré- 
cèdent, pag.  147  &  148-. 

La  démonftration  de  ce  quatrième  Problême  eft  lamême 
que  celle  du  troi£éme„ 


I 


G    O    R    O    L    L    A    T  R    E      I. 

L  eft  évident  que  ce  quatrième  Problême  comprend  le 
précèdent  3  car  quand  il  arrive  qti*il  y  a  un  terme  évanoui 
dans  l'une  des  deux  équations  plus  (impies ,  dans  lefqueîles 
Bne  équation  du  ^.e,  5e  &  6e  degré  fé  peut  réduire, on  trouve 
alors  une  valeur  de  l'indéterminée  qui  répond  à  ce  terme  s 
prife  dans  les  réduites  de  ce  quatrième  Problême,  égale  à  zéro, 

C    O    R    G    L    L    A    I    R    E        I  1. 

L  Ou  s  qjj'a  près  avoir  fubftitué  fucceffivemenr  tous  les 
divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  dans  les  réduites^, 
Tome  K  X 


iéi  Analyse     démontre*  e. 

on  ne  peut  trouver  aucunes  valeurs  des  indéterminées,  qui 
étant  fubftituées  dans  .*.*;-*- />-*- g  =  o,  ou  xs  -*-  fxx  •+■  gx 
^_  fj  __  0  ies  rendent  des  divifeurs  exa&s  delà  propofée5 
c'eft  une  marque  certaine  que  la  propofée  eft  irréductible^ 

PROBLÊME      V. 

qui  contient  les  deux  précedens* 

&7 '  TROUVE R  les  équations  plus fimples  commenfurabks 3par 
le  [quelles  une  équation  rédu&ible  de  quelque  degré  quelle  puijfe 
être  3  peut  fe  divi fer  e xaBemcnt 3  foit  que  ces  équations  plus  fim- 
ples  ayent  tous  leurs  termes  3foit  qu  elles  en  ayent  d'évanouis. 

A    V    E    RT    I    S    S    E    M    E    N    T. 


A  méthode  qu'on  va  expliquer  fuffit  feule  pour  réduire 
toutes  les  équations  compofées  réductibles  aux  plus  {impies 
degrez,  ou  pour  s'aiïurer  fi  elles  font  irréductibles  5  mais 
dans  la  crainte  que  l'extrême  longueur  du  calcul  ne  rebutât 
le  Le&eur,  on  a  cru  qu'il  étoit  neceffaire  de  faire  précéder 
les  méthodes  du  troisième  &:  quatrième  Problême,  dont  le 
calcul  eft  bien  moins  embarrarfant,&  qui  cependant  fuffifent 
pour  réduire  les  équations.  Pour  faire  concevoir  clairement 
cette  méthode,  on  l'appliquera  en  l'énonçant  aux  équations 
du  quatrième  degré  :  Il  faut  fe  rendre  cette  application  fa- 
milière pour  entendre  la  démonstration. 

Méthode      Générale. 

■10. IL  faut  d'abord  fuppofer  que  xx ->rfx -4- g  =  o ,  repré- 
fente  par  fes  indéterminées/^  g3  l'équation  du  fécond  degré, 
par  laquelleune  équation  eompoféefe  peut  divifer  exactement. 

20.  Il  faut  divi fer  la  formule  générale  du  degré  de  l'équa- 
tion qu'on  voudra  réduire,  par  xx-*-fx-*-g  =  o.  &  continuer 
la  divifion  jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  à  un  refte  où  l'inconnue 
x  foit  moins  élevée  d'un  degré  que  dans  xx-*-fx-hg  =  o. 

30.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à  zéro, 
ce  qui  donnera  autant  d'équations  qu'on  a  fuppofé  d'indé- 
terminées. 

Au  lieu  de  faire  ce  qui  eft  marqué  dans  le  fécond  6c  troi- 
sième article,  on  pourra  multiplier  xx  H-/xr-f-g=o,  par 
une  autre  équation  indéterminée,  dont  le  degré  joint  avec 


L    I    V    K    E      IV.  163 

celui  de  xx +-fx '-¥•%=.  o  3  faflè  celui  de  l'équation  qu'on  veut 
réduire  ;  par  exemple,  pour  le  4e  degré,  il  faudra  multi- 
plier xx  ■+■/*  ■+■  g  —  o  ,  par  xx  -+-  hx  ■+■  *  =  o  j  pour  le  5  e 
degrç,par,v3-i-/?A:A:  -*-ix-\-k  =  o  3  pour  le  6e,  par/+W- 
4.  /ArAr  .+.  ^  .+.  /=—  o  3  &  ainfi  des  autres. 

;  Il  faudra  enfuite  comparer  les  termes  du  produit  avec 
ceux  de  la  formule  générale  du  degré  de  l'équation  qu'on 
veut  réduire,  qui  leur  répondent,  comme  dans  le  troifiéme 
&  quatrième  Problême  3  ce  qui  donnera  autant  d'équations 
particulières  qu'il  y  a  d'indéterminées  dans  les  deux  équa- 
tions indéterminées  qu'on  a  multipliées  l'une  par  l'autre. 

Il  faudra  dégager  les  indéterminées  de  l'équation  indé- 
terminée ^  +  i»A;+/=o,  ou  x  -^ hxx  ■+-  ix  -t-  k=  o  ,  6cc. 
en  fe  fervant  des  premières  équations  particulières,  &  ea 
fubftituant  leurs  valeurs  dans  les  deux  dernières,  on  aura  pré- 
eifément  les  deux  mêmes  équations  trouvées  par  le  fécond 
&  troiliéme  article. 

Par  exemple  ,  pour  réduire  une  équation  du  4e  degré  ,  on 
prendra  la  formule  générale  du  4e  degré  x*  -+■  nxl  ■+■  pxx 
+  ^  +  r  =  o,  6t  l'équation  indéterminée  xx -\-fx -*-g  =  o  j 
on  divifera  la  première  par  la  féconde,  comme  on  le  voit  ici: 

Avertissement.         %  x*  -$=»  ï  nxl  -+-  ï  pXX  +•  qx    +•  Y  /XX-\-fx  -f-g" 

1 marque  que  la  —  i  fx*  —  ï  gxx  —  ngx  —  pg  t  xx-+-nx-\- p 

grandeur  eft  effa-  — ■  i  nfxx  -f-  fgx  •+-  gg  *       , — fx  , —  g 

cée  ;   ainfi  ï  x*  •+-  ï  ffxx  —  pfx  -f-  nfg                       . —  nf 

marque  que  x4  eft  -j-  fgx  —  ffg                       *+-// 

tranchée  par  uns  -j—  nffx 

Ugne.  —  f>x 

Et  la  divifîon  fera  continuée  jnfqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  le 
refte  - — fx  -H  nffx  -*-fgx  — -pfx  -h  fgx  — ngx  -+-  qx  — -ffg 
~*~  nf?>  ■+■  &S  — '$%  "*"  r  *  dans  lequel  x  eft  d'un  degré  moins 
élevée  que  dans  le  divifeur  xx  °-\-fx-*-g. 

On  fuppofera  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à  zéro ,  6c 
l'on  aura  les  deux  équations  — /*-*-  »/jf —  pf — -  ng  =  o  5 


—  iff-^nçf -*•%&= °  h 

-r 

~pg 

■+-  r 

©u  bien  en  tranfpofant ,  p  — 

-  nff-Jrpf  "t"  ^g 

—  lisf—  ? 

%ff—ngf--gg  =  o, 

- 

-*•$& 

—~r 

X  ij; 


i^4  Analyse   demonthe'l 

On  trouveroic  les  deux  mêmes  équations  en  comparant 
les  termes  du  produit  de  xx  -*-fx  -+-  g  =  o  ,  par  xx  ■+■  hx 
4-/  =  o,  qui  eft  x4H-/^?-t-g^^^-g^-i-^'  =  o,  avec  ceux 

H-  hx*-±-  ixx  -\-fix 
^rfhx 
de  la  formule  générale  x^  •+■  nx1  •+•  /w*  -t-  qx  -*-  r  =s  o  y  car 
en  dégageant  les  indéterminées  £  &  *  dans  les  premières 
des  quatre  équations  particulières  que  donneront  ces  com- 
paraifons  .,  qui  font  :  ire ,  /*-+- ^  =  n  ;  2e,g+i+/^=/J 
3^  gh-\-fi=z  qi  4e,  gi  —  r3  Ton  trouveroit  h  =  n  — /, 
/=^ —  g  ^nf-^ff,  £c  fubftituant  les  valeurs  de  ^  6c  de  i 
dans  la  3e  &  la  4%  l'on  auroit/==  ^E?^fifff  j  d'où  l'on 
déduiroit  />  —  ^—  ig/  -+-  ng  =  o  ,   &  g  =  />_,1,/+// 

-±-  pf  —  q 
d'où  l'on  déduiroit  g//* — #g/ — -gg=o. 

■+-£g 
—  y 

40.  Pour  trouver  les  valeurs  de/\6c  de  g  par  le  moyen  de 
ces  deux  équations,  on  choifîra  laquelle  on  voudra  des  deux 
indéterminées  f3  g3  pour  en  faire  l'inconnue  de  la  réduite  j 
fuppofé  qu'on  fe  détermine  à  g,  on  ordonnera  chacune  de 
ces  deux  équations  par  raport  à  l'inconnue  f  qu'on  veut 
faire  difparoître  de  la  réduite  ,  j8c  on  regardera  g  comme 
connue ,  jufqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  la  réduite  dont  g  foit 
l'inconnue. 

Pour  trouver  cette  réduite,  on  cherchera  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  équations  précédentes  j  6c  quand 
on  fera  arrivé  à  un  refte  où  f  foit  linéaire  ,  on  mettra  ce 
refte  à  part ,  6t  le  fuppofant  égal  à  zéro ,  on  prendra  dans 
l'équation  linéaire  faite  de  ce  refte ,  la  valeur  de  /  linéaire , 
laquelle  ne  contiendra  que  des  grandeurs  connues  avec  la 
feule  inconnue  g.  Il  faut  remarquer  cette  valeur  de/,  parce- 
que  quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  g  dans  la  réduite  , 
en  la  fubftituant  -dans  cette  valeur  de  f3  on  rendra  /  toutç 
connue. 

On  continuera  de  chercher  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun avec  le  refte  où  /  eft  linéaire  ,  comme  fi  on  n'a  voit 
pas  mis  ce  refte  à  part  5  ôc  quand  l'inconnue/aura  difparu, 
on  fuppofera  le  refte  qui  n'aura  point  d'autre  inconnue  que 
g,  égal  à  zéro  3  6c  ordonnant  l'équation  qui  en  naîtra  par 
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raport  à  l'inconnue  g3  elle  fera  la  réduite  qu'on  cherche. 

Dans  notre  exemple  on  cherchera  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  /* —  nff —  *£/h-  ng  s=  o  ,  6c  de  gff —  ngf 

~—  gg=;  oj  6c  quand  on  fera  arrivé  au  refte  ■ — gg/-t-  rf 

-i-  ngg  —  qg3  où/eft  linéaire,  on  le  fuppofera  égal  à  zéro, 
d'où  l'on  déduira /=  ~~^.  Il  faut  remarquer  cette  équa- 
tion linéaire ,  qui  fera  trouver  la  valeur  de  f3  quand  g  fera 
connue. 

On  continuera  enfuitela  recherche  du  plus  grand  divifeur 
commun  des  deux  équations  précédentes  ,  comme  fï  on  ne 
s'étoit  pas  arrêté  à  mettre  à  part  là  valeur  def3  en  divifant 
gff—  ngf—  gg  =  o ,  par  le  refte  —  gg/-t-  ngg  =  o ,  juf- 

qu'à  ce  que  l'inconnue /ait  difparu  5  &  l'on  fuppofera  le 
refte  qui  ne  contiendra  plus  f3  égal  a  zéro,  &:  après  avoir 
ordonné  ce  refte  par  raport  à  l'inconnue  g3  on  aura  la  ré- 
duite g6  —  /g5  -+-  nqg   —  q qg*  -+-  nqrgg  —  grrg  •+•  r?  sss  o. 
—  rg*     —  «wrg3  — ■  rrgg 
■+-  iflrg3 
Si  l'on  vouloit  trouver  la  réduite  où/ fût  l'inconnue,  on 
ordonneroit  les  deux  équations  trouvées  par  le  fécond  de 
troifiéme  article  de  la  méthode,  par  raport  à  l'inconnue  g3 
&  l'on  auroit  gg  ■+■  nfg  -+-  r  =  o ,  &;  ifg  ■ — fl  =  o. 

—ffg  —îf 

•±-q 

On  chercheroit  leur  plus  grand  divifeur  commun  ,  Se  on 

feroit  d'abord  l'opération,  jufqu'à  ce  qu'on  fût  arrivé  à  un 

refte  où  g  fût  linéaire.     Mais  comme  g  eft  linéaire  dans  la 

féconde  équation ,  ce  refte  eft  tout  trouvé  fans  opérer,  Se  l'on 

Il  faudroit  enfuite  continuer  l'opération  pour  trouver  le 
plus  grand  divifeur  commun ,  jufqu'à  ce  que  g  eût  difparu  . 
dans  le  refte.  Il  faudroit  fuppofer  ce  refte  où  g  n'eft  plus5 
égal  à  zéro ,  &  ordonner  l'équation  par  raport  à  l'incon- 
nue/, &  l'on  auroit  la  réduite. 

Xiij 
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/*— 3»/s-+-  3»»/* — W/3  -*•  ##   —  nnqf—qq  =  o, 
4»  2^/4    —  »'/'     -+•  nqff    —  nppf  -4-  npq 
-j-  i.nnpff<4r  /\.nrf  - —  »»r 

Si  le  fécond  terme  étoic  évanoui  dans  une  équation  du 
quatrième  degré,  alors  n  étant  zéro,  toutes  les  grandeurs 
de  la  réduite  précédente  où  fe  trouve  n ,  devenant  zéro , 
Ton  auroit  la  réduite  du  3e  degré  fs-\-  ipf*-+-ppff — -qq=.o, 

— 4# 

Pour  trouver,  par  le  moyen  de  ces  réduites,  fi  une  équa- 
tion particulière  du  quatrième  degré  ,  par  exemple  x' 
*4,  %axs  r —  acxx  ■+•  zabbx  -h  aabc  =  o  ,  peut  fe  divifer 
—  zbx>  —  $abxx  -r—-  idacx 

exactement  par  deux  équations  commenfurables  du  fécond 
degré,  il  faut  fuppofer,  afin  que  la  formule  générale  repré- 
fente  la  propofée,  n  =  za — ib3p  ==  — ac — ^abyq-=  labb 
« — iaac  y  r  =  «+•  aabc  5  &  enfuite  fubftituer  dans  laquelle 
on  voudra  des  deux  réduites,  à  la  place  de  n3  p>  q3  etc. 
les  grandeurs  qu'elles  repréfentent. 

Il  faut  enfuite  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme 
de  la  réduite  ainfi  changée  -y  &  fi  la  propofée  eft  littérale  & 
homogène,  il  faudra  prendre  les  feuls  divifeurs  de  deux  di- 
menfions  dans  la  réduite  dont  g  eft  l'inconnue,  &  ceux  d'une 
feule  dimenfion  dans  la  réduite  dont  /eft  l'inconnue. 

Si  l'on  fe  fert  de  la  réduite  dont  g  eft  l'inconnue,  comme  g 
repréfente  un  divifeur  de  deux  dimenfions  du  dernier  terme 
de  la  propofée,  il  n'y  a  parmi  tous  les  divifeurs  du  dernier 
terme  de  la  réduite,  qui  font  de  deux  dimenfions,  que  ceux 
qui  font  communs  avec  ceux  du  dernier  terme  de  la  propo- 
fée, qui  peuvent  fervir  5  ce  qui  eft  un  abrégé  lorfqu'on  fe 
fert  de  la  réduite  dont  g  eft  l'inconnue. 

Il  faut  fubftituer  les  divifeurs  dont  on  vient  de  parler  fuc- 
ceffivement  avec  le  figne  de  -h  &  celui  de  — ,  à  la  place  de  e, 
dans  la  réduite,  ou  à  la  place  de  f3  fi  l'on  fe  fert  de  la  fé- 
conde réduite  5  ou  bien  divifer  fucceffivement  la  réduite  par 
g  ou  /plus  ou  moins  chacun  de  ces  divifeurs, 

Celui  de  ces  divifeurs  dont  la  fubftitution  rendra  toutes 
les  grandeurs  de  la  réduite  égales  à  zéro,  ou  par  le  moyen 
duquel  la  divifion  fe  fera  fans  refte,  fera  la  valeur  de  g  ou 
de/ 
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Dans  notre  exemple  ,  après  avoir  mis  dans  la  réduite 
donc  g  eft  l'inconnue,  à  la  place  de  n  3  p ,  ôcc.  ies  grandeurs 
de  la  propofée  qu'elles  rcpréfentent ,  elle  fe  trouve  changée 
en  celle-ci. 

g'  H-  acg*    -f-  ^aabbg*  —   *aab?g *  -f-  w'bhgg   4-  a^éc^    *f*  «Vc*  — <>, 
4-  ;«£g5  —  4^*£+     H-   6a^bbcgi  —    4«')£+Çgg    •+-    saWccg 
—  4*3£gT     —    4*+«gi    —    4^^gg 
*+-3<M£<rg4  —    ^.a+bcg*  -f-   3^  ££«££ 

—  4<w&îcgî 

—  zaibccgi 

Les  divifeurs  du  dernier  terme ,  qui  font  de  deux  dimenfîons, 
font  ab 3  ac 3  bc ,  aa ,  bb3  ce  3  parmi  kfquels  il  n'y  en  a  de  com- 
muns avec  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée,  que 
ab  3  ac  3  b&  3  aa.  Ainfi  il  ne  faut  fe  fervir  que  de  ces  quatre. 

Or  on  trouve  que  fubftituant  — ab  à  la  place  de  g3  dans 
la  réduite,  toutes  les  grandeurs  fe  détruifent  par  des  fignes 
contraires  ^  ou  bien  qu'en  faifant  la  divifion  de  la  réduite 
par  g  -h  ab  =  o,  la  divifion  fe  fait  fans  refte  :  Ainfî  g=s 
-—ab. 

Il  faut  après  avoir  trouvé  cette  valeur  de  g,  la  fubflituer 
avec  les  valeurs  dea^^r,  dans  l'équation  où /eft  linéaire, 
qui  eft /=  ?L§§-^ ,  &  l'on  trouve  /=  ia. 

Il  faut  mettre  ces  valeurs  de/&  de  g  dans  l'équation  in- 
déterminée xx  -t-fx-t-g  =  o,  &  l'on  aura  xx  •+■  lax  r—  ah 
=  0,  qui  eft  l'équation  commenfurable  du  fécond  degré, 
par  laquelle  la  propofée  peut  être  exactement  divifée  :  fi  l'on 
fait  la  divifion,  le  quotient  xx  —  ibx  —  ac=oy  fera  l'autre 
équation ,  par  laquelle  la  propofée  fe  peut  exactement  di- 
vifer. 

On  trouveroit  auffi  la  féconde  équation  du  fécond  degré, 
en  fubftituant  les  valeurs  den,p3q  3  r3f3  g3  dans  le  quotient 
indéterminé,  qui  eft  xx-+-nx  -±-p  =  o. 

—fx—g 
—  nf 

+ff 

Dèmonflration  du  cinquième  Problème* 

Kj  N  fuppofe  que  x4  -+-  nx*  -+-  pxx  -+-  qx  -h  r  =  o  3  repré- 
fente  toute  l'équation  du  quatrième  degré ,  qui  fe  peut 
exactement  divifer  par  deux  autres  commenfurables  du  2e 
degré ,  dont  l'une  eft  repréfentée  par  xx  -h  fx  •+•  g  =  o  1 
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Ainfi  /  &  g  représentent  des  grandeurs  eommenfurablès;. 
Selon  cette  fuppoiïtion ,  en  divïfant  **■+- nx\  &cpar  xx-^-fx 
-4-g=o,  la  divifion  doit  être  exa&e,  &  le  quotient  eft: 

—A—  g 
—  #/ 

*■# 
Puifque  la  divifion  eft  fuppoféc  fe  faire  fans  refte,  le  refte 
~i-  qx    h-  r 
— /Zg*  —  fg 
^-ifgx^-gg 
—pfx  -h  nfg 
-*-nffx—ffg 

—fix 
doit  donc  être  égal  a  zéro  ,  &  les  grandeurs  de  chaque  ter- 
me du  refte  fe  doivent  détruire  j  6c  effectivement  elles  fe  dé- 
truiroientfi  l'on  mettoit  à  la  place  des  lettres  n-if-yqyr3fygx 
les  grandeurs  qu'elles  repréfèntent  ;  car  autrement  la.  divi- 
fion ne  fe  feroît  pas  fans  refte/,  contre  la  fuppofition. 

Chacun  des  termes  du  refte  donne  donc  une  équation  r 
dont  le  2e  membre  eft  zéro.  '  Ainfi  — f  -+.  nff — pf  —  ng 

-»-  igf  -j-  £ 

—Pg 

Si  l'on  conçoit  dans  chacune  à  la  place  des  lettres,  les  gran- 
deurs qu'elles  repréfèntent ,  toutes  les  grandeurs  fe  détrui- 
ront par  des  lignes  contraires.  Donc  /-+-  ou  — la  gran.* 
deur  commenfurable  qu'elle  repréfente  ,  eft  une  équation 
linéaire,  qui  eft  un  divifeur  exaft  de  l'une  &  de  l'autre  de  ces 
deux  équations  j  par  la  nature  des  équations^ 

De  même  g -t-  ou  — la  grandeur  commenfurable  qu'elle 
repréfente  ,  eft  une  équation  linéaire ,.  qui  eft  un  divifeur 
exact  de  ces  deux  mêmes  équations ,  fuppofé  qu'on  les  or- 
donne par  raport  à  l'indéterminée  g  ;  par  confequent  en 
recherchant  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations,  qui  en  ont  un  où  /eft  linéaire,  ou  bien  un  où  g 
eft  linéaire  :  Quand  on  fera  arrivé  à  un  refte  dans  lequel  f 
ou  bien  g  feront  linéaires,  ce  fera  un  divifeur  commun 
des  deux  équations.     Ce  refte  eft  /  =  n^Zls ,  ou   bien 
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-£~~  f±-^Ç±îL=l,  Ce  refteell  donc  une  équation  linéaire, 
qui  contient  une  racine  conimenfurable  de  chacune  de  ces 
deux  équations. 

Si  on  continue  la  recherché  du  plus  grand  divifeur  conv 
niùn,  jufqu'à  ce  que  /  ou  g  difparoifîènt,  le  nouveau  refte 
qui  ne  contiendra  point  f3  ou  point  g  3  fera  donc  éo-al  à 
zéro  -,  puifque  le  reite  précèdent  où  fD  ou  bien  où  <r  etoic 
linéaire,  eft  fuppofe  un  diviieur  exact,  qui  doit  laifler  zéro 
pour  refte  de  la  divifion  :  Ce  dernier  refte  qui  eft  la  réduite 
eft  donc  tel7  qu'en  mettant  à  la  place  de  l'inconnue  fou  <r 
de  cette  réduite  ,  la  grandeur  conimenfurable  •  qu'elle  re- 
préfente,  &  y  mettant  auffi  les  grandeurs  repréfentées  par 
n3  p3  q3  &c.  toutes  les  quantitez  ïe  détruiront  par  des  fignes' 
contraires» 

Par  confequent,  félon  la  nature  des  équations,  après  avoir 
fubftitué  dans  la  réduite  les  grandeurs  repréfentées  par  n  s 
p3  q3  &C.-/-+-  ou— -un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  ré- 
duite ,  ou  bien  g  +  ou  —  un  divifeur  du  dernier  terme  de 
la  réduite ,  eft  une  équation  linéaire  qui  divife  exactement 
la  réduite,  ôc  qui  en  contient  la  racine  5  c'eft-à-dire ,  la  valeur 
de/oudeg: 

La  méthode  fait  donc  trouver,  lorfque  l'équation  propo- 
fée  eft  réductible,  les  valeurs  de  fèc  de  g3  qui  étant  mifes  à- 
leur  place  dans  xx  -ï-fx  -t-  g  —  o ,  changent  cette  équation 
indéterminée  en  une  autre  déterminée ,  qui  eft  un  divifeur 
exâd  de  lapropofée.  Ce  qu'il  faloit  démontrer, 

Remarques  for  la  méthode  du  cinquième  Problème,  - 

L 
IL  fuffit  ici  d'avoir  fait  concevoir,  Se  d'avoir  démontré  k 
méthode,  ceux  qui  voudront  prendre  la  peine  du  calcul , 
pourront  fupputer  deux  réduites  pour  le  cinquième  degré, 
&:  deux  pour  le  fixiéme,  dont  les  inconnues  [oiQnz  f&cgt 
&;  de  plus  trois  réduites  poUr  le  fixiéme  degré,  lorfqu'iî  peut 
fe  réduire  à  deux  équations  chacune  du  troifïéme  degré  ,* 
dont  les  inconnues  feront  les  indéterminées  f3  g3  h3  de 
l'équation  indéterminée  x* -\-fxx-hgx-t-  b='o. 

Us  pourront  toujours  trouver  par  le  moyen  de  ces  rédui- 
tes, fi  une  équation  quelconque  du  4e,  5e  &t  6e  degré  eft 
réductible  ;  ôc  les  équations  plus  (impies  aufquelles  on  la 
Tome  Z  Y 
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peut  réduire,  par  les  feules  fubftitutions  des  grandeurs  delà 

propofée,  repréfencees  par  n3j>3  q3&.c. 

Pour  abréger  le  calcul  qu'il  faut  faire  pour  trouver  ces 
réduites ,  on  pourra  luppofer  le  fécond  terme,  où  eft  n3  de 
chaque  formule  générale ,  évanoui  $  &  alors  il  faudra  faire 
évanouir  le  fécond  terme  d'une  équation  propofée,  lorfqu'on 
voudra  voir  fi  elle  elt  rédu&ible. 

I  L 

Lorfqu'on  fe  fert  de  la  réduite  dont  l'inconnue  g  ou  h  eft  le 
dernier  terme  de  l'équation  indéterminée  xx  -h  fx  ■+-  g  =  o , 
ou  bien  x*  ■+■  fxx ~±-gx ■+- b  =  o ,  la  grandeur  repréfentée  par 

ou  h3  devant  être  un  divifeur  exad  du  dernier  terme  de 
a  propofée ,  lorfque  cette  grandeur  eft  commenfurable  -y  on 
a  cet  avantage  de  n'avoir  befoin  pour  trouver  la  racine  de 
la  réduite _,  que  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propo- 
fée, communs  avec  ceux  du  dernier  terme  de  la  réduite  :& 
de  plus  fi  l'équation  propofée  eft  littérale  &;  homogène,  on 
n'a  befoin  que  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée 
qui  font  de  deux  dimenfions,  lorfque  l'on  cherche  une  équa- 
tion repréfentée  par  xx  ~\-fx  -+-  g  =  o  du  fécond  degré  $ 
&  de  ceux  qui  font  de  trois  dimenfions,  lorfqu'on  cherche 
une  équation  du  troifléme  degré  repréfentée  par  x*  -*-  fxx 

**"  &x  "*"  ^==:  °- 

Lorfqu'on  fe  fert  de  la  réduite  dont  l'indéterminée  fdes 

équations  xx  -*-fx  -*-  g  =  o  ^  x1  -+-  fxx  -+-  gx  -+-  b  ==  o  eft 
l'inconnue,  ou  bien  l'indéterminée  g  de  l'équation  x*  -h  fxx 
«j-  gx  -4-  b  =  o  ,  on  a  cet  avantage  que  quand  l'équation  du 
fécond  ou  du  troifléme  degré ,  par  laquelle  la  propofée  fe 
peut  exactement  divifer,  a  le  fécond  terme  évanoui,  on  le 
trouve  tout  d'un  coup ,  car  après  la  fubftitution  des  gran- 
deurs repréfentées  par  n3'p3  &c.  dans  la  réduite,  cette  ré- 
duite fe  peut  abaifTer  d'un  degré  j  c'eft-à-dire  ,  f  fe  trouve 
avoir  une  valeur  égale  à  zéro. 

Il  faut  entendre  la  même  chofe  de  la  réduite,  dont  l'in- 
connue eft  l'indéterminée  g  de  l'équation  xl  -h  fxx  ■+■  gx 
>+-  b  =  o. 

I  I  I. 

Lorfqu'en  examinant  par  la  méthode  qu'on  vient  d'ex- 
pliquer ,  fi  une  équation  propofée  eft  réductible ,  on  ne 
trouve  aucune  valeur  commenfurable  de  l'inconnue  de  la 
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réduite,,  on  eft  afluré  que  la  propofée  efc  irréductible. 

Avertis   sèment. 

LE  s  méthodes  qu'on  vient  de  donner  pour  trouver  fi  une 
équation  eft  réductible  ,,  demandent  un  long  calcul ,  c'eft 
pourquoi  il  feroit  à  louhaiter  qu'on  eût  une  méthode  courte 
pour  trouver  quand  une  équation  eft  irréductible.  En  voici 
une  qui  peut  fervir  en  plufieurs  rencontres., 

Méthode  cour  trouver  tout  d'un  coup  3  en  -plufieurs  cas  3  fi  uns 
équation  littérale  efl  irréduflible. 

6y.  J.  L  faut  fuppofer  chaque  lettre  différente  de  l'équation  pro- 
pofée égale  à  un  nombre,  comme  à  i ,  ou  à  z ,  &c.  ou  bien 
îiippofer  toutes  les  lettres  difFerentes  égales ,  ou  feulement 
quelques-unes.  On  peut  aufîi  fuppofer  l'unité  ou  le  même 
nombre  égal  à  plufieurs  lettres  difFerentes  de  la  propofée  * 
(on  îuppofé  qu'on  n'a  point  abrégé  l'équation  propofée  en 
ilippofant  plufieurs  connues  différentes  exprimées  par  une 
feule  lettre.  ) 

Il  faut  enfuite  fubftituer  les  nombres  ou  les  lettres  qu'on 
a  fuppofé  égales  à  celles  de  l'équation ,  à  leur  place  dans  la 
propofée.  Si  la  nouvelle  équation  qui  en  réfulte ,  eft  irrédu- 
ctible, c'eft  une  marque  certaine  que  la  propofée  eft  irré- 
ductible. 

Dérnonftration.  Par  la  fuppofition  ,4'équation  nouvelle  qui 
réfulte  des  fubftitutions,  eft  irréductible.  Mais  il  la  propofée 
étroit  réductible  en  deux  autres  équations  plus  fimples,  cette 
équation  qui  réfulte  des  fubftitutions  feroit  neceftairement 
réductible,  comme  on  va  le  montrer  :  Ainfi  fi  l'équation 
qui  réfulte  des  fubftitutions  eft  irréductible ,  la  propofée  l'eft 
auffi.  Car  fila  propofée  étoit  réductible  en  deux  autres  plus 
lîmples ,  on  pourroit  concevoir  qu'on  fubftituât  dans  ces- 
deux  plus  fimples,  à  la  place  des  lettres  différentes  qu'elles 
contiennent ,  les  mêmes  nombres  ou  lettres  qu'on  leur  a 
iuppofées  égales  dans  la  propofée  j  &on  conçoit  évidemment- 
que  le  produit  de  ces  plus  fimples  aînfi  changées ,  donneront 
l'équation  même  qui  a  réfulte  des  fubftitutions.  Elle  feroit 
donc  réductible  en  ces  deux  plus  fimples  changées  par  les 
fubftitutions  qu'on  y  a  conçues.  Elle  ne  feroit  donc  pas  irré- 
ductible. Ce  qui  eft  contre  la  fuppofition, 

Yij- 
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(jEpendant,  quand  en  fubftituant  des  nombres  ou  des 
lettres  à  la  place  des  lettres  différentes  d'une  équation  pro- 
pofée,  l'équation  qui  en  réfulte  efl  rédudible ,  ce  n'eft  pas 
une  marque  certaine  que  la  propofée  foit  rédudible  5  car  fi 
on  fuppofe  dans :  l'équation  irréductible  x5—  }axx -•+-  $abx 
—  aab  =  o ,  que  A  =  a  3  l'équation  x*  ~—  ^axx  r*-  $aax 
_. —  ^=o,  qui  en  réfultera ,  fera  rédudible. 

Cela  vient  de  ce  que  les  lettres  connues  dans  une  équation 
littérale ,  repréfentant  toutes  les  grandeurs  poffibles,  on  peut 
fuppofer  de  ces  grandeurs  à  leur  place  qui  foient  telles,  qu'el- 
les donnent  une  nouvelle. équation  de  même  forme  que  la 
propofée  qui  ait  des  racines  commenfurables  j  car  il  y  a  des 
équations  rédudibles  poffibles  delà  même  forme  que  la  pro- 
pofée, èc  la  ge-iïçralité  ou  l'indétermination ,  pour  ainfi  par- 
ier ,  des  lettres  de  la  propofée ,  eft  caufe  qu'elle  repréfente 
ces  équations  rédudibles  de  mêf»e  jforme ,  aufîi  bien  que  les 
autres  qui  ne  font  pas  rédudibles. 

Corollaire  du  cinquième  Problème, 

(Oà  l'on  explique  la  méthode  de  trouver  tous" les  divifeurs  du  dernier 
terme  d'une  équation  Jorfque  ce  dernier  terme  efi:  très-compofé. 

70.  LA  méthode  du  Problême  précèdent  peut  fervir  à  trouver 
tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  d'une  équation  littérale, 
quelque  compofé  qu'il  puifle  être,  comme  on  le  va  voir  dans 
l'exemple  fuivant. 

Soit  l'équation  x'-habx*+.«idxx-+-aidx  •+■*%*  s»« 

. —  acxi  ■ —  abdxx  —  aabdx  —  a'bd 
f-J-  bbx1  -J—  bcdxx  -f-  abcàx  —  a'cd 
-f-  aabxx  -f-  <ëbx   -J—  aabbd 
. —  asxx    ~  aabcx  -j—  zaabcd 
-\—  aacxx  -f-  ab*x    • — ■  ab'd 
r —  abb.xx  —  abccd 

<-^~b'cd 

dont  le  dernier  terme  eft.  très-compofé. 

Pour  trouver  tous  les  divifeurs  de  ce  dernier  terme,  i°.  on 
feindra  que  c'eftune  équation  ;  &  prenant  une  des  lettres  qui 
s'y  trouvent,  commet,  pour  l'inconnue  de  cette  équation 
feinte,  on  ordonnera  l'équation  feinte  par  raport  à  l'incon- 
nue a 3  Se  l'on  aura  l'équation  feinte, 

da*  —  bda7"  -+-  bbdaa  —  b*da  -+-  bicd=^0. 
—  cda  '  ■+■  ibedaa  —  beeda 
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2°.  On  verra  fi  tous  les  termes  ne  font  point  multipliez  par 
une  même  grandeur  5  6c  comme  on  trouve  qu'ils  le  font  par 
d,  on  les  diviferapar  d,  qui  eft  déjà  un  des  divifeurs  fimples 
du  dernier  terme  ^  il  le  faut  mettre  à  part ,  6c  l'équation 
feinte  fera  a*  —  ba?  -+-  bbaa  —  tfa  ■+■  Pc  =  o. 
—  ca"  -H  2bcaa  —  bec  a 

30,  Il  faut  chercher  par  le  premier  Problême,  fi  une  équa- 
tion linéaire  de  l'inconnue  a  plus  ou  moins  un  divifeur  du 
dernier  terme  b3c,  ne  feroit  point  un  divifeur  exact  de  cette 
équation  feinte  :  Si  Ton  en  trouvoit  une  qui  fût  un  divifeur 
exacT:,  on  la  mettroit  à  part,  comme  étant  un  divifeur  linéaire 
du  dernier  terme  de  la  propofée,  &c  on  chercherait  de  même 
fi  le  quotient  n'aurait  point  de  femblables  divifeurs  linéai- 
res 3  ce  qu'on  continuerait  jufqu'à  ce  qu'on  trouvât  un  quo- 
tient qui  n'eût  plus  de  ces  divifeurs  linéaires. 

Si  le  premier  rerme  a  de  l'équation  feinte  avoit  un  autre 
coërlcient  que  i'unité ,  on  fe  ferviroit  du  fécond  Problême 
pour  trouver  les  divifeurs  de  l'équation  feinte,  dans  lefquels 
l'inconnue  a  fût  linéaire.  Mais  comme  l'équation  feinte  qui 
fert  d'exemple  n'a  aucun  de  ces  divifeurs  dans  lefquels  ^foit 
linéaire ,  il  faut  trouver  les  divifeurs  dans  lefquels  a  foit  du 
iecond  degré. 

40.  Pour  les  trouver,  on  y  appliquera  la  méthode  du  cin- 
quième Problême  j  c'eft-à-dire,  fuppofant  que  la  formule 
x*  -4-  nxl ''*è-  pxx-\-  ^+^  =  0^  repréfente  cette  équation 
feinte, on  fuppofera n=  —  b  —  c  3  p  =  bb-+-  ibe,  q  =  —  tf 
—  bec  3  r  =  Vc. 

On  fubftituera  ces  valeurs  à  la  place  de  n3  f3  q3  r,  dans  la 
déduite  g6  —  $g  -+-  nqg*  —  qqg  ■+•  nqrgg  —  frrg  4-  r?  =  o  $ 
.— -  rg*  -- —  nn  rgs  —  rrgg 
■+•  iprg* 
,6c  elle  fera  changée  en  cette  autre  réduite, 

g  —  bbg    h-  b^ g       —  b6g*     -+-b7  cgg  —  b'ccg   •+■  b9/  =5  Q« 
—  ibeg  -+-  bbccg  —  bbc*<£  •+-  b'c'gg  ~-~  ib7fg 
**■  bc  V     -i-  b'cg*    ■■+-  ^  Vgg 

— fti 

Il  faudra  chercher  les  divifeurs  de  deux  dimenfîons  com- 
muns au  dernier  terme  h' V  de  cette  réduite,,  &  au  dernier 
terme  Bc  de  l'équation  feinte  :  ces  divifeurs  font  bb  3  bc.  Il 
faudra  enfuite  fubftituer  fucceflivement  •+•  bb  3  —  bb3-*~  bc 

Y  iij 
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. bc  à  la  place  de  g  dans  la  réduite  ,  &;  parcequ'on  trouve 

que  la  fnbftitution  de  -+-  bb  fait  détruire  toutes  les  quantitez 
de  la  réduite  par  des  lignes  contraires,  bb  eft  une  valeur, 
de  g,  c'eft-à-dire  g  =  bb. 

Il  faut  fubftituer  bb  au  lieu  de  g3  &  les  valeurs  de  72,  q  3  r9 
à  leur  place,  dans/=  nf^Zqrg  s  &  l'on  trouvera  /=  , —  c» 
Subftituant  ces  valeurs  de  fée  de  g  dans  xx  °+-fx  -4-  g  =  o5 
qui  eft  dans  cet  exemple  aa  -\-fa  -+-  g  =  o ,  on  la  changera, 
en  aa  —  ca  -+-  ^  =  o  ,  qui  eft  un  divifeur  exact  de  la  pro- 
pofée ^  le  quotient  eft  aa  —  ab-*-cd  =  o.  Ainfi  les  divifeurs, 
de  deux  dimeniîons  de  la  propofée  font  aa  — ac ;-+-  bb  3  aa 
— —  ab  -+-  cd. 

Comme  il  n'y  a  pas  d'autres  divifeurs  plus  compofez  à 
chercher  dans  notre  exemple ,  pour  avoir  tous  les  divifeurs 
du  dernier  terme  de  la  propofée,  il  n'y  a  qu'à  multiplier  ceux 
qu'on  a  trouvez  les  uns  par  les  autres,  èi  on  les  aura  tous.. 

Ce  qui  étoit  propofé. 

R    E     M    A    R    Q^  U    E. 

S  ï  le  dernier  terme  de  l'équation  feinte  du  dernier  terme 
de  la  propofée,  étoit  encore  fort  compofé,  on  feroit  de  ce. 
dernier  terme  de  l'équation  feinte ,.  une  féconde  équation: 
feinte,  &;  on  en  trouveroit  tous  les  divifeurs,  comme  on  les 
a  trouvé  de  la  première,  &:  ils  ferviroient  enfuite  à  trouver; 
tous  les  divifeurs  de  la  première  équation  feinte.. 

Cette  méthode  n'a  pas  befoin  de  démonftration  3  après 
celle  du  cinquième  Problême, 
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SECTION     IV. 

Ou  Von  explique  la  manière  de  refondre  les  équations 
qui  ont  toutes  leurs  racines  égales  y  ou  qui  en  ont  feu- 
lement quelques-unes  d  égales  &  commenfurables  5  & 
la  manière  d'abaijfer  a  un  moindre  degré  les  équations 
qui  ont  quelques-unes  de  leurs  racines  égales  (^  in-+ 
commenfurables ,  &  de  diminuer  le  nombre  de  leurs 
inconnues ,  lorfqu  elles  en  ont  plufîeurs. 

PROBLEME     VI. 

RES  O'ZJ  D  R  E  une  équation  compofée ,  dont  toutes  les  racines 
font  égales  S  cefi-a-dire ,  trouver  toutes  les  racines  égales. 

X  L  eft  évident  qu'il  fuffit  d'en  trouver  une  feule  3  pour  cela 
il  faut  prendre  la  racine  du  dernier  terme  de  la  propofée, 
dont  Pexpofant  foit  égal  à  celui  du  degré  de  la  propofée,  ôC 
elle  fera  la  racine  de  la  propofée. 

Par  exemple,  l'équation  x?  —  3 axx -4-  3 aax —  *'  =  o, 
contient  trois  racines  égales  j  pour  les  trouver,  il  faut  tirer 
la  racine  troisième  du  dernier  terme  a1,  ôc  l'on  aura  a  pour 
la  racine  de  la  propofée,  c'eft  à-dire  x=-a. 

De  même  fuppofé  qu'on  fçache  que  l'équation  x* —  4-x*fa 
m-  Gxx^J 4  — 4x^/8  -h  2  =  o,  a  toutes  fes  racines  égales, 
la  racine  quatrième  du  dernier  terme,  qui  efb  ^2,  eft  la  ra^ 
cine  de  la  propofée,  c'eft-à-dire  x  =  ^2. 

La  démonftratïon  eft  évidente,  fi  l'on  fait  reflexion  que  le 
dernier  terme  de  l'équation  eft  le  produit  de  toutes  les  racines. 

PROBLÈME     VIL 

LORS  QJJ*IZ  y  a  plu fieur s  racines  égales  pofitives  dans  une 
équation  compofée  quelconque }  les  trouver  lorfqu  elles  font  com- 
menfurables ,  &  abaiffer  P  équation  à  un  moindre  degré  3  lorfque 
les  racines  égales  font  incommenfurables. 

Méthode    générale. 


N  fuppofera  que  chaque  racine  égale  eft  repréfentée 
par  f3  ainfï  x  =  /,  x  — /==  o  j   8c  xx  —  ifx  -+-  ff^=-  o , 
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repréfente  une  équation  de  deux  racines  égales  j  x*  — ■  $fx&  - 

^  ^ffx p==ox  repréfente  une  équation  de  trois  racines 

égales  3  x*  —  ^fx^Gffxx  — 4-fx  ■*-/'*  s=  o  ,  en  repréfente  - 
une  de  quatre  racines  égales ,  6cc, 

20.  Il  faudra  divifer  la  formule  générale  des  équations- 
du  fécond  degré ,  du  troifiéme  3  du  quatrième ,  6cc.  par  xx 
^_  zfx  ->rff=:  o ,  lorfque  l'on  cherchera  deux  racines  éga- 
les -y  il  faudra  divifer  la  formule  du  troifiéme ,  quatrième 
degré ,  6cc.  par  x]  —  îficx-*-"$ffx  — P  =  °  r  lorsqu'on  cher-  - 
chera  trois  racines  égales  j  6c  ainfi  de  fuite.  Il  faudra  conti- 
nuer la  dïvifïon  jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  à  un  refte,  dans 
lequel  x  foit  moins  élevée  d'un  degré  que  dans  le  divifeur. 

30.  H  faudra  fuppofer  chacun  des  termes- de  ce  refte  égal 
à  zéro,  6c  y  mettre  l'inconnue  x  =/àla place  de/J 

Ces  équations  feront  les  formules  générales  propres  à  faire'" 
trouver  les  racines  égales  dans  chaque  degré ,  quand  elles  font 
commenfurables  ^  ou  à  abaifïer  l'équation  qui  aura  des  racines 
égales  àun  moindre  degré, quand  ellesfont  incommenfurables,  « 

Application  de  la  méthode  aux  équations  du  1%  f ,  4%, 
f  &  6  degré \  qui  ont  deux  racines  égales, 

Pour  le  fécond  degré. 

iQ.  1  L  faut  divifer  xx  ■+-  nx  -*-p  ===  o  ,  par  xx  —  ifx  *\-ff 
=  0  3  6c  l'on  aura  le  refte  -+«  nx-*-  zfx-¥-p — ff3  où  x  eft 
d'un  degré  moins  élevée  que  dans  le  divifeur. 

20.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à  zero? 
êc Ton  aura  if-\-  n  ==  o  ,  — ff^-p  =a  o  ;  il  faut  fubftituer 
dans  ces  équations  *=/,  à  la  place  de  f}  6c  l'on  aura  zx 
-*-M  =  o,  —  xx~\- p  =■  o  j  ce  qui  donne  immédiatement 
la  valeur  de  x  dans  le  fécond  degré  :  car  x  =?  —  ~}  ou  bien 
encore  xx=p3  d'où  l'on  déduit  x  =  Vp. 

J?our  le  troijîème  degré.  ■ 

i°.  O  N  divifera  x*  •+-  nxx  •+-  px  -4-  q  =  o  ,  par  xx  —  ifis 
^-ff=.  o3  jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  au  refte  -j-^x-i-  infx 
+  lffx,-*-q  —  nff—  if. 

20.  On  fuppofera  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à  zero^ 
&  après  avoir  mis  dans  les  deux  équations  qui  en  naîtront, 
x  à  la  place  de  /,  l'on  aura  $xx  ■+•  inx  -*■?  =  ° ,  6c  —  ix* 
—  nxx-t-q^o.  Pour, 
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Pour  le  quatrième  degré. 

3Sf  trouvera  par  une  femblable  opération  ces  deux  for-? 
mules  h-  4*3  -H  3  nxx  ■**■  ifx  -¥•  q  sas  o ,  6c  —  3  a;4  —  2#a;5  —^#4 
«4-r  =  o. 

.Aw  /?  cinquième  degré. 

ON  trouvera  5x*h-4»a;,-h  3/wa; -4-2 ^a; -h r=a=:  o,  6c  — 4^ 
—_.  3  t^4  _  i£x*  —  ^ATA?  •+•  i  =  o. 

Pour  le  Jïxième  degré*- 

On  trouvera  ces  deux  formules  6a:5 -h  <;iix*-fr 4jPa;*-4-  3^a;a; 
h-  2-rA;  +i=o,   6c  —  jxe  — *-  4»*'  —  3^*  —  2^  —  pata; 

Application  de  la  méthode  aux'  équations  qui  ont  trois 
-     racines  égales. 

Pour  le  troi/ïéme  deqrè. 
L  faut  divifer  x*  -4-  nxx  +.px  -k-q  —  o  r  par  *  —  $fxx 

"+"  3//*  —  /*  ==  °  >■  &  ^e   re^e  "+"  wx*     H-^#     •+■  qz=o  , 

■4-  3/xx  -—  îffx+f 
contenant  atat  ,,  qui  eft  moins  élevée  d'un  degré  que  '  x*  dans 
Je  divifeur  j  on  fnppofera  chacun  dés  termes  de  ce  refte  égal 
à  zéro ,  6c  l'on  y  fubftituera  x  à  la  place  de  f;  ce  qui  don- 
nera les  trois  formules  fuivantes  yx  -h  n  =  o  ,  —  ixx  -*r  £ 


o , .  -»*•  a: -  •+- #  =a  o. 


i?#&r  Z?  quatrième  degré. 

C3n  trouvera  par  une  femblable  opération  en  divifant  x*' 
-i-tza^,  6cc.  par  x  —  "hfxx 3  6cc.  le  refte  -4-  Gffxx  -^  infxx 
-k-fxx—±%px  —  $nffx -*-qx -*-$/*-&■  nf^-Jt-r^o-,  on  fup- 
pofera  chaque  terme  égal  à  zéro  y  êc  après  avoir  fubftitué 
x  =±fè£  la  place  de/",,  on  aura  les  trois  formules  fuivantes  5 
4-  6xat-4-  3?2Ar«+-^  =  O  ,  —  8#J —  3  Mata;  •+-  q  5=s=  O  ,  H-  3^ 
«4-  «a:3  -h  r=  O. 

Ptf^r  /$  cinquième  degré, 
N-  divifant  x5  -4- -nx\  6cc.  par  a:3 — ■  }fxx>&CC  on  trouvera 
le  refte  -4-*  voPxx  —  1  5/* x  -+-  6/y 
•+•  6nffxx  — ■  %nPx  =4-  3  nf* 
.+.  3j0&*   _  3i^r  -H  #* 
«4-  ^ata;       -*•   rx        -h  S 
Tome  II-  % 


ï7£  Analyse   démontrée. 

dont  on  fuppofera  chaque  terme  égal  à  zéro ,  &  on 
tuera  x  =/à  la  place  de  /  dans  les  trois  équations  qui  ea 
viendront  $  ce  qui  donnera  les  trois  formules  fuivantes, 
i  ox  •+•  6nxx  -t-  $px    •+•  q  =  o. 
_  i  ^x* —  %nx*  —  $f>xx  -*•  r  ==  o 

.Pour  le  fixiéme  degré. 

£tt  divifant x6+  nx,Mc  par  *'—  3/**,:&c.  Ofâ  trouvera 
le  refte-t-15/V*;  —  24/^  .+  10/' 

~h  ionfxx  —  1  5«/4a:  -*rdnf 

c+-  (>pffxx     ■ —  S/*/1*     -H  3//* 

"%-rxx         .H-  .ta;  -«+■  * 

©n  fuppofera  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à  zéro  ;  &  après 
avoir  fubftitué  x  —f,  à  la  place  de  /jdans  les  trois  équations 
qui  en  viendront ,  on  aura  les  trois  formules  fuivantes  „ 
15  a;4  «+•  1  onx3  •+•  dpxx  •+-  3  qx    -v-r  =  o. 
~—  24^  —  1  $nx* — 8/>a;j  —  3  ^ata;  +  j=so 
.!+•  1  oat"  ^r  dnx     °H  3/w4  4-  ^a;s    --*-  *  =  o 

A   V    E    R    T    I  S    S    E    M    E    N    T. 

C3  N  trouvera  par  de  femblables  opérations ,  en  divifant  les 
formules  générales  x*  ■+-  nx\  &c.  a;5 -h  «a;4,  ôcc.  at6-h?2a:s,  &c. 
par  x"  —  4/V  4-  ô^xa;  —  4/"**  -h  /"*  =  o,  les  formules  pour 
trouver  les  quatre  racines  égales  des  équations  du  4%  5% 
&  6  e  degré  3  6c  ainfi  de  fuite0 

On  pdurroit  trouver  les  mêmes  formules,  fi  on  élevoit 
l'équation  qui  repréfente  les  racines  égales  au  degré  de  la 
propofée ,  en  la  multipliant  par  une  autre  équation  indéter- 
minée, &l  comparant  enfuite  les  termes  de  ce  produit  avec 
ceux  de  la  formule  générale  du  même  degré. 

Remarque  fur  les  formules  qui  doivent  fervir  à  trouver 
les  racines  égales  d'une  équation. 

73.  JL/Es  deux  formules  qu'on  a  trouvées  dans  chaque  degré 
pour  découvrir  les  racines  égales,  lorfqu'il  y  en  a  deux  dans 
une  équation,  ne  font  chacune  que  l'équation  même  dont 
les  termes  font  multipliez  de  fuite  par  les  termes  d'une  pro- 
grcffion  arithmétique,  qui  va  en  diminuant,  le  premier  terme 
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■'de  Téquation  par  le  premier  de  la  progreffion  ,  le  fécond  par 
le  fécond ,  &  ainft  de  fuite. 

Le  premier  terme  de  la  progreffion  arithmétique,  qui  fait 
trouver  la  première  formule  dans  chaque  degré ,  eft  tou- 
jours égal  à  Pexpofant  de  la  puiflance  de  l'inconnue  dans 
Je  premier  terme  5  dans  le  fécond  degré ,  où  l'expofant  de 
la  puiflance  xx  dans  le  premier  terme  eft  2  ,  le  premier  terme 
de  la  progreffion  arithmétique  eft  2  j  dans  le  3e  degré,  c'eft  3  5 
dans  le  4%  c'eft  4  j  &  ainfi  de  fuite  :  d'où  Ton  voit  que  chaque 
terme  de  la  progreffion  arithmétique  ,  qui  fait  trouver  la 
première  formule ,  eft  égal  à  l'expofant  de  la  puifTance  de 
l'inconnue  x3  dans  le  terme  de  l'équation  qu'il  doit  multi- 
plier, &  que  zéro  fe  trouve  fous  le  dernier  terme.  Ainfi  dans 
Je.  fécond  degré,  la  progreffion: arithmétique  pour  trouver 
la  première  formule,  eft  2,  1,  oj  dans  le  3e  degré,  3,  2, 1,  o  $ 
dans  le  4e  degré,  4,3 ,2,  1,  o«  &:  ainfl  de  fuite. 

La  progreffion  arithmétique  qui  fait  trouver  la  féconde 
formule,  eft  dans  le  fécond  degré  — >  1,  o ,  ,4-  1 3  dans  le  3e 
degré,— =2, — 1,  o,  4-  1  5  dans  le 4%  —  3,-2, — - 1,  0,4-1 5 
dans  le  5% — -4^  — 3 ,  — 2 ,  —  1,0,  +i5  dansle  6e,  —  5, 

-— 4v — 3,—  -1,—  1,  o,H-ii 

Les  trois  formules  qu'on  a  trouvées  pour  découvrir  les 
racines  égales  des  équations ,  lorfqu'il  y  en  a  trois ,  font  auffi 
les  termes  de  l'équation  même  de  chaque  degré,  multipliez 
de  fuice  par  les  termes  du  produit  de  deux  progreffions 
arithmétiques.  Pour  la  première  formule  du  3e  degré  ,  les 
deux  progreffions  font   3,  2,  i3       o. 


Leur  produit  eft'  6,   2,0,       o. 

Divifant  chaque  terme  par  2  ,  Ton  a  3  ,  1,0,  o. 

Pour  la  féconde  formule  du  3e  degré ,  les  deux  progreffions 
arithmétiques  font        3  ,  2  , ,      1 ,       o. 

Leur  produit  eft     —  3,  0,4-  1,       o. 

Pour  la  troilîéme  formule  du  y  degré,  les  deux  progreffions 
arithmétiques  font       2,  1 3      o,—  1. 

I,Q,  1,-—  -2. 

-Leur  produit  eft  2,  o,       0,4-2. 

Divifant  chaque  terme  par  2 ,  Ton  a  1,0,0^1. 
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Pour  la  première  formule  du  4e  degré ,  les  deux:  progrès 
fions  arithmétiques  font  4,  3,  2,  1,       0. 

3.7  2>   !j  °)~i' 
Leur  produit  eft  12^6,  2,  o,       o, 

Divifant  chaque  terme  par  2,  Ton  a  6,  3, 1,  o,  o; 

Pour  la  féconde  formule  du  4e  degré,  les  deux  progreC: 
lions  font  .4 ,      3 ,  2 ,      1 9      o,, 

—  2,  r—  i ,  0,4-  1,  4-  2. 

Leur  produit  effc         —  8,  — -  3,   o,  4- 1 ,      .0. 

Pour  la  troisième  formule  du  4e  degré  5  les  deux  progreC 
lions  font  3  ,  2  ,  /i  ,9       9  y  irr  ï> 

2,  1,  o,  ■—  i,  —  2. 

Leur  produit  effc  6,2,0,       o,  4-  %. 

Divifant  chaque  terme  par  2 ,  l'on  as,  1,0,0,  1. 

Pour  la  première  formule  du  5e  degré,  les  deux  progreC 
fions  font  .5,  4,  3,  2,  1  o. 

4>  3,  *>  ■!,  0,-1.     , 
Leur  produit  eft  20,  12,  6,    2,  o,     '  o. 

Divifant  chaque  terme  par  2,  l'on  a  10,  6,  3,  1,  o,  o: 

Pour  la  féconde  formule  du  je  degré,  les  deux  progreG 
fions  font  5,       4,       3,  2,      1,     o. 

^3)-^  ri,  o,  H- i?4-i. 

Leur  produit  eft  — 15,  - —  8  ,  ^ —  3 ,  o,  -t-  1 ,     o. 

Pour  la  troiiîéme  formule  du  5e  degré,  les  deux  progreC 

fions  font  4 ,  3  ,   2 ,   1 ,       o ,  —  1 . 

3>  2>   1,  °,--  i,  —  2. 

Leur  produit  eft  1?,  é,   1,   o,       o,  4-  2. 

Divifant  chaque  terme  par  2 ,  Ton  a  6 ,  3  ,  1 ,  o,  o,   r  : 
Pour  la  première  formule  du  6e degré,  les  deux  progrès 

fions  font  6,    5»  4,  3,  2,   1,       o. 

5»    4;    3>  *,   ',   o»  —  *♦ 
Leur  produit  eft  30,  20,  12,  6,  2,  o,      ô". 

Divifant  chaque  terme  par  2  ,  l'on  a  1  5,  10,  6,  3,  1,  o,  o; 

Pour  la  féconde  formule  du  6e  degré ,  les  deux  progref- 
fions  font  6,       5,       4,       3,  2,      1,     o. 

°—4,— -3,-- ■  *>—  *)  o, -H  1,-4-2. 

Leur  produit  eft         -—24,— 15^  —  8,  —  3,   o,4-i>     o, 
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Pour  la  troilïéme  formule  du  6e  degré,  les  deux  progref* 
lions  fonc  5,4,3,2,1,       o,  —  is 

4>  3>  *>   J?  °>  —  1,  —  *• 
Leur  produit  eft       20,  12,  6,   2,   o,       o,  -h  2. 

Divifant  chaque  terme  par  2 ,  l'on  a  10,  6,  3,  1,0,  o,  r." 

S'il  y  avoit  quatre  racines  égales ,  on  trouveroit  quatre 
formules  pour  les  découvrir  dans  chaque  degré ,  dont  cha- 
cune feroit  le  produit  des  termes  de  l'équation  propofée,  par; 
les  termes  du  produit  de  trois  progrefïïons  arithmétiques. 

S'il  y  avoit  cinq  racines  égales ,  on  trouveroit  cinq  for-.' 
mules  pour  les  découvrir  dans  chaque  degré  3  chacune  de 
ces  formules  feroit  le  produit  des  termes  de  l'équation ,  par 
les  termes  du  produit  de  quatre  progrefïïons  arithmétiques  a 
&  ainfi  de  fuite.  Il  eft  facile  de  les  trouver  par  la  méthode* 

application  de  la  méthode  à  des  exemples j  c'efl-d-dire  3  au& 
équations  particulières  qui  ont  plusieurs  racines  égales,. 

Exemple      I. 

L/E  QJï  ation  x^'.vAf  —  9#-f-5£*g!Q,  a  deux  racines 
égales  3  pour  les  trouver,  il  n'y  a  qu'à  fubftituer  dans  les  deux 
formules  du  troifîéme  degré ,  ixx~±-  inx-±-p  =  o  s  —  zxf 
—  nxx  ■+•  q  =  o ,  les  valeurs  de  n ,  p  3  q  >  ou  bien ,  ce  qui  eft 
plus  court ,  il  n'y  a  qu'à  multiplier  les  termes  de  la  propo, 
fée,  parles  termes  de  la  progreffîon  arithmétique,  3,  2,  1,  q  j 
ou  bien,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  multiplier  chaque  terme 
de  la  propofée  par  le  nombre  qui  eft  l'expofant  du  degré  où. 
l'inconnue  x  eft  élevée  dans  ce  terme ,  èc  le  dernier  terme 
où  x  n'eft  point  par  zéro  3  &  l'on  aura  3 x3  ■+•  6xx  —  $x  =  o", 
qui  fe  réduit  à  $xx  -*-  6x — 9  =  0,  qui  peut  encore  être 
-divifée  par  3  ,  6c  l'on  aura  xx -*-  ix-—  3  =  o. 

Il  faut  enfuite  multiplier  les  termes  de  la  propofée  par  le* 
termes  delà  progreffîon  arithmétique  —  2,  —  i.vo,+  i! 
&:  l'on  aura  —  ix*  —  3  xx  -h  5  =  o. 

Pour  trouver  enfuite  la  racine  égale  de  la  propofée,  il 
n'y  a  qu'à  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
de  ces  trois  équations  3  feavoir  la  propofée  x*  •+•  $xx — yx 
4-  5  =  o ,  &  les  deux  autres  qu'on  vient  de  former  3  xx  -t-  ix 
—  3=0,  — -2*'— -  3 xx -+- 5  =  o  3  l'on  trouvera  que-»-  x 

Z  ii} 


»%'  Analyse    demontre'e, 

*M  =  6 ,'  ou  bien  x  —  i  =  o  ,  eft  ce  plus  grand  divifeur  com- 
mun 3  ainfi  jc  =  i ,  ôt  i  eft  la  racine  égale  qu'on  cherche» 

Exemple      II. 

Pour  trouver  les  racines  égales  de  x*  —  4^  •+-  3  ==  o\ 
qui  en  contient  deux,  on  multipliera  chaque  terme  par  Pex- 
pofant  de  x3  &  le  dernier  terme  par  zéro  j  &  l'on  aura  4%* 
■—  4*  =  o  ,  qui  fe  réduit  à  -4*'  —  4  =  o  •/  divifant  par  4 , 
Ton  aura  x*; —  ic=o5  d'où  l'on  déduit  #=  1  : ainfi  il  eft 
mutile  de  multiplier  la  proposée  par  l'autre  progeffion  arith- 
métique —  3,  —  2,  —  i,o,  +  i,  puifque  la  racine  qu'on 
cherche  eft  x  =  1 5  &  l'on  trouvera  que  x  — 1  =  o,  eft  un 
divifeur  commun  de  la  propofée,  6c  de  x1  — 1=50, 

Exemple     III. 

1  Our  trouver  chacune  des  trois  racines  égales  que  con- 
tient l'équation  x* —  6xx-\-  8at —  3  =  o,  on  la  multipliera, 
par  les  termes  du  produit  des  deux  progreffions» 

4,  3,  2,  1,       o. 

3>  *,  *»  o,  — t. 

qui  eft     ...  ii,  6,  z,  o,      o, 

ou  plutôt  par  la  moitié  de  chaque  terme  de  ce  produit,  qui 
étant  divifé  par  2  ,  fe  réduit  à  6,  3,  1,  0/0  $  &  l'on  aura  6x+ 
—  6xx  =  o ,  qui  fe  réduit  à  xx  —  1=0,  d'où  l'on  déduit 
#=  r  ^  ainfi  1  eft  la  racine  égale  qu'on  cherche. 

Si  l'on  n'avoit  pas  trouvé  d'abord  la  racine  égale  qu'on 
cherche ,  on  auroit  multiplié  la  propofée  par  les  termes  du 
produit  des  deux  progreflions     4,       3,       2,       1,       o. 

—  z,  —  r,  — o,  -*-  1,  -h  2. 

—  8,-3,      o,  -t-  1,       o. 
te  enfuite  par  les  termes  du  produit  des  deux  autres  pro~ 
greffions            3,  2,  i,       o,  —  1. 

2,  1,  o,  —  1,  —  2. 

qui  eft  .  .  7     é,  2,  o,      o,  •+•  2. 
«u  plutôt  par  les  termes  de  la  moitié  de  ce  produit,  qui 
font  3,1,0,0,1. 
11  auroit  enfuite  falu  chercher  le  plus  grand  divifeur  conv 
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mun  de  la  propofée ,  6c  de  quelqu'une  des  trois  équations 
formées  par  le  produit  des  progreffions  arithmétiques  j  ou  ce 
qui  eft  quelquefois  plus  facile ,  il  auroit  falu  trouver  le  plus 
grand  divifèur  commun  de  deux  de  ces  trois  équations ,  èC 
il  auroit  falu  connoître  la  racine  qu'on  cherche. 

Dèmonfiration  du  fepiême  Problème. 

JtOur  rendre  cette  démonftration  plus  claire,  on  Tap* 
pliquera  à  un  exemple  du  troifiéme  degré.  On  fuppofe  que 
x%  -h  nxx  ■+-  fx  ■+•  q  =  o  ,  repréfente  une  équation  qui  a 
deux  racines  égales  pofitives  commenfurables ,  6c  que  xx 
—  2/^-1-^=0,  repréfente  l'équation  compofée  de  ces 
deux  racines  égales  5  ainfi /repréfente  chacune  de  ces  raci- 
nes égaies,  6c  x—f>  ou  Di£n  x — /==  o. 

10.  II.  eft  évident  que  quand  la  propofée  contient  deux 
racines  égales  commenfurables,  xx  —  ifx  -*-ff=  o,  divife 
la  propofée  fans  refte  $  par  confequent  le  refte  iffx  —  if* 

H-  znfx —  riff 

^rfx       H-  q 

eft  égal  à  zéro  5  êc  de  plus ,  chaque  terme  de  ce  refte  eft  égal 
à  zéro,  autrement  la divifion  ne  fe  feroit  pas  fans  refte,  con* 
tre  la  fuppofition. 

20.  Il  eft  donc  clair  que  fî  l'on  conçoit  la  grandeur  com- 
menfurable  que  repréfente  f3  mifè  à  la  place  de  /,  dans  les 
deux  équations  du  refte  {ff-±-  mf-hp  =  o,  —  ip  —  nff 
+  ^=:0)  ou,  ce.  qui  eft  la  même  chofe ,  $xx  -*-  mx  -**p 
=  0,  — ix*  — nxx •+•  q  =s  o  j  toutes  les  quantitez  de  cha- 
cune de  ces  équations  fe  détruiront  par  des  lignes  contrai- 
res :  Donc  x  moins  cette  grandeur,  eft  une  équation  linéaire 
qui  divife  exactement  l'une  Se  l'autre.  Par  la  fuppofîtion , 
cette  équation  linéaire  divife  aufîi  la  propofée  ^  par  confe- 
quent la  propofée  êc  ces  deux  équations  ont  un  divifèur  com- 
mun ,  qui  eft  une  équation  linéaire  faite  de  x ,  moins  la  gran- 
deur repréfentée  par  /=  o  :  Il  eft  donc  évident  qu'en  cher- 
chant le  divifèur  commun  de  la  propofée  6c  de  ces  deux  équa- 
tions, on  aura  la  racine  qu'on  cherche.  Ainfî  la  méthode  fait 
trouver  neceflairement  la  racine  égale  commenfurable  qu'on 
cherche.  Ce  qu  il  fallait  âèmontrer. 

Ce  même  raifonnementpeut  s'appliquer  à  tous  les  degrez, 
6c  à  toutes  les  racines  égales  que  peut  contenir  chaque  degré* 


ï  §4  Analyse     demontr  e'e; 

Corollaire. 


_  L  fuit  de  là  que  quand  on  ne  crouve  point  de  divifeur  Com^ 
ni  un,  la  racine  égale  eft  incommenfurable. 

Démonflration  du  cas  ou  les  racines  égales  font  incommenfurable  si 


(Uppose  que  x  •+- nx% ■+■  pxx -4- qx «4- r  =  o  ,  repréfènte 
une  équation  qui  a  deux  racines  égales  incommenfurabîes  5 
&  que  /*  repréfènte  chacune  de  ces  racines  égales  ^  l'on  aura 
x  — >/=:Oj  èc  xx  —  ifx  -+-ff=  o ,  repréfentera  l'équation 
compofée  de  ces  deux  racines  égales  ^  xi  —  $fxx  -4-3  ffx — f* 
z=  o ,  en  repréfentera  une  compofée  de  trois  racines  égales , 
&c.  Il  eft  évident  que  fi  la  grandeur  incommenfurable,  re- 
préfentée  par  f9  étoit  mife  à  fa  place  dans  xx  —  ifx  h-  ff 
=  0,  la  propofée  feroit  divifée  fans  refte  par  cette  équation 
ainfi  changée  j  par  confequent  le  refte  4/^  -h  $nffx  -4-  ipfiè 
^  <p  -—  3/^* —  i»/5  — pff"*-r>  feroit  égal  à  zéro ,  &  chaque 
terme  égal  à  zéro ,  puifqu'autrement  la  divifion  ne  feroit  pas 
ians  refte.  Si  donc  l'on  conçoit  que  la  grandeur  incommen- 
furable repréfentée  par  f9  eft  fubftituée  dans  4/î-t-3»/jf 
+  i;/*+f==ov&  — 3/*— 2«f»—^r=ffO}  ou,  ce 
qui  revient  au  même  ,  dans  ^.x  -4-  ynxx  «4-  ipx  -4-  q  =  o  a 
—  3  y- —  2«a;3  —  pxx  -4-  r  ===  o  x  il  eft  certain  que  les  quan- 
titez  de  chacune  de  ces  deux  équations  fe  détruiront  par 
des  lignes  oppofez  :  Les  deux  équations  repréfèntées  par  4** 
■4-  y.nxx  -4-  2^x  -h  q  =3  o ,  &  —  3  x4  —  2  »#J  — -  pxx  -4-  r  =  o . 
ont  donc  une  racine  commune,  quoiqu'elle  foit  incommen- 
furable,  laquelle  eft  auffi  une  racine  de  la  propofée. 

La  méthode  du  feptiéme  Problême  fait  donc  trouver^ 
quand  une  équation  a  des  racines  égales  incommenfurabîes, 
une  équation  abaifTéeàun  moindre  degré,  qui  a  néanmoins* 
pour  une  de  fes  racines,  une  des  racines  égales  de  la  propofée., 
Ce  quil  falloit  démontrer. 

Corollaire. 

CjTJ  a  n  D  il  y  a  deux  racines  égales  dans  une  équation,  on 
la  peut  abaifTer  à  une  équation  d'un  degré  moindre  que  la  pro- 
pofée -y  quand  il  y  en  a  trois,  on  la  peut  abaiiler  à  une  équatioa 
jnoindre  de  deux  dcgrez  que  la  propofée  b  &  ainfi  de  fuite. 

Avertissement. 
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ÂV    E    R    T    I    S    SE    M    E    NT; 

CJUand  les  racines  égales  étant  commenfurables ,  on 
abaiflè  l'équation  qui  les  contient,  en  la  divifant  par  l'équa- 
tion cempoiée  des  racines  égales,  il  eft  évident  que  Inéquation 
abaiftëe  contient  les  autres  racines  de  la  propolee  :  Mais 
quand  elles  font  incommensurables  ,  l'équation  abaiflée  a 
encore  la  racine  égale  qui  lui  eft  commune  avec  la  propo- 
fée  j  mais  il  ne  s'enfuifpas  qu'elle  contienne  les  autres  raci- 
nes de  la  propofée, 

\Autre  démonflration  de  l'ufagè  des  progreffions  arithmétiques  3 
pour  découvrir  les  racines  égales  des  équations  compo fées. 

A 

The  o  r  e  m  e. 

LO RS QVyU 2J E  équation  n'a  que  des  racines  égales pàfîtives-, 
fi  on  multiplie  de  fuite  fe s  termes  par  ceux  d'une  progreffïon 
arithmétique  quelconque  _,  le  produit  fera  une  équat i 071  qui  aura 
encore  toutes  les  racines  égales  de  la  première,  excepté  une  feule. 

Ainfi  lorfqu'une  équation  eft  compofée  dé  deux  racines 
égales  pofitives ,  le  produit  aura  encore  une  de  ces  racines  • 
Û  elle  eft  compofée  de  3  ,  le  produit  en  aura  1  j  fi  elle  l'eft 
de  4,  le  produit  en  aura  3  5  6c  ainli  de  fuite. 

D'où  il  fuit  que  quand  l'équation  eft  compofée  de  trois 
racines  égales ,  fi-  on  multiplie  de  fuite  fe  s  termes  par  ceux 
de  deux  progreffions  arithmétiques  quelconques  5  ou,  ce  qui 
eft  la  même  chofe,  par  les  termes  du  produit  de  deux  pro- 
greffions  arithmétiques  quelconques,  l'équation  qui  en  vien- 
dra aura  encore  une -des  racines  égales  de  la  première. 

Si  elle  eft  compofée  de  quatre  racines  égales,  &:  qu'on 
multiplie  de  fuite  Ces  termes  par  trois  progreflions  arithméti- 
ques quelconques,  ou  par  les  termes  de  leur  produit,  l'équa- 
tion qui  en  viendra  aura  encore  une  d^s  racines  égales  de  la 
première  5  &  ainfi  de  fuiter  - 

D   E  MO    N    S    T   R  A  T  I  ON. 

J7  Our  le  démontrer,  il  n'y  a  qu'A  prendre  les  équations 
xx  —  ifx  -*-ff=  o  ,  a:3—  yfxx  -+-  yffx  — /n=  o ,  &c.  qui 
repréfêntent  toutes  les  équations  compofées  de  deux,  de 
t'rois  racines  égales ,  Sic,  jk  multiplier  les  termes  de  fuite  da 
Tome  iï  A  a 


■i  S  G  Analyse     d  e  m  o ■  n  t  r  e*e; 

ces  équations  par  ceux  de  la  progreflion  arithmétique  a± 
a--hb3  a-hib,  a~*-}b3&c.  qui  repréfente  en  gênerai  tou- 
tes les  progreflions  arithmétiques  j.&  divifer  par  x- — /==o, 
l'équation  qui  viendra  du  produit  de  la  première  xx —  ifx 
4-//"=o.j  divifer  par  xx—  2/âth-/7===o,  celle  qui  viendra 
du  produit  de  la  féconde  x*  —  $fxx>  &c.  &  ainfî  de  fuite  .$ 
&  l'on  trouvera  que  la  divifion  fe  fera  exadement. 

Par  exemple,  fi  on  multiplie  .x*  — }fxx^r  $ffx — /*■»  q, 
par     ,.        .         .         .        ,.  <z,     a^-b  y  a-*-ib}  a-+-}b 

on  aura  le  produit     .    .,     .    axl — }afxx-*-}dffx~—ù/p=0:r$ 

—  3  bfxx  -+-6bffx  <—-  3  bfh 
divifant  ce  produit  par  xx^-ifx-i-ff—o,  on  trouvera  que 
Ja  .divifion  fe  fait  exadement,  ,&  que  le  quotient  exad  eft 

ax  —  af^-~  3  H" 

De  plus,  le  produit  eft  toujours  une  équation  j  car  ea 
fubftituant/à  la  place  de  x  dans  le  produit,  tous  les  termes 
fe  détruifent  par  des  fignes  oppofez. 

Si  on  multiplioit  les  termes  du  produit  parla  même  pro- 
greflion arithmétique  générale,  ou  par  quatre  des  termes  de 
cette  progreflion  pris  de  fuite ,  le  produit  qu'on  trouveroit^ 
(  qui  fèroitle  même  qu'on  auroit  trouvé  en  multipliant  d'a- 
bord l'équation  at*-—  }fxx ,  &c.  par  les  termes  du  produit 
des  deux  progreflïons,  terme  par  terme)  fe  pourrôit  divifer 
exadement  par  x  — /"==  o. 

Et  comme  les  formules  des  équations  des  racines  égales  font 
générales,  &  que  l'expreflion  delà  progreflion  arithmétique 
eft  auflî  générale ,  il  eft  évident  que  la  démonftration  eft  gé- 
nérale. 

C   O    R    O    L    L   A    I    R    E      I. 

O  I  tous  les  termes  d'une  équation  xx  —  ifx  ^-ff=  o} 

x*  —  }fxx  ~*-  ïffx  —  P  ===  °  î  &c  °iux  na  ç\ue  des  racines 
égales  ,  font  multipliez  par  une  même  grandeur  quelcon- 
que c ,  &:  qu'on  multiplie  les  termes  du  produit  cxx —  icfx 
-\-cff=zo^  par  les  termes  d'une  progreflion  arithmétique^ 
il  eft  évident  que  le  produit  qui  en  viendra,  fe  pourra  divifer 
exadement  par  le  même  divifeur  x — f=o. 


Théorème. 
Ne  équation  qui  contient  des  racines  égales,  &  des  ra- 
cines inégales,  peut  être  conçue  comme  étant  le  produit  de 


U 
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l'équation  compofée  des  feules  racines  égales ,  par  l'équation 
compofée  des  feules  racines  inégales.  Par  exemple,  une  équa- 
tion du  cinquième  degré  qui  contiendra  deux  racines  égales, 
de  trois  inégales ,  peut  être  conçu  comme  le  produit  de 
xx  —  ific -+-ff=  o ,  par  x'y -+■  nxx  -h  px  -+-  q  =  o. 

Ce  produit  peut  être  conçu  diftingué  en  quatre  parties, 
comme  on  le  voit  ici  : 


xx  —  ifx  -j-ff  X  xs    =  xs  —  zfx*-\-ffx>     Première  Partie. 

xx  —  %fx'-\-ff  X  nxx  =     -{-  nx*-    —  znfxi  ~\-  nffxx  Seconde  Partie, 

xx  —  zfx~\-ffX  px    =-  -fc-px*    — zpfxx^-pffx   Troifîéme. 

«-z/j+fXî       =-  S-qxx     — zqfx~\-qff    Quacr.  ■ 

a,  a*-\-b,  a^-zb,  a-\-$b,  a'-^-qb ,  a-\-  fb 

-Si  on  multiplie  les  termes  de  fuite  de  l'équation  du  cin- 
quième degré,  qui  ell  le  produit  des  deux  autres, parla  pro- 
grefîion  arithmétique  générale  a 3  a-\-b3  &c.  il  eft  évident 
que  les  trois  termes  de  la  première  partie  feront  multipliez 
par  les  trois  termes  a3  a  -h  b ,  a-±*  ib;  les  trois  termes  de  la 
féconde  partie,  par  a-^b3  a-t-zb^  a -+•  }b',  les  trois  termes 
de  la  troiiiéme,  par  a-\~ib 3-  a  ■+-  $b,  a ■+-  ^b ;  les  trois  ter- 
mes de  la  quatrième,-,  par  a  -+-  3^  3  a-%~4-b  3  a  -+-  $b. 

Il  eft  évident,  par  le  premier  Corollaire,  qu'après  ces  mul- 
tiplications ,  le'  produit  de  chaque  partie  pourra  fé  divifèr 
exa&ement  par  x- — f=o;  par  confequent  l'équation  en* 
tiere  fe  pourra  divifer  exactement  par  x-*-f==o, 

C    O    R    O    L    L    A    I    R    E       II, 

t><E  qu'on  vient  de  démontrer ,  fait  voir  clairement  que 
quand  une  équation  a  des  racines  égales,  &;  des  racines  iné- 
gales, fi  on  en  multiplie  les  termes  de  fuite  par  ceux  d'une 
progreflion  arithmétique  quelconque,  l'équation  qui  vien- 
dra du  produit  aura  encore- toutes  les  racines  égales  de  la 
première ,  excepté  une. 

On  prouvera  de  même  que  fi  une  équation  a  trois  raci- 
nes égales ,  avec  des  racines  inégales,  éc  qu'on  en  multiplie^ 
les  termes  par  ceux  de  deux  progreflions  arithmétiques  quel- 
conques, ou  par  les  termes  de  leur  produit,  l'équation  qui 
en  viendra  aura  encore  une  des  racines  égales  delà  première  5 
£c aiiïfi  des  autres  cas* 


1  88  A  N  A  L  Y  S  E      DE  M  O  N  T  R.  È?E. 

X/fage  des  progrejjîons  arithmétiques  ^  four  ré  foudre  les  équations 

qui  ont  des.,  racine 's  égales,  ou  pour  Je  s  abaijfer 

a  tin  moindre  degré. 

75'  QUan  d  par. la  nature  du  Problème  on  connaîtra  qu'une 
équation  compofée  a  des  .racines  égales,  fî  elle  en  a  deux, 
il  faut  multiplier  fes  termes  par  ceux  d'une  progreffion  arith.* 
metique  arbitraire:  On  pourra  encore  les  multiplier  par  les 
termes  d'une  autre  progreffion  j  les  équations  qui  viendront 
de  ces  multiplications  auront  une  racine  commune  entr'elles 
&  avec  la  propofée  ;  ainli  il  faudra  chercher  leur  commun 
divifeur ,  qu'on  trouvera  toujours  ii  la  racine  eft  commenfu- 
rable  :  &  fi  elle  eft  incommenfurable^il  y  aura  quelque  équa- 
tion parmi  celles  qu'on  a  trouvées ,  qui  fera  d'un  moindre 
degré,  &  qui  aura  encore  parmi  fes  racines ,  la  racine  égale 
de  la  propofée. 

S'il  y  avdit  dans  la  propofée  trois  racines  égales,  on  trou- 
veroit  des  équations  en  multipliant  les  termes  de  la  propofée 
par  ceux  de  deux  progreffions  arithmétiques  arbitraires,  qui 
auroient  encore  une  des  racines  égales  de  la  propofée. 

S'il  y  avoit  quatre  racines  égales,  il  faudrait  feiervir de 
trois  progreffions  arithmétiques  arbitraires  ;  &aïn{i  defuite. 

Il  faut  chofir  parmi  les  progreffions  arithmétiques ,  celles 
qui  donneront  une  équation  plus  facile  à  réfoudre. 

On  remarquera  que  quand  il  y  a  des  termes  évanouis  dans 
l'équation  qui  a  des  racines  égales,  comme  dans  l'équation 
x*  -s-  oxi -t-  oxx  —  4*  -+-  3  =  o ,  il  faut  remplir  par  des  zéros 
les  termes  évanouis ,  afin  qu'en  fe  fervant  de  la  grogreffion 
arithmétique,  on  y  puiiTe  diftinguer'les  termes  qui  doivent 
multiplier  ceux  de  la  propofée  qui  leur  répondent. 

application  de  la  méthode  précédente  a  des  exemples  de  Géomé- 
trie ;  c'ejl  à-dire  _,  à  des  équations  quon  trouve  en  ré fo Puant  des 
Problèmes  de  Géométrie , .dont  la  résolution  donne  la  réfolutiôn 
de  ces  Problèmes. 

Avertissement. 

J.  L  y  a  plufleurs  Problèmes  de  Géométrie  qu'on  réfaut  par 
cette  méthode  des  racines  égaies  $  car  la  réfolutiôn  de  plu- 
fieurs  Problêmes  dépend  fbu.vent.de  cequ'en  fuppofmtqu'une 
des  inconnues  de  l'équation  du  Problème  a  deux  oupluiieurs 
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valeurs  égales,  Ou  que  deux  inconnues  ont  deux  ou  plufîeurs 
valeurs  égales ,  il  arrive  qu'en  multipliant  les  termes  de  l'é- 
quation par  ceux  d'une  ou  de  plusieurs  progreffions  arithméti- 
ques ,  on  peut  par  le  moyen  des  équations  nouvelles  qui  en 
viennent,  déterminer  la  valeur  de  celle  des  inconnues  qui 
donne  la  réfolution  du  Problême  ,  ou  faire  évanouir  une  ou 
plufieurs  des  inconnues  de  l'équation  du  Problême  j  ce  qui 
donne  une  nouvelle  équation  qui  refout  le  Problème. 

Exemple      I, 

\J  N"  a  l'équation  x3  —  ayx^rf  =  0,  qui  exprime  un  Pro- 
hlême  de  Géométrie  ^  on  demande  la  valeur  de  x3  lorfque  x 
a  deux  valeurs  égales  dans  cette  équation. 

Il  faut  multiplier  les  termes  de  l'équation  par  ceux  de  la 
progreffion  3  ,  2  ,  1 ,  o ,  ou  chaque  terme  de  l'équation  par 
î'expofant  de  la  puifTance  de  x  dans  ce  terme. 

a;'  -4-  oxx  —  ayx  -H  y3  =  o. 

3  2-IQ 

$x*  — ayx  =0. 

L'on  trouve  l'équation  nouvelle  3^  —  ayx^^o^  ou  bien 

^xx  =  ay,  d'où  l'on  déduit  y  =  m,  de  y'  ===  %£  *  met- 
tant ces  valeurs  de  y3  y\  dans  la  propofée .,  elle  fe  change 
en  celle-ci ,  xl  —  ^xi  -+-  ^~-  =  o  5  ou  bien  27X3  —  2^=  o  y 
d'où  l'on  déduit  x=^^-  =  fa.f/i.  Ce  qui  étoit  propofé. 

On  trouvera  auffi  y  ==  ~  a^\ ,  en  mettant  la  valeur  de  x 
dansj/  =  Ç.. 

On  détermineroit  de  même  les  valeurs  de  x  &  de  y,  en 
multipliant  la  propofée  xi  —  ayx   -h  y    =  o5  parla  progrefc 

o    1     *  3 

—  iayx-\-  }y}  =  o  5 
lion  0,1,1/3,  car  l'on  auroit  la  nouvelle  équation  —  zayx 
~h  3jj/*==  o  ,  ou  bien  — •  zax  ■+-  $yy  =  o  :  en  fe  fervant  des 
deux  équations  $xx  —  ay=  o ,  & — ■  \âx  -4-  3//==  °  ■>  dans 
lelquelles  x  doit  avoir  une  même  valeur,  on  auroit  par  la 
première  xx  =  ^  h  &  par  la  féconde,  x.  =  ^\  donc  xx 

m ;g  =  f  j    d'où  l'on   déduit  f  =  ^ ;  6c  y  =  j-  * y/ 4 ? 

A  a  iij 
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fubftituant  cette  valeur   de  y  dans  x  =  ^  ,,  Ton  aura  x: 
s=j^y^i,  comme  on  l'avoitdéja  trouvé. 

Enfin  on  trouveroit  les  mêmes  valeurs  de  x  &:  de  y  par~ 
la  méthode  du  plus  grand  commun  divifeur  ^  car  puifque. 
la  propofée  xi  — ayx  -\-yi  =  0 ,.  &  chacune  des  deux  nou- 
velles équations  trouvées  par  le  moyen  de.  la  progreffion^ 
arithmétique ,  3 xx  —  ay=.  o ,..  —  tax  ■+■  $yy  =  -o ,  ont  une 
racine  commune  ,  on  doit  trouver  cette  racine  commune: 
en  cherchant  le  plus  grand  commun  divifeur  de  xi  —ayx 
*+-yî  =0,  èc  de  laquelle  on, voudra  des  deux  autres,  par 
exemple,  de  $xx  — ay  =  o,  jufqu'â  ce  qu'on  foit  arrivé. 
au  divifeur  —  zax  -+-  }yy  —  o,  dans  lequel  x  eft  linéaire ,, 
qui  fera  un  divifeur  exacl,  en  fuppofant  égal  à- zéro  lerefte 
qu'il  fait  trouver,.  2  -]yi — 4^3=o,  dans  lequel  x  n'efLplus  y 
car  l'équation  du  refte  donne  y  =  t^,  ouj/=|^^4-  &;. 
fubftituant  cette  valeur  dans  le  divifeur  où  x  eft  linéaire 


■ —  iax  -+-  3j/j=o,   l'on  trouve  x-  =  y  a^/i  , 
l'avoit  trouvé. 


comme  on; 


AVERTI    S    SE    ME    N    T. 

UN  &  mis  ces  trois  manières  de  déterminer  les  valeurs  dè- 
x&de  y,  lorfque  x  a  deux  racines  égales,, afin  d'en  faire- 
concevoir  le  raport.- 

Ri    E    M    A   R    Q_U    E. 

IL  faut  remarquer  qu'on  ne  peut  fuppofer  que  le  dernier 
divifeur  où  x  eft  linéaire ,  foit  un  divifeur  exa£t,  en  faifant  le 
refte  qui  ne  contient  plus  a:,,  égal  à  zéro,  que  quand  il  y  a 
une  ou  plusieurs  indéterminées  dans  ce  refte  $  car  s'il  n'y 
avoit  que  des  grandeurs  déterminées  dans  le  refte ,  on  ne 
pourroit  pas  les  fuppofer  toutes  enfemble  égales  à  zéro ,  à- 
moins  qu'elles  nefe  détruifiiTentpar  des  lignes  oppofez  :  mais 
quand  il  y  a  des  indéterminées  dans  le  refte,  elles  fe  déter- 
minent par  cette  fuppofition,  que  le  refte  eft  égal  à  zéro,  ou 
que  chacun  des  termes  du  refte  eft  égal  à  zéro  3  de  manière 
que  ]es  valeurs  des  indéterminées  trouvées  par  la  fuppofition 
du  refte  égal  à  zéro,  étant  fubftituées  à  leur  place  dans  la 
propofée ,  &  dans  le  divifeur  où  x  eft  linéaire  3  ce  divifeur 
ainfi  déterminé,  eft  necefTairement  un  divifeur  exact  de  la 
propofée. 
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XEMPLE       IL 


>Oit  l'équation ax — yy=o,  8cx=s — Vrr — tt — ity — yy; 
en  lubflituantla  valeur  de  x 3  prife  dans  la  féconde,  dans  ax 
<—yy  =  o,  après  avoir  ôcé  les  incommenfurables,  on  trou- 
vera l'équation  fuivante ,  y*  —  zasyy  *+-  zaaty  ■+•  aass  =as  o  j 

•+-  aayy  —  aarr 

-H  aatt 

on  fuppofe  que  x 3 y,  r,  font  des  inconnues,  &  que  a,  s 3  t9 

font  connues. 

i°.  Il  s'agit  d'abanTer  l'équation  précédente  j4 —  zasyy  3&c. 

-4-  aayy 
à  un  moindre  degré,  &;  de  trouver  les  valeurs  de  y  par  les 
ièules  grandeurs  connues,  en  fuppofant  que^  a  deux  valeurs 
égales  dans  l'équation  y*3  &c. 

Il  faut  multiplier  les  termes  de  l'équation,  chacun  par  l'ex* 
jpofant  de  la  puiffancé  de  y,  qui  eft  dans  ce  terme  y  c'eft-à- 
dire,  par  4,  3,2,1,0." 

y*  *  —  zasyy  «+■  zaaty  ■+-  aass  =  03 
-*-  aayy  — —  aarr 

4>    3,    *>  *>  o 

£c  Ton  aura vle  produit         4-/  —  fytsyy ■+■  zaaty  =  0, 

-+-  zaayy 
ou  bien   zy*  —  zasy  •+• aat=  o,  qui  eft  une  équation  du 

«+-  day 
troifiéme  degré  ,  par  laquelle  on  peut  déterminer  la  va- 
leur àç y  3  parcequ'elle  ne  contient  que  des  grandeurs  con- 
nues avec  l'inconnue  y  5  ainfi  l'on  a  trouvé  l'équation  pro- 
pofée. 

2°.  En  fuppofant  à  prefent  qu'il  n'y  a  dans  l'équation  préce- 
dente  y*  *  —  zasyy  •+•  zaaty  -t-  aass  =  o ,  que  la  grandeur  a. 
-è-  aayy  —aarr 

<-\-  aatt 
de  connue,  &:  que  toutes  les  autres  font  inconnues,  il  s'agit 
de  trouver  la  valeur  de  t3  qui  ne  contienne  d'inconnue  que  y3 
en  fuppofant  quej/  a  trois  valeurs  égales  dans  l'équation  pré- 
cédente. 


ici  Analyse   demontre'e. 

Il  faut  dans  ce  cas  multiplier  l'équation  propofée  par  1er 
termes  des  deux  pro-  y**  zasyy-t-  iaaty  •+•  aœss  =  o>>- 
grefïions  arithmétiques.  ~\raayy  — aarr 

ici  marquées ,  -h  aatt 

4  >  3  ,  *  >         i ,  © , 

2  ,      I  *    O  .    I  ,         2 ■■ , 


êi  Ton  aura  le  produit     8y4.  — x^^/j/  =  o^ 

qui  fe  réduit  à  4p*-.-r-  aat==  o-^ d'où  l'on  déduit  *,=  ^. 
Ce  qui  étoit  propofé. 

3°.  En  fuppofant  que  toutes  les  lettres  de  la  même  équa- 
tion font  des  inconnues,  excepté  la  grandeur  a3  &  que  y  a- 
trois  valeurs  égales  3  il  faut  trouver  une  équation  qui  ne  con- 
tienne, pour  inconnues  que  j  Ôt  t3  &  que  toutes  les  autres 
inconnues  ne  s'y  trouvent  point. 

Il  faut  multiplier  l'équation  j/+  * —  zasyy-^  iaaty->raass 

-h  aayy:  — aarr 

s=a  o ,  par  les  termes  des  deux  ,  h-  aatt 

progrefîions  arithmétiques  ici  4,   3  , .  1:, ,  r,  o,. 

marquées,  o,   1,    2,  3,  4,,. 

&  l'on  trouvera  l'équation      o,   — %asyy  -h  6aaty  =  o8 

■4-  4^^jJ/j}/ 

qui  fe   réduit  à  — 4^4-3^*  =  o  j    d'où  l'on  déduit-' 

-4-  iaay 
0.  =  ~--v—  =  r-1-^  ;  fuppofant  >  pour  abréger  le  calcul  ' 
4J — ia  =  4.V 5  c'eft-à-dire,  /  —  -|  ^  =  ^  3  l'on  aura 
j/  =  J^.  =  g  3 I  d'où  l'on  déduira  /  =  ^  3  mettant 
cette  valeur  de  y  dans  4^'  —  aat  =  o\  qu'on  a  trouvée 
dans  le  fécond  article,  l'on  aura  X10-  —  aat  —  o,  qui  fe 
réduit  à  27^2* —  i6i;3=;o,  qui  efr.  l'équation  qu'on  cher-"- 
choit,  car  en  mettant  s  ■ —  \a-=.v 3  à  la  place  de  v  dans  ' 
xjatt  —  1 6v*  =  o ,  l'on  aura  27*/?  — 1 6j34-  24^  — 12^^ 

H-  2^}  =:  o. 

On  trouveroit  cette  même  équation  en  cherchant  le  plus 
grand  divifeur  commun  des  deux  équations  4J/3 — aat  =  o,. 
6c  —  à^asy  •+■  zaay  -4-  3  aat  =  o ,  trouvées  par  les  progreffions 
arithmétiques ,  &  continuant  la  recherche  jufqû'à  ce  que  l'in- 
connue y  ne  fût  plus  dans  le  relie  3  car  on  trouveroit  le  rcite 
yjatt —  ifo'-i-  24^/;  —  naas  •+■  2^=5=0. 

ANALYSE 
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SECTION     I. 

De  la,  réfolution  des  équations  du  fécond  degré*     \ 

Avertissement, 

C_)  N  a  déjà  donné  deux  manières  de  réfoudre  les  équa- 
tions du  fécond  degré  *  3  mais  on  a  remis  le  détail  de  tout     *  &} 
ce  qui  regarde  ces  équations  à  cet  endroit,  qui  en  eft  le  lieu  &  4.1. 
propre  -.  c'eft  pourquoi  on  va  expliquer  ici  une  méthode  ce-    Remarque 

r      r,     \  r         >        ,  . r      * ,  ,  .    °       du  premier 

nerale  de  trouver  les  deux  racines  de  toutes  ces  équations ,  exempite 
Se  on  l'appliquera  à  tous  les  cas  poffibles. 

On  fuppofe  dans  ce  cinquième  Livre,  que  les  équations 
font  fans  fractions  Se  uns  incommenfurables. 

PROBLEME     I. 

6.    T ROI) VER  les  deux  racines  de  toute  équation  du  fécond 
degré. 

Méthode    G  e  n  e  r  a  x  e; 

N  fuppofera  que  l'équation  générale  xx-\-nx-\-p±zzol 
repréfente  toutes  les  équations  du  fécond  degré  ^  de 
manière  (  comme  on  l'a  déjà  dit  plusieurs  fois  )  que  -*-  n  repré^ 
Tome  I.  Bb 


i94  Analyse     demontu'e, 

fente  le  coëficienc  du  fécond  terme  avec  fon  figne  ,'&  zero'2> 
ii  le  fécond  terme  eft  évanoui  -,  8c  -+-p  représente  le  dernier 
terme  avecfon  figne:  Ce  qu'il  faudra  toujours  entendre  dans 
Je  3e,  4e  degré,  &c.  On  fuppofera  enfuite  que  l'équation  li- 
néaire x  — f-\-g  =  o  ,  repréfente  par  fes  indéterminées/^  g> 
celle  des  deux  équations  linéaires  qui  contient  la  première 
racine  :  Ainfi -t-/ — g  repréfente  la  première' racine. 

Pour  trouver  cette  première  racine  Se  la  féconde,  on  fe 
fervira  de  laquelle  on  voudra  des  deux  méthodes  fuivantes.. 

i°.  On  fuppofera  que  la  féconde  équation  linéaire  e(\x—f 
—  g  =  o  3  on  multipliera  x  — /-H  g  =  o ,  par  x  — / —  g 
=  o ,  8e  on  comparera  chaque  terme  du  produit  xx  —  ifx 
+.ff=z  o  j  excepté  le  premier  terme,  avec  le  terme  corref- 

pondant  de  l'équation  générale  xx  -v-  nx^r  p=  o  y  ce  qui 
donnera  ces  deux  équations  particulières  — zf=n^-hff 

i-gg—n-.^  d'où  l'on  déduira  /=  -—  £r  &  g  =  V^—p  i 
mettant  ces  valeurs  dé  f  de  de  g  dans  les  deux  équations- 
linéaires  indéterminées  x  — /-+- g  =  o  ,  x  — / — g  =  0,. 
elles  feront  changées ,  la  première  en  x  ■+•  f-rt-VÇ  — p  =  o  y: 
la  féconde  en  x  -t-  f  —  \/?4-  — p  =  o. 

Ainfl  la  formule  générale  de  la  première  racine  fera  x  = 
—.2- — V  —  — pb  la  formule  générale  delà  féconde  racine 
fera  x  =  — n--i-V^—p. 

10.  Ou  bien  on  divifera  l'équation  générale  xx  -H  nx  -+-  £- 
:=  o ,  par  l'équation  linéaire  indéterminée  x  — /"-*-  g  ==  o  3, 
êc  continuant  la  divifton  jufqu'à  ce  que  x  ne  foit  plus  dans 
le  refte,  on  trouvera  le  refte  gg  — ng  -+- p  =  o,  de  le 

quotient  *-*-#  =  o  :  En  fuppofant  ce  refte  égal  à  zéro,  6c 

— g 
fon  fécond  terme  auiTi  égal  à  zéro,  l'équation  indéterminée 

x — /+g  =  o,  fera  un  divifeur  exact  de  la  propofée3  &  lç 

quotient  x  •+-  n  =  o  fera  exact, 

s 
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Or  par  la  fuppofîtion  de  ce  refte  égal  à  zéro ,  l'on  a  deux 

équations  particulières  3  fçavoir  la  première  2/=  —  n  ;  d'où. 

l'on   déduit  f^=>  —  £  3  la  féconde  gg*  -+-^>  =  o  ,  dans 

-hnf 

+  ff 
laquelle    fubftituant  —  f  à  la  place  de  f,  l'on  trouve  gg 

nJ±-+-p  —  oy  d'où  l'on  déduit  g  ==v"^ —  /5  fubftituant 

ces  valeurs  <lans  le  divifeur  x — /-+-g  =  o  ,  &:  dans  le  quo- 
tient x  -4-  n  •+• / —  g  =  o,  l'on  trouve  pour  le  divifeur 
x  ^_  i  +  y/*IZZJ  =  o,  6c  pour  le  quotient  x  +  f  —  V ^-  — £ 


Ainfi  la  formule  générale  de  la  première  racine  fera  x  é=s 

—  1  n  — y/y  —  ç  J  &  la  formule  générale  de  la  féconde 
fera  *  =  —  -|  0-4-  /^  — /. 

^Application  des  formules  de  la  rèfolution  générale  aux  èquationi 
particulières  du  fécond  degré. 

Exemple     I. 

S  O  1 T  Féquation  xx  —  ab  =  o ,  dont  il  faut  trouver  les 
deux  racines. 

Pour  appliquer  l'équation  générale  a:x+«+^  =  o,  i 
cette  équation  particulière,  dont  le  fécond  terme  eft  éva- 
noui ,  l'on  fuppofera  72  =  0,  -4-f  =  —  ab  5  ainfi  dans  les 
deux  formules  des  racines  on  iuppofera  n  =  o  ,  &c  -+-J?  =s 

—  ab.  Subftituant  donc  —  ab  au  lieu  de  -4-^  dans  les  deux 
formules  générales  des  racines,  la  première  racine  de  la  pro- 

pofée  fera  x  =  —  \  n  —  V^  —  p  =  —Vab  5  la  féconde 
fera  x  =  —  \n  -4-  Vn^- — f  =  -4-  Vab.  Ce  quilfaloit  trouver. 
Exemple       IL 

I  Our  trouver  les  deux  racines  de  l'équation  xx — ibx 
«4-  ce  ==  o  ,  on  fuppofera  -4-  n  =  —  tb >  6c  •*-$  =  -h  ce,  011 
fubftituera  dans  les  deux  formulés  des  racines  les  grandeurs 
repréfentées  par  n3  p,  &  la  première  racine  de  la  propofée 
fera  x  ==. —  \  n  —  Vn-~  — p=  -+-  b  —  V bb  —  ce;   &  la 

féconde  fera  x  =  — :]»+V?  —  f  =  -4-  £  -+-  v^  —  fô 
CV  tf#'/'j  faloit  trouver, 

-  Bbij 


ï  5>,6  Analyse     demontk  e'es- 

Exemple      III.. 

POur  trouver  les  racines  de  xx •+>  rx —  r  =  o,  on  fup— 
pofera -*-#==-+-  i,  &-*-/>  = —  2  j  on  fubftituera  ces  valeurs 
àen3p3  à  leur  place  dans  les  formules  des  racines,  &la  pre- 
mière racine  fera  x  ===  — -f  n  —  V.^ — £  =:—  I  —  \/i+  i- 
:=  —  i  —  \/^==  —  2.    La  féconde  racine  fera  x  =  —  i-  # 

-+-  V\*  —  j)  == .  —  \  ■+■  V$  ■+■'  2  = — t-*-  v'f^-Ki  i  aîâG'i 
l'une  des  racines  de. la  propofée  eft  la  poiîtive  #  =  -+- 1 ,  ôc: 
l'autre  eft  la  négative  x  ==  —  2.  CV  ^«/  ètoit  fropofê. 

E  x    e  .  m   p   l    e      I  V  : 
I?  O  u  R  trouver  les  deux  racines  de  .l'équation  xx~* — 2x4-5" 
=  0,  on  fuppofera  z?=== — 2,  -4-£  =  -+-3  ;  on  fubftituera* 
ces  valeurs  de  n3  p3  à  leurs  places  dans  les  formules  générales 

des  racines ,  &  là-  première  fera  x  = 1  72  — v^ —  p 

*—  4-  1  —  \/ 1  —  3  =+1  —  V  —  2  j  la  féconde  fera  x  =? 

Lfi^y/^ p  =-f-  I  4-  Y7  I  —  3   =  •+-  I  -H  V 23  d'où.; 

l'on  voit  que  les  deux  racinesdela  propofée  font  imaginaires. 
Dêmonftration-  dw premier  Problème. 

*77."  L'E qu  AT  ion  linéaire,  dont  x  eft  l'inconnue ,  qui  divifé 
exactement  une. équation  du  fécond  degré,  repréfentée  par 
l'équation  générale  xx  -+•  n  x  ■+-/==  o  ,  contient  une  de  (es 
racines  ,  6c  le  quotient  exact  contient  l'autre ,  par  la  nature 
tié&n.  des  -équations.*  Or  l'équation  linéaire  que  l'on  trouve  par 
la  méthode  du  premier  Problême,  divife  exactement  l'équa- 
tion générale  du  fécond  degré,  puifque le  refte  delà  divifion 
eft  égal  à  zéro,  ôc  que  ce  n'eft  que  par  cette  fuppofîtiori 
qu'elle  eft  déterminée  ;  ôcle  quotient  eft  aufîî  exact  :  l'équa- 
tion linéaire  qu'on  trouve  par  la  méthode ,  contient  donc 
une  racine  de  l'équation  générale  du  fécond  degré ,  &  le 
quotient  contient  l'autre^  l'on  a  donc  par  la  méthode  les 
formules  générales  des  deux  racines  de  toute  équation  du 
fécond  degré.  Ce  qu'il  faloit  démontrer. 

R    E    M    A    H   Q^U    ES. 
I. 

78.  LOrsoue  le  fécond  terme  eft  évanoui ,  &  qu'il  y  a 4-# 
comme  dans  l'équation  #*  4-^  =  0,  les  deux  racines  fons 
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imaginaires,  puifque  la  première  eft  #=  —  V'  —  p',  &  la 
féconde,  x=  4- >/ — ^. • 

I  £ 

Eorfqu'il  y  a  =^j?  dans  une  équation  du  fécond   degré, - 
&  que  p  furpafFe  le  quarré  de  la  moitié  de  n~  c'eft-à.dire, 
lorfque  p  furpaiFe^-»»,  les  deux  racines  font  encore  îmagv 
naires,  puifque  y/  ~nn — p  e(l  la  racine  d'une  grandeur  né- 


gative. 


III. 

Lorfqu'iï  y  a  — ~p  dans  une  équation  du  fécond  degré ,  les 
racines  font  toujours  réelles  j  car  alors  la  grandeur  ±  nn-t-p^ 
qui  eft  fous  le  fîgne  radical,  eft  toujours  pofîtive. 

Il  fuit  de  la  féconde  &;  troifîéme  remarque,  qu'il  ne  peut 
y;  avoir  de  racines  imaginaires  dans  une  équation  du  fécond 
degré  qui  a  tous  fes  termes,  que  quand  il  y  a  -*-p  ;  c'eft~à~ 
dire,  quand  les  deux  racines  font  toutes  deux  pofitives ,  ou 
toutes  deux  négatives  ;  &  qu'elles  font  toujours  réelles,  quand  - 
l'une  eft  pofitiveôc  l'autre  négative. 

Quand  l'inconnue  a  plus  de  deux  dimeniîons  dans  le  pre- 
mier terme  d'une  équation  du  fécond  degré ,  comme  dans 
x*  h-  nxx  -h  p  =  o ,  ou  en  général  dans  xzl*  -+-  nxm  -+-p  =.  o  , 
(  m  repréfentant  un  nombre  quelconque  entier  èc  poiïtif,  ) 
quoiqu'il  n'y  ait  que  deux  racines  en  la  confîderant  du  fécond 
degré  ,  qui  font  xx  ==="  -^  :~  ~n  —  V  ~  nn  — py  xx  =r  — 1« 
-4-  V\  nn  — p  s  ou-eri  gênerai  xm  =  " —  |  n  —  \/'~  nn  — -p  > 
xra  = —  ~n-^r  V '  \nn — p 3  cependant  chacune  de  ces  raci- 
nes, ou  chacune  des  équations  (impies  formée  par  ces  raci- 
nes ,  xx  -t-. \  ri-  -*- .V±nn  — -p  =:o  -y  xx  -t~  \  n  -4*  V  ~  nn  ~—~p 
=  0  :  ou  bien  en  gênerai  xm  ■+-  \_n  -h  V  ^nn  —  /.==  o  , 
xm  ->r\n  —V^nn — j>=o,  pouvant  encore  être  confide- 
rée  comme  une  équation  compofée ,  on  peut  dire  que  cha- 
cune de  ces  équations  fimpks  contient  encore  autant  dé 
racines,  que  l'expofant  1  de  la  plus  haute  puiûance  de  l'in- 
connue -  xx  y  ou  l'expofant  m  de  l'inconnue  xm ,  contient 
d'unitez  :  car  linconnue  x  a  autant  de  valeurs  dans  ces- 
équations  plus  fimples,  dont  l'équation  du  fécond  degré  eft 
compofée,  que  cet  expofant  de  l'inconnue  a  d'unitez.  Ce 
^u'il  faut  remarquer  pour  Iqs  cas  femblables  des  autres  dé- 
fi b  iij 


1 9  S  Anal  y  se     deiontk.  e'e; 

grez  repréfentez  en  gênerai  dans  le  troisième  degré  par  #**■ 
4-»xim-i-fvm4-f=0  5  dans  le  quatrième  degré ^  par  #4* 
r^nx¥Ti-ï-2>xim-hqxm-+-r=  o  j  et  ainfï  des  autres. 

y. 

Si  l'on  Qtciëpàfé  ment  les  incommenfurables  de  chacune 
Àes  équations  linéaires  x  ■+-  \n  -*-V~nn  — j>  =  o ,  x  ■+-  \  n 
.—~^jnn.^-p=.o^  qui  contiennent  les  racines  de  l'équation 
propofée,  il  en  viendra  une  même  équation,  qui  eft  la  propofée 
xx-±-nx-\-p=  o  3  ce  qui  peut  fervir  en  quelques  rencontres  à 
connoitre  fi  une  équation  linéaire  contient  une  des  racines 
.de  la  propofée,  lorfqu'elle  a  des  grandeur  sincommenfurables. 

VI. 
La  méthode  de  réfoudre  les  équations  peut  fervîri.  dé- 
terminer une  grandeur  où  il  y  a  une  ou  plufieurs  inconnues 
avec  des  connues,  quoiqu'elles  ne  forment  pas  une  équation  3 
on  en  a  déjà  vu  un  exemple  en  réfolvant  le  6e  Problème  du 
*49  •  3e  Livre  *.j  en  voici  un  autre ,  l'on  a  x  ==  b.^y/aa  — yy  —  by. 
Il  s'agit  de  déterminer  les  cas  où.  la  valeur  de  x  eft  réelle, 
&  ceux  où  elle  eft  imaginaire.  Il  n'y  a  qu'à  fuppofer  que  yy 
4-  by=.  aah  8c  réfolvant  cette  équation ,  on  trouvera  que  la 
■valeur  de  y  eft  y  =  —  \  b  -jr  y/ £  bb-±-  aa:  Ainfi  quand  y  eft 
égale  à  cette  grandeur,  ou  moindre  que  cette  grandeur, 
s/ ad  — ~yy  —  by  eft  zéro ,  ou  pofitive,ô£  la  valeur  de  x  eft  réel- 
le,: mais  quand  y  furpalfe  cette  grandeur— *-\b-+z^  \bb-\-aay 
alors  v^z — yy  —  by 3  eft  la  racine  d'une  grandeur  négative  A 
Se  la  valeur  de.  a:  eft  imaginaire. 

SECTION     II. 

cJ)e  la  réfolution  des  équations  du  troifîéme  degré. 
Avertissement. 

Pour  abréger  &  faciliter  le  calcul,  on  fuppofera  que  le 
fécond  terme  eft  évanoui  dans  toutes  les  équations  du  troi- 
sième degré  qu'on  veut  réfoudre.  On  a  donné  la  méthode 
de  le  faire  évanouir,  dans  l'ufage  des  transformations,  dans 
*4X-  le  troifiéme  Livre.*  Ainfi  l'équation  générale  x  -+-  'fx  -+- q 
=  0,  repréfentera  toutes  les  équations  du  troifïcme  degré, 
dont  le  lècond  terme  eft  évanoui. 
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ïl  faut  remarquer  que  quand  le  fécond  terme  eft  évanoui, 
il  y  a  dans  l'équation  deux  racines  pofitives ,  6c  une  racine 
négative  égale  aux  deux  pofitives  3  ou  bien  deux  racines  né- 
gatives, 5c  une  pofitive  égale  aux  deux  négatives.  *  *i9,:v 

,  Corol, 

PROBLEME     IL 

DÉTERMINER,  quand  le  fécond  terme  des  équations 
du  troifième  degré  eft  évayioui 3  i°.  les  cas  où  les  deux  racines 
pofitives  ou  négatives  font  égales  y  ceux  où  elles  font  inégales  5 
2°.  les  cas  où ,  étant  inégales  3  les  trois  racines  font  réelles  3  ceux 
oà  il  y  en  a  deux  d'imaginaires 5  30.  $*  trouver  lès  racines  3 
lùrfque  les  deux  -pofitives  ou  négatives  font  égales s  &  encore' 
lorfque  les  trois  racines  3  quoiqu  inégales  3  font  commenfura-- 
bles  3  ou  lorfquil y  en  a  quelqu'une  de  commenfurable. 

Met  h  o  d  e      G  e  n  e  k  a  l  e. 


,  N  fuppofera,  lorfqu'il  y  a  deux  racines  pofitives,  que 
là  première  eft/' — g3  la  féconde  f  -\-  g',  6c  leur  fomme  if 
fera  la  racine  négative  j  6c  on  fera  les  trois  équations  linéai- 
res x  — /-+-  g  =  0  ,  x  ; — f— r  g  =  °  ? --x  ■+■  2,/*=  o. 

Lorfqu'il  y  a  deux  racines  négatives ,  que  la  première  eft-' 
- — /-*-  g3  la  féconde  —  f — -■g;"&  leur  fomme—  zf  fera  la 
racine  pofitive,  en  changeant  fon  figne  — ,  6c  fuppofant 
H-  ifydc  on  fera  les  trois  équations  linéaires  x  -é-f-^g  =  cy. 
at -h /-h  g  =5-0  ,  x —  if=:o.  On  fuppofe  que  /efl  plus 
grande  que  g-,  car  autrement  /—-g -ne  feroit  pas  pofitive, 
6c — /-+-g  ne  feroit  pas  négative. 

2°.  On  multipliera  les  trois  premières  les  unes  par  les  au- 
tres, 6c  l'on  aura  le  produit  x3*—  ~}ffx  •+•  if*   =0,  qui' 

eft  l'équation  indéterminée  qui  repréfente  les  équations  du 
troifième  degré,  dont  deux  racines  font  pofitives,  6c  la  trol- 
iîéme  eft  négative,  de  égale  à  la  fomme  des  deux  pofitives, 
On  multipliera  de  même  les  trois  autres  équations  linéaires 
les  unes  par  les  autres  ,.5c  leur  produit. 

B      x^—iffx—if  =o, 

repréientera  les  équations  du  trofiéme  degré ,  dont  deux 
racines  font  négatives,  6c  la  troifième  pofitive,  6c  égale  à 
la  fomme  des  deux  négatives* 
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R    E     M    A     R    Q^  U    E. 

So.  (J  N  peut  remarquer  que  le  troifïéme  terme  de  ces  deux 
équations  a  toujours  le  ligne-—,  6c  eft  une  quantité  réelle 
négative,  quand  les  trois  racines  font  réelles  j  par  confequenr 
û  le  troi^éme  terme  a  le  ligne  -+-,  ou  s'il  eft  zéro,  il  y  a  ne- 
ceflairement  deux  racines  imaginaires  j  ainfî  dans  la  formule 
générale^  doit  avoir  ^-,  lorfque  les  trois  racines  font  réelles^ 
&  elle  doit, être  x  ^^^x^zq-=s  o,  fçavoir-t- ^_,  quand  deux 
racines  font  pofîtives  ,.6c  ^~q 3  il  deux  font  négatives. 

3°.  On  comparera  les  termes  de  chacune  de  ces  deux 
équations  indéterminées  A&B  3  avec  les  termes  correfpan- 
dans  de  l'équation  générale  xs  —  px  ;+:  q  =  o ,  excepté  le 
premier  terme.  L'on  aura  par  le  moyen  de  l'équation  A  ces 
deux  équations  particulières  -+•  3//-+-  gg=  -*-$*•+•  2/5 
—  2gg/=  h-  f  3  &.  par  l'équation  B  3  -*-  }ff+-  gg  =  -4-  p  , 
■    —  %f-\-  iggf=  —  q;  d'où  l'on  déduira  pour  l'une  6c  l'au-. 
tre  n-/jT-i-^==-t-|-i  6c  pour  l'équation  A }  fi —  ggf-^=x 
•+•  \  s  &  pour  l'équation  j? ,,  — /'  -t-gg/=  —  |.    Elevant 
-ï-j5r-t-Ç=y  à  la  troifiéme  puiiTance ,  l'on  aura  -h/6 -*-  ggf* 
"+■  ^  ff-*"  h  =*=  fy>  P0Llr  l'équation  ^  6c  pour  l'équation  i?. 
Elevant  aufTi/5  — ggf=  •*- 1  au  quarré  ,  l'on  aura  pour 
l'équation  A?/5—  iggf*  -*-  g4#=  ^.    Elevant  de  même 
— /3-t-gg/= —  f  au  quarré  ,  l'on  aura  pour  l'équation  i?3 

/*  —  2gg/4  -H  g4/5r==  V'  ^  e^  ^a  m^me  <lue  ce^e  °*e  l'équa- 
tion A.  Retranchant  à  prefent  chaque  membre  de  l'équa- 
tion f6  -—,2 gg/*-f.  <gff  ;=2i,  du  membre  correipondanc 
de  l'équation  f6  ■+-  gg/*  .-*-  £?£.  +.â1~2L^  l'on  aura  l'équa- 
tion 3gg/4 —  —-^-h^  =-11—1?,  qui  conviendra  à  l'é- 
quation A  de  à  l'équation  B.  Or  chaque  membre  de  cette 
équation  eft  pofitif,  car  -+-  3  gg/4  fur  pafie  — ^gYf-,  puifqu'en 
divifant  l'une  6c  l'autre  par  ggff,  le  quotient  3^furpaiTe  le 
quotient  — rfggj  car  on  a  fuppofé  que/furpaflbit  g.  Tout 
cela  fuppofé ,  le  Problème  eft  facile  à  réfoudre. 

i°.  Quand  —y  p*  =  \  qq ,  les  deux  racines  pojîtives  ou  négatives- 

font  égales. 

Si.    Qu  and  les  deux  racines  pofîtives  ou  négatives   font 

égales, 
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égales,  g  efl:  égale  à  zéro  dans  les  équations  linéaires  x — f 
4-  g=  o ,  x  — f —  g  =  o  ,  x-¥-  if=>  o  -j  &  dans  les  au- 
tres #■+■/ — g  =  o  ,  x-j-/*-Hg  =  o,  x — i/=o;  par 
confequenc  chaque  grandeur  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion 3g&T  —  ^.Jff-H  f^  =  |f—  g ,  eft  égale  à  zéro.  Donc 
17  —  ^r  — '  °  ?  <*uuc 17  r  —  T* 

i°.  Quand  les  trois  racines  font  inégales  &  réelles  3 

T?  p'  /*#<#  ?  qq- 

S  2,  QUand  les  trois  racines  font  inégales  &  réelles,  le  pre; 
mier  membre  de  l'équation  yggf* — -^p^-H  ||  ='■§■ —  p, 
efl  pofitif ,  le  fécond  membre  £ — 2* ,  efl  donc  aufïï  pofitif  -y 
&  par  confequent  T~  furpafTe  ^. 

3  °'  Quand  ~f  p?  £/£  moindre  que\  qq ,  i/jjj  ^  <fc#,\; 
racines  imaginaires, 
?3-    C>/  A  r  fî  les  racines  étoient  toutes  réelles,  on  vient  de  dé- 
montrer que [± $  feroit  égal  a \  qqy  ou  furpafferoit \ qq, 

40.  Trouver  les  racines  lorfque  les  deux  jpojltives  ou  les  deux 
négatives  font  égales. 

^4»  Qu  and  les  deux  racines  pofîtives  ,ou  les  deux  négatives 
font  égales ,  g  efl  zéro  dans  les  équations  linéaires  x — /-H g 
'  ==  o ,  &c.  par  confequent  Inéquation  particulière  qui  vient 
de  la  comparaifon  des  troifîémes  termes  -+-  yff-\-ggz=-î-p3 
fe  réduit  à  -t-  $ff=p  ;  d'où  l'on  déduit  -h  ff=  f .  Par  la 
même  raifon,,  l'équation  zf* — zg^f=z  -*-  q 5  ou —  zf] -4-  zggf 
=  —  q  3  fe  réduit  à  if  =  q  ;  d'où  l'on  déduit  f1  =  |. 
Divifant  le  premier  membre  de /*  =  | ,  par  le  premier 
membre  àeff=  | ,  &;  le  fécond  par  le  fécond  ,  l'on  trouve 
^=/=||-5  chacune  des  racines  égales  repréfentées  par  f^ 
«£t  donc=  fj  j  d'où  l'on  déduit  cette  réfolution.- 

Réfolution; 

$>  j.    (j  U  a  n  d  une  équation  du  troifiéme  degré,  dont  le  fécond 

ferme  efl  évanoui ,  a  deux  racines  égales  ^  il  faut'  divifér  le 

triple  du  dernier  terme  q3  par  le  double  d-u- coëficient  jp  du 

fécond  terme ,  &  le  quotient  fera  une  des  racines  égales. 

La  troifiéme  racine  efl  égale  à  deux  fois  la  racine  égale; 

Tome  I.  "  Ce 
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5°.  Trouver  les  racines  d'une  équation  du  troifiéme  degré  3  dont 

le  fécond  terme  efi  évanoui 3  lorfqu' elles  font  commenfurables  , 

ou  qu'il  y  en  a  quelqu'une  de  commenfurable , 

S  6.  ^1  l'on  ôte  la  grandeur  p3  repréfentée  par  ^jf+gg  =ps 
de  4ff  quarré  de  la  grandeur  %f~  qui  repréfente  la  racine 
qui  eft  égale  à  la  fomme  des  deux  autres,  le  refte  ff-*- . gg 
eft  un  divifeur  exaft  de  la  grandeur  -h  q  3  repréfentée  par 
if—~  iggf===+-q3  pour  l'équation  A 3  Se  faifant  la  divifïon9 
le  quotient  eft  if3  qui  eft  la  racine  du  quarré  ajf. 

Le  même  refte/f-*— ggeft  aufli  un  divifeur  exact  de— ,^, 
repréfentée  par— ±  1f\r+>0zggf=z -~  q 3  pour  l'équation  ,5;  & 
faifant  la  divifion  le  quotient  eft  —  if3  qui  eft  auffi  la  racine 
du  quarré  ^ff.  On  déduit  de  là  cette  première  réfolution. 

Première  R  éfolution. 
VJ,Uand  la  racine  '  repréfentée  par-4-ou^—  if3  qui  eft 
égale  à  la  fomme  des  deux  autres,  eft  commenfurable,  il 
y  a  toujours  un  quarré  parfait  plus  grand  que  p ,  duquel 
ôtant  p  ôc  divifânt  q  par  le  refte,  la  divifion  îë  fait  exa&e- 
ment  j  £c  il  vient:  pour  quotient  exact  ■+-  ou  — r  if3  qui  eft  la 
racine  de  la  propofée ,  égale  à  la  fomme  des  deux  autres ,  6c 
qui  eft  à  même  tems  la  racine  quarrée  jufte  du  quarré  par- 
fait qu'on  a  pris  plus  grand  que  p. 

De  même  fi  l'on  prend  le  quarré  de  l'une  des  racines 
%  pofitives  ou  négatives,  f?—g3  ou  ^-~f~>rg3  qui  eft//* —  igf 
*+-  gg3  ôc  qu'on  ôte  ce  quarré  de  }ff-*-  gg  =p3  on  aura  le 
refte  iff-\-  igf  qui  eft  un  divifeur  exact  de  if  - —  iggf==^-qi 
pour  l'équation  A  ',  Se  de  —  if  -t-  iggf=  —  q  3  pour  l'é- 
quation B  ;  6c  faifant  la  divifion ,  le  quotient  fera  dans  le 
premier 'cas  -\-f—  g  3  8e  dans  le  fécond,  — /-Hgj  dont  cha- 
cun eft  la  racine  du  quarré  parfait^ —  2g/-*"gg^  qu'on  a 
pris  moindre  que  p.  On  trouveroit  la  même  choie  enfe  fer- 
vant  de  l'autre  racine  repréfentée  par/-t-  g3  ou  —  f — g  > 
d'où  l'on  déduit  la  féconde  réfolution. 

Seconde  Réfolution. 
(^2  U  a  n  D  les  deux  racines  pofitives  ou  négatives ,  font 
commenfurables ,  on  peut  toujours  trouver  un  quarré  par- 
fait moindre  que  p 9  tel  qu'étant  retranche  de/?,  le  refte  foie 
un  divifeur  exact  de  -+-  ou  —  q;  6c  faifant  la  divifion  ,  il 
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vient  un  quotient  exact,  repréfenté  par -4-/ — g,  ou  — -f-+- g> 
qui  eft  une  des  deux  racines  pofitives  ou  négatives  de  la  pro- 
pofée,  £c  qui  eft  à  même  tems  la  racine  exa&e  du  quarré 
qu'on  a  pris  moindre  que  p. 

R    E     M     A     R     Q^_  U     t. 

87.  Q  U  and  on  aura  trouvé  une  des  racines  d'une  équation 
du  troiiiéme  degré,  en  divifant  l'équation  par  x  •+-  ou  — » 
cette  racine ,  le  quotient  qui  fera  une  équation  du  fécond 
degré,  contiendra  les  deux  autres,  &;  on  les  trouvera  en 
refolvant  cette  équation  du  fécond  degré.  Ou  bien  en  fup- 
pofant  que  la  racine  trouvée  foit  a  s  fi  c'eft  la  racine  égale 
à  la  fomme  des  deux  autres,  elle  fera  le  coëficient  du  fécond 
terme  de  l'équation  du  fécond  degré  qui  les  contient  $  &  le 
dernier  terme  q  de  la  propofée,  divifé  par  cette  racine  a3 
c'eft-à-dire  ly  fera  le  produit  de  ces  deux  autres  racines  -, 
par  la  formation  des  équations  :  Ainfi  l'équation  du  fécond 
degré ,  qui  contient  les  deux  autres ,  fera  a: a:  — ax  •+-  ~  ==  o , 
quand  elles  font  pofitives  -la  première  fera  donc  x  =  ~a. 
=+-v ' \aa — Ji  6c  la  féconde,  x==^~a-^ *V\œa—  ~. 

L'équation  du  fécond  degré ,  qui  contient  les  deux  autres , 
fera  xx ■+* ax  h-?-  =  o,  quand  elles  font  négatives-,  la  pre- 
mière fera  donc  x  = — ~  a'-^r  V ' ~  aa  —~'>  &c  la  féconde, 
x  =  — ~-a —  y/~aa  —  ~.  Mais  fi  la  racine  découverte  a 
eft  une  des  deux  pofitives  ou  négatives ,  elle  fera  aufîi  le 
coëficient  du  fécond  terme  de  l'équation  du  fécond  degré, 
qui  contient  les  deux  autres  \  puifque  ce  coëficient  eft 
l'excès  de  la  racine  égale  à  la  fomme  des  deux  pofitives  ou 
négatives,  fur  celle  qui  refte  à  découvrir 3  &  que  la  racine 
découverte  eft  aufîi  ce  même  excès 5  &  \  eft  le  produit  des 
deux  qui  reftent  à  découvrir:  Ainfi  l'équation  qui  contient 
les  deux  autres ,,  dont  une  eft  toujours  pofitive  ,  &  l'autre 
négative  ,  fera  xx  +■  œx  —  \  =  o,  Il  y  aura  -+-  ax 3  quand: 
Ja  racine  découverte  fera  pofitive,  &: — *ax>  quand  elle* 
féra  négative.    La  première  racine  fera  donc  x  =  ^\a 

-+■  \/  x-  aa  h-J  j  &:  la  féconde  fera  x  ===  +.  \  a  — -\/  ~aa  =t--J« 

Il  y  aura — \  a3  quand  la  racine  découverte  fera  pofitive 3 

&-*-  \  ay  quand  elle  fera  négative, 

G  c  ij> 


2  04  Analyse    demontre'e; 

Application  du  fécond  Problème  à  des  exemple^. 
Exemple     I, 

O  N  propofe  de  trouver  les  racines  de  x* —  ï~ix+>  16  =  0, 
pour  y  appliquer  la  réfolutjon ,  on  fuppofera ,  afin  que  la 
formule  générale  x* -—  ^#4-^  =  0,  repréfente  la  propo^ 
fée,  que  '. —  ^  =  —12,  & q  =  1  6.  Or  il  =  64 ,  6c  ^  ^ 
=  64.  Cela  fait  connoître  que  la  propofée  contient,  deus 
racines  égales. 

Pour  trouver  chaque  racine  égale  ,  on  fe  fervira  de  la  for*. 

mule  /=  j|  ==  -£f4= h-  2  ^  ainfi  la  racine  égale  eft  a;  =  2  j 
la  racine  inégale  eft  donc  x.=3=,~— 4. 

Exemple     II. 

J.  O  u  R  trouver  les  racines  de  xs<^~  ijaœx  4-  54^  =  0  ^ 

-i-  j  S^a; —  ^aab 
i —  }bbx     •+•  \%abb 

-r-  lb* 

il  faut  fuppofer-— j>3=—  ijaa^hiîab^f  $bb,  §cq=$4.d? 
—  î^aab-*r'\%abb  —  zb*  ',  de  faifant  le  calcul,  on  trouvera 
que  ~f=  |  qqi  ce  qui  fait  connoître  qu'il  y  a  deux  racines 
égales. 

La  formule  /==f|t,  fera  trouver,  en  divifant  le  triple  du 
dernier  terme  par  le  double  du  coëficjent  du  troifiéme  ter- 
me, le  quotient  3 a  — r  b  :  ainfî  la  racine  égale  eft  #===3^-—^ 
&:  la  racine  inégale  eft  x  =  — r-^-t-  2^. 

Exemple     III. 

1  Our.  trouver  les  racines  de  l'équation  x3 —  jx  ■+■  6  =  0, 
on  fuppofera  que  la  formule  générale  qui  repréfente  cette 
équation  eft  x5— /x  +  ^  =  o,  6c  />  =  -t-  7 ,  ^  =  +6j 
£^  =  77,  6c  i  qq  =  9.  Comme  ^  furpafle  ^  ^3  cela  fait 
connoître  que  les  trois  racines  font  réelles  &  inégales  ^  6c 
le  dernier  terme  -4-  6  =q  étant  pofitif  ^  cela  fait  connoître 
qu'il  y  a  deux  racines  pofitives ,  6c  une  négative  qui  eft  égale 
aux  deux  pofitives,  puifque  le  fécond  terme  eft  évanoui. 

Pour  trouver  la  plus  grande  racine  qui  eft  égale  aux  deux 
pofitives,  on  prendra  un  quarré  parfait  plus  grand  que  p=^=  7: 


? 
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or  le  premier  quarré  plus  grand  que  p  sa  7  eft  9.  On  ôtera 
^  =  7  du  quarré  9  ,  &  Ton  aura  le  refte  2.  On  divifera  ^ 
=  6  par  ce  refte  2,  &  le  quotient  3  étant  la  racine  quarrée 
du  quarré  9  qu'on  a  pris,  c'eft  la  racine  négative  qu'on  cher- 
-che  j  ainfi  x  =  —  3 . 

-On  trouvera  les  deux  autres  en  divifant  la  propofée  par 
X  ■+-  3  =3  0 ,  car  l'on  aura  pour  quotient  l'équation  du  fécond 
degré  xx  —  3AT-H2  =0,  qui  les  contient ^  6c  on  trouvera 
en  refolvant  cette  équation  du  fécond  degré ,  que  l'une  eft 
x  =  1 ,  Se  l'autre  x  =  2.    Ou  bien  nommant  a  la.  racine 

trouvée  3  ,  Tune  des  deux  politives  fera  x  =  \a-*->/\aa — \ 
=T-t-v/? — f  =="t"2>  &  l'autre  fera  x  =  \a  —  V^aa  —  J 

Si  l'on  vouloit  commencer  la  réfolution  par  une  des  deux 
racines  poficives ,  il  faudroit  prendre  un  quarré  parfait,  Com- 
me 4  ,  moindre  que  f  =  7  j  6c  après  avoir  retranché  ce 
quarré  4  de  ^==7,  divifer  par  le  refte, 3  le  dernier  terme 
*7=  6  j  6c  le  quotient  2  étant  la  racine  du  quarré  4  qu'on  a 
pris ,  c'eft  aufli  une  des  racines  politives  de  la  propofée  5 
ainfi  x=.  2  eft  une  des  racines  politives  de  la  propofée. 

On  trouvera  les  deux  autres  par  la  méthode  dont  on  s'eft 
fervi,  après  avoir  trouvé  la  racine  négative  #:= — -3, 

Exemple      IV. 

(JN  propofe  de  trouver  les  racines  de  l'équation  x}- —  ia; 
*+-  6  =  o ,  qui  eft  repréfentée  par  l'équation  générale  x% 
■—  fx  -f-  q  ==  o  5  de  manière  que  f  =  1  ,  &  q=6.  Mais 
-étant  vifible  que  ^/  =3=  ^  eft  moindre  que  i  ^  =  9 ,  l'on 
eft  allure  *  que  la  propofée  a  deux  racines  imaginaires.  On  *8j 
en  donnera  via  réfolution  après  la  démonftration  du  Pro- 
blême. 

jDè?nonfiration  du  Problème. 

v2 Uand  les  trois  racines  d'une  équation  du  troisième 
degré ,  qui  a  le  fécond  terme  évanoui ,  font  réelles  -,  il  eft 
évident  que  x — /-t-g=^o,  x — / — g=;o,  x-t-if=oy 
représentent  d'une  manière  générale  les  trois  équations  li- 
néaires dont  cette  équation  eft  le  produit ,  lorfqu'il  y  a  deux 

Ce  iij 
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racines pofirives,  Ôc  leur  produit  x*  *  —  tffx  -*■  if1    =0y. 

repréfente  d'une  manière  générale  cette  équation  du  troifié- 
me  degré. 

Mais  quand  l'équation  a  deux  racines  négatives,  il  faut  fe 
fervir  des  trois  équations  linéaires  x-¥-f — g  =  o -,  x-*-f 
4- g  =  o,  x  —  if=  g  5  6c  leur  produit  #*'  * —  tffx  —  %p 

=  o ,  repréfentera  d'une  manière  générale  l'équation  da 
troifîéme  degré. 

D'où  il  fuit  que  ce  qu'on  découvre  par  ces  équations  in- 
déterminées ,.  convient  à  toutes  les  équations  du  troifîéme 
degré  qu'elles  repréfentent. 

Quand  les  deux  racines ,  pofîtives  ou  négatives,  feront 
égales ,  il  eft  évident  que  g  fera  égal  à  zéro ,  6c  qu'en  effaçant 
les  quantitez  où  fe  trouvé  g,  dans  les  deux  produits  j  ils  re- 
préfenteront- l'équation  qui  aura  deux  racines  égales. 

La  formule  générale  x5  — px  -h  q  =  o  ,,  repréfente  aufïî: 
d'une  manière  générale  la  même  équation  du  troiiiéme  de- 
gré, lorfque  deux  de  (es  racines  font  pofitives,  6c  xi — px- 
—  q  =  o  ,  lorfque  deux  de  fes  racines  font  négatives. 

Ce  que  l'on  découvre  par  les  équations  particulières  qui 
naiffent  de  la  comparaifon  des  termes  correfpondans  des 
produits  de  de  la  formule  générale,  convient  donc  aufîi  aux 
équations  du  troifîéme  degré,  repréfentées  par  les  produits 
6C  par  les  formules  générales.-.. 

G    O     R     O     L     L     A    I     R    E. 

89.  L  O  r  s  qjj'e  n  cherchant  la  racine  qui  eft  égale  à  la  fom- 
me  des  deux^  autres,  c'eft- à-dire,  la  plus  grande  des  trois 
racines,  on  ne  trouve  aucun  quarré  parfait  qui  foit  tel,  que 
retranchant  p  de  ce  quarré  ,  èc  divifant  q  par  le  refte  ,  il 
vienne  un  quotient  exact  qui  foit  la  racine  du  quarré  qu'on 
a  pris  -y  la  plus  grande  racine  eft  incommenfurable. 

De  même  fi  en  cherchant  une  des  deux  moindres  raci- 
nes, on  ne  trouve  aucun  quarré  parfait  moindre  que  p  3  qui 
foit  tel ,  que  ce  quarré  étant  retranché  de  p ,  6c  q  étant  di- 
vifé  par  le  refte ,  il  en  vienne  un  quotient  exacl:  qui  foit  la 
racine  du  quarré  qu'on  a  pris  3  les  deux  moindres  racines 
font  incommenfurables. 


R.     E     M     A     R     Q^U     E; 

,  1jAr  le  Problême  précèdent,  on  trouve  toujours  les  raci- 
nes d'une  équation  du  troifîéme  degré ,  lorfqu'il  y  en  a  deux 
d'égales ,  ôtlorfque  les  trois  font  réelles ,  6c  qu'elles  font  com- 
menfurables,  ou  du  moins  une. 

Mais  quand  elles  font  toutes  trois  réelles  &c  inégales ,  ce 
qui  arrive  *  lorfque  ±f  furpaiïè  \ qq 3  &  qu'elles  font  toutes  *  g2, 
incommenfurables  :  on  n'a  pas  jufqu'à  prefent  trouvé  de  ma- 
nière de  les  exprimer  exactement  par  Algèbre,  c'eft-à-dire, 
on  n'a  pas  pu.  trouver  d'expreffion  Algébrique  réelle  qui  les 
exprimât  d'une  manière  incommenfurable ,  avec  le  ligne  ra- 
dical ,  &  c'effc  ce  cas  qu'on  appelle  le  cas  irréductible  du  troi- 
sième degré  :  On  les  trouve  cependant  par  approximation , 
èc  on  les  trouve  exactement  par  la  Géométrie. 

P   R   O  B   L   Ê  M  E     III. 

T  ROZJfER  la  racine  réelle  commenfurable  ou  incommenfu- 
rable d'une  équation  au  troijïéme  degré  dont  le  fécond  terme 
eft  évanoui  3  &  dont  deux  racines  font  imaginaires, 

MÉTHODE. 

L  A  méthode  eft  femblable  à  celle  du  Problême  précè- 
dent j  il  faut  feulement  remarquer  que  les  équations  du  troi- 
fîéme degré  ont  deux  racines  imaginaires  dans  ces  trois  cas  j 
i°.  quand  il  ya+;^^  î?.  quand  il  y  a — px  3  ôt  que  f7f  *go 
efl  moindre  que  ±  qq  ?•  30.  quand  le  fécond  &  le  troifîéme  *  « 
terme  font  évanouis*,  comme  dans  x  dr  q  =  o.  Dans  ce  *o 
dernier  cas  la  racine  réelle  eft  x  =  ^  zf.  q.  Dans  le  premier 
cas ,  Téquation  générale  efb  a;5  -\-px  •+:  q  =  o  3  èc  dans  le 
fécond,  l'équation  générale  eft  a:3 — px-h-q  —  o. 

On  fuppofera  pour  le  premier  &;  fécond  cas ,  que  les  trois 
équations  linéaires ,  dont  la  propofée  eft  le  produit ,  font 
#-+-/*-+- 1/— 3 gg==o  ,  Af-4-/— vC-3gg  =0,  x—  2/'=o; 
&  en  les  multipliant  les  unes  par  les  autres,  on  aura  le  pro- 
duit x  —  }ffx  —  if*  =  o ,  qui  représente  les  raports  des 

racines  de  la  formule  x  — px  —  q==.  o  ,  lorfqu'il  y  a  —  px 
— -q}  en  fuppofant  /*'  plus  grande  que  gi  mais  ce  produit 
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repréfentera  les  raports  des  racines  de  la  formule  x*-*-px—a 

=  o  ,  en  fuppofant  /moindre  que  g. 

.     On  fuppofera  encore  que  les  trois  équations  linéaires  font 

-*—  /+^-  3gg  =  °  *  *— </—  v/  —  3gg  =  o  ,  x+zf 
s=  o  5  &  en  les  multipliant  les  unes  par  les  autres ,  on  aura 
le  produit  x  —  }ffx  -+-  2/*  =  o,  qui  repréfente  les  raports 

B  +.}ggX+.6ggf 

des  racines  des  équations  y  dont  les  formules  font  x  — px 
-+-q  =o,  en  fuppofant /plus  grande  que  g;  mais  il  repré- 
ièntera  les  raports  des  racines  des  équations  dont  la  formula 
eft  xJ -+■  px  h-  q  =  o ,  en  fuppofant /moindre  que  g. 

On  a  fuppofé  dans  les  équations  linéaires  que  la  grandeur 
imaginaire  eft  V — }gg3  quoique  cela  foit  arbitraire  ;  mais 
cette  exprelîion  fervira  dans  le  calcul  qu'on  va  faire ,  à  trou* 
ver  plus  facilement  les  formules  des  -résolutions-. 

On  comparera  enfuite  les  termes  correipondans  des  pro- 
duits des  formules ,  excepté  le  premier  -%  &  l'on  aura  les 
équations  particulières  qui  fuivent ,  lorfque  la  racine  réelle 
2/ eft  pofîtive5  c*eft-à-dke,.  dans  l'équation  A:  i'e,  — iff 

-t-  3gg  ==+./'  V  d'où  l'on  déduit  ff- —  gg  ==  "if:  *e,  —  2/* 
—  6ggf=  —  q;  d'où  l'on  déduit/5 -h  3gg/=-4-|. 

Et  lorfque  la  racine  réelle—  if  eft  négative^  c'eft-à-dire, 
dans  l'équation  B  3  on  aura  les  deux  équations  :  ire}  — tff 
^p-  5gg  =  Z£Lpi  d'où  l'on  déduit  ff — gg  =  --f-|.: 2e.,  -*.  zp 
4-  6gg/=  h-  q  5  d'où  l'on  déduit  f*  •+-  3gg/=  | .. 

Rêfolution  des  équations  du  troiftéme  degré  s  dont  deux  racines 
font  imaginaires  j  lorfque  la  racine  réelle  eft  commenfurable. 

>*••  O  I  l'on  prend  le  quarré  pofitif  4jfde  la  racine  réelle,  & 
qu'on  lui  ajoute  +.p  =  —  3ff-t-  îgg  3  la  fomme  fera  ff-\-  3gg. 
Si  l'on  divife  -*-q=^ip  -+■  6ggf  3  par  ff  -+-  3gg~4ffZ£2  p , 
le  quotient  fera  la  racine  réelle  2/5  d'où  l'on  déduit  cette 
manière  de  trouver  la  racine  réelle ,  quand  elle  eft  com- 
menfurable. 

Il  faut  prendre  un  quarré  pofîtif ,  &  ajouter  +.p  au  quarré 
parfait  qu'on  a  pris  j  c'eft-à-dire ,  quand  il  y  a  — p  3  il  faut 
ajouter — p  négatif  au  quarré  ^  &  quand  il  y  a  -h/»,  il  faut 
ajouter ■+■  p  pofitif  au  quarré.  Il  faut  divifer-t-^  par  la  fom- 
me qu'on  vient  de  trouver  3  6c  11  la  divifion  fe  fait  exacte- 
ment. 
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ment,  &  que  le  quotient  foit  la  racine  du  quarré  qu'on  a 
pris,  c'eft  la  racine  réelle.  Si  Ton  ne  peut  pas  trouver  un  tel 
quarré  ,  la  racine  réelle  eft  incommenfurabie.  Voici  la  ma- 
nière de  la  trouver. 

Si  l'on  élevé  l'équation  ff — !£=;+■  7  à  la  3  e  puifTance, 

Ton  aura/** —  3gg/4-»-  3gY^ — g6  =  ±  r7-  Si  1>on  élevé 
auffi  l'équation  f+j  gg/  =  f  au  quarré  l'on  aura  f* 
•+■  ^çg/^-t-  9g Yf:===:  ?•  .Si  ^>on  ote  é-  pi'efent  la  première 
de  ces  deux  équations  de  la  féconde  ,  l'on  aura  h-  9gg/"* 
■+■  ^"i"^=s4=f:  ^  Tirant  la  racine  quarrée  de  cha- 
que membre,  on  aura  J,gff-\-  g—  v/^-+"|^.  Si  l'on  ajoute 
cette  équation  à  l'équation/'*  -+-  3 gg/==-|,  l'on  aura/5 -h  3g//' 
H-3gg/-Hgî  =  |-}-v/'5^|f.  Tirant  iaracine  cubique  de  cha- 
que membre ,  on  aura. 

f+g^f^^WW 

Divifant  l'équation /f—  gg=Hr \ par  la  précédente,  le 
premier  membre,  par  le  premier  membre,  le  fécond  par  le 
fécond ,  l'on  aura  pour  quotient 


f~g  = 


r 


Enfin  ajoutant  les  deux  équations  qu'on  vient  de  trouver, 
on  aura  la  racine  réelle  ^f^=  >/ \  -+•  V ^r  +■  % 

Quand  il  y  a  — />*  dans  l'équation  générale  #' — fx-t-q^  ôj 
la  grandeur  \f  aura  le  figne-F,6da  grandeur  %  aura  le figne  —, .," 
Ainfi  quand  l'équation  générale  eft  **—/>.*;  ±#=  o  3 
la  formule  générale  qui  marque  la  racine  réelle  eft 


#=ff-r^-Ç^gï.^ 


^i  +  y/lCl 
r    1  4  27 


Quand  l'équation  générale  eft  x^px  -±  q  =  o,  la  for- 
mule générale  qui  marque  la  racine  réelle  eft. 
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La  grandeur  3'gg  qu'on  a  prife  pour  repréfenter  la  grandeur 
imaginaire  ,  fera  égale  à  tff  Zf.p,  car—  3jf-+-  3gg  =  qz  ^  5 
ajoutant -*-3#  à  chaque  membre  ,  on  aura  -rffr-  tff-4-  3gg 
=  Tffzç.  p  =  5ggl  ainfi  \l — 3gg  =  V—  0±$. 

On  déduit  de  là  cette  résolution. 

Réfolution  des  équations  du  troifiéme  degré ,  dont  deux  racines 
font  imaginaires  3lorf que  la  racine  réelle  eft  incommenfurable. 

93-  Quand  l'équation  générale  eft  *W  px  ±  q  ,==  o ,  il  faut 
ôter  [idei^i  6c  après  avoir  tiré  la  racine  quarrée  du 
refte  ^l'ajouter  à  {  q,  6c  tirer  la  racine  cubique  de  fa  fomme, 
&  ce 'fera  la  première  partie  de  la  racine  réelle. 

Il  faut  divifer  p  par  le  triple  de  la  première  partie  de  la 
racine ,  .&  ajouter  le  quotient  à  la  première  partie ,  &  la. 

fomme  fera  la  racine  réelle  i/=::\/i  +  V/;0— iff- 

Quand  l'équation  eft  xx  .-+•  £*  -h  ?  se  o ,  on  trouvera  de 

même  les  deux  parties  de  la  racine  réelle  ,  excepté  qu'on 

ajoutera  ~-p  i  ^  qq  s  mais  on  retranchera  la  féconde  par- 

tie  de  la  première,  6c  l'on  aura  if==  ,y/f -t-v^  qq  h-  èf  f 

î 


îy/lq  +  y/lqq- 

Jlpplication  du  Problème  à  des  Exemples. 
Exemple      I. 

Gur  trouver  la  racine  réelle  de  xi  —  ia:-4-  6  =  o ,  dont 
deux  racines  font  imaginaires ,  parceque  ^  pi  .=  ~ ,  eft 
moindre  que  ±  qq  =  9  ^  on  prendra  le  quarré  pofïtif  -+-  4, 
6c  on  lui  ajoutera  —  1  ,  6c  la  fomme  fera  -h  3  :  on  divifera 
q  =  6  par  3  ,  &  le  quotient  2  étant  la  racine  du  quarré  4 
qu'on  a  pris,  c'eft  auffi  la  racine  réelle  de  la  propofée,  qui 
eft  négative,  parcequil  y  a  une  racine  négative  dans  la  pro- 
pofée 3  puifqu'il  y  a  •+-  6  au  dernier  terme. 

La  grandeur  imaginaire  fera  V' —  3  -+■  ~i  =V —  2. 
Exemple      II. 
1  Our  trouver  la  racine  réelle  dcx}-hix — 12  =  0,  dont 
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Iss  deux  autres  racines  font  imaginaires ,  le  troifiéme  terme 
h-  ix  =  -*-px  ayant  le  figne  -h  ,  on  prendra  le  quarré  parfait 
-î-4,  auquel  on  ajoutera  +^=-1-25  Se  l'on  divifera  par  la 
fbmme  -+-  6  le  dernier  terme  q  =  12 ,  &  le  quotient  2  étant 
la  racine  du  quarré  4  qu'on  a  pris,  c'eft  auffi  la  racine  réelle 
de  la  propofée ,  qui  eft  x  =  2. 

La  grandeur  imaginaire  eft  V  —  3  —  2  =  v' — J. 

Exemple       III. 

POur  trouver  la  racine  réelle  de  x5—  6.v  — -  \G  =  o, 
qui  a  deux  racines  imaginaires ,  pareeque  ~  qq  =  64  fur- 

paiïe  ^  ^3  =  8  5  il  faut  ôter  ^  /  =  8  de  ^  ^  =  64,  &  la 
racine  quarrée  du  refte  56  eft  y/  56.  Il  faut  ajouter  cette 
racine  à  \  q  =  8  , .  &  tirer  la  racine  cubique  de  la  fomme, 

qui  eft  y  8  -*-  v ^6,  de  elle  fera  la  première  partie  de  la  racine 
qu'on  cherche.  Il  faut  divifer  p  —  6  par  le  triple  de  la  pre- 
mière partie  3  ^"8 +776",.  &•  le  quotient  ,       7-  ,  fei  a  la 

^8-4-^56 

féconde  partie  de  la  racine  réelle. 

Ainft  la  racine  réelle  eft  x  =  ^8-^^56 


V^o  -1-^56. 

La  démonftration  de  ce  Problême  eft  la  même  que  du 
précèdent,  puifque  la  méthode  eft  la  même. 

Corollaire. 


U  a  n  d  la  racine  réelle  eft  découverte  ,  11  l'on  veut  avoir 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires,  il  n'y  a  qu'à  divifer  la 
propofée  par  x  ■+-  ou  —  la  racine  réelle  qu'on  a  trouvée,  met- 
tant -h  quand  elle  eft  négative,  &  — -quand elle  eft  pofîtive :' 
Le  quotient,  qui  fera  exact,  fera  une  équation  du  fécond  degré 
qui  contiendra  les  deux  autres  racines  qui  font  imaginaires. 

Seconde  méthode  générale  de  ré  foudre  les  équatioyis  dît  troiftéme- 
degré  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui. 

54.    1  Ou  te  s  les  équations  du  troifiéme  degré ,  dont  le  fécond- 
terme  eft  évanoui ,  peuvent  fe  repréfencer  par  ces  deux  for- 
mules générales  x1  —  px  •+-  q  =  o  ,    x*  -h fx  H-  g  ==  o  s 
la  féconde  contient  toujours  deux  racines  imaginaires,  *  8c    *g0t 
une  racine  réelle,  qui  eft  poilcive,  quand  il  y  a  —  q,  &  né- 

Ddîj. 
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gative,  quand  il  y  a  -+-  q.  La  première  contient  trois  racines 

*  8  2.    réelles, quand  ~j  f  furpaflè  | qq3  *  dont  deux  font  pofitives, 

&  la  troifiéme,  qui  eft  égale  à  leur  fomme ,  eft  négative, 
quand  il  y  a  4-#  3  mais  les  deux  moindres  font  négatives ,  ôc" 
la  plus  grande  pofitive,  quand  il  y  a  —  q  ;  ocelle  contient 
deux  racines  imaginaires  et  une  réelle  quand  ~j  f  eft  moiru 

*  8  3 .    dre  que  \qq.  * 

Gn  fuppofera  qu'une  des  racines  eft  égale  à/-*-  g  pour  la 
première  formule,  &  if — g  pour  la  féconde  ^  &;  l'équation 
linéaire  x* — f — g  =  o,  repréfentera  une  des  trois  équa- 
tions linéaires,,  dont  toute  équation  du  3e  degré ,  que  la  pre- 
mière formule  repréfente,  eft  le  produit. 

L'équation  linéaire  x  —/-h  g  ==0 ,  fervira  pour  la  féconde 
formule. 

On  divifera  la  première  équation  générale  xi  — j>x  dt  q 
i=  o ,  par  x  —f  -*—  g  =  o  j  &  la  féconde  xi  4-  px  -+2  q  ==  °  ■> 
par  -x — f-\-g  =  o-,  et  on  continuera  ladivifion  jufqu'à  ce 
qu'on  ait  un  refte  dans  lequel  x  ne  foit  plus  comme  on  le 
voit  ici.  _,  r      . 

Pour  la  première  rormule. 
Avertissement.  \  x*     — ■  i  px     4—  q         /X     —  f  — g 

i  fignifie  que  la     4-  *  fax -+-  t  ffx     —  pf     {  xx  -\- fa —  p 
grandeur  où  cette    4-  i  gxx  -f-  t  ifgx  —  pg      \      -f-  gx-\-ff 
marque fe  trouve ,  -j—  ï  ggx  4—  f*  4—  zfg 

eft  tranchée  par  4—  $ffg  -"i~ëS 

une  ligne.  4-  rfgg 

-h  g3 
Pour  la  féconde  formule. 
i  x%     4-  jf  px     4-  q         /x     —  /  4~g 
.4-  1  fax  -f-  t  ffx    ~+-ff      (  xx  4-  fa  4-  p 
~  *  ëxx  —  *  zfgx  —pg       X        —  gx  -+-ff 
4-  i  ggx  4-/?.-  —ifg 

—  iffë  -hgg 
4-  tâi 

—  g' 

Il  eft  évident  que  chaque  quotient  fera  exact,  Se  que  le 
divifeur x — / — g  =  0,  ou  x — /-t-g  =  o,  fera  la  divifion 
fans  refte,  en  fuppofant  chaque  refte  égal  à  zéro. 

Le  premier  peut  ainfl  s'exprimer  f*  4-  g5  4-  3/g  x  /-t- g 

—  f>xf-*-g±q  =  o-,  et  le  fécond,/5—  g3  4- 3/g  x—/ -h  g 

— ■  ^>  X  /-H  g  *+"  ff  =  O. 

Pour  déterminer  chacune  des  deux  indéterminées /&  g, 
pn  fera  deux  équations  particulières  de  chaque  refte ,  de 


L   I    V    R    E        V.  1T3 

cette  manière.  Pour  le  premier  refte  3  1^ ,  f{  4-  g*  +  ^  =  o  j 
2. e ,  -h-  37g  x  /-H g  — /  x  /-h  g  =  o  5  ôc  pour  le   fécond 

refte  ,JLl>/'  —g'  ±?  =  °i  2S  h-  37g  x—  T^g— -? 
x  — /*-+•  g  =  o.  Chacune  des  fécondes  équations  donnera 

lfg=p3  &/=X,  ècp=  -^  5  fubftituant  la  valeur  de/ 
dans  chacune  des  premières  équations ,  on  aura  pour  le  pre- 
mier refte  ^  -h  g5  ±:  q  =  o  ,  qui  fe  réduit  à  g6  dr  #gJ  ■+•  {f 
=  0,  qui  eft  une  équation  du  fécond  degré,  dont  les  deux 
racines  font  g3  ==  qi  ±  £  ■+-  V\qq—^p\  &  g3  =  ^  ±  f 
—  v'iff  —  ^y/^  d'où  Ton  déduit  pour  abréger, 

Subftituant  de  même  la  valeur  de  f-  dans  la  première 
équation  du  fécond  refte ,  on  aura  -^  —  g*  4-  q  =  o ,  qui 
fe  réduit  à  — •  g  4-  ^g3  -+-  ^  /  =  o  5  .&  par  tranfpofition , 
g6  +*  qg*  —  ^  ^  ==  o ,  qui  eft  une  équation  du  fécond 
degré ,  dont  les  racines  font  g y  ==  4-  i.q  +  y/±  qq^-^f? 
&;  g5  ===.  £  Vf  —  v7 1  jj  -h  r7  Hj    d'QÙ  1>on   déduit  Pour 

abréger ,  g  == -%/±  y  ?  ±  •  TW+h? - 

Il  faut  à  prefent  fubftituer  la  valeur  de  g* ,  qui  convient 
au  premier  refte  ,  dans  la  première  équation  p  -+-  g*  4-  # 

=  o ;  &  l'on  aura  P±~q±  ^i$4  —  Ti  f  =  °  3    d'01* 

l'on  déduit/^^^H-i^H^vl^-^^/. 

Il  faut  de  même  fubftituer  la  valeur  de  g\  qui  convient 
au  fécond  refte  dans  la  première  équation  du  fécond  refte 
p  _  g*  Hh  q  =  o  •  &  l'on  aura  /*  ±  |  q  -£  V^.f  f  -H  f7  t 
==oh  d'où  l'on  déduit  f=  fy  qz  \q  4-  v'IT^  -+-  ^  /". 

Les  deux  indéterminées /6c  g  étant  connues,  la  racine 
qu'on  cherche  eft  connue ,  qui  eft  pour  la  première  équation 

■■+■  y/+-J£iî±y/:kqq  —  -èjpl 

Pour  la  féconde  équation  * -f-^* -h  ^  —  0  ,  la  racine  x=s 

Quand  une  des  racines  eft  découverte,  les  deux  quotiens 

D  d  iij 
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qu'on  a  trouvez  en  faifanc.  les  divifions  de  la  première  &;  de 
la  féconde  formule ,  ferory:  chacun  une  équation  du  fécond- 
degré  ,  laquelle  après  y  avoir  fubftitué  les  valeurs  de  /  &: 
de  g ,  contiendra  les  deux  autres  racines ,  dont  on  trouvera 
les  formules  en  réfolvant  ces  deux  équations  du  fécond  de- 
gré, fans  en  ôter  les  indéterminées  /&  g. 

On  trouveroit  les  formules  de  Y  art.  9  3 ,  de  la  valeur  de' a:, 
qui  eft  ici  ==/+•  g3  fi.  on  fubftituoit  la  valeur  de  g3  =  r^ie. 
qui  fe  tire  de  f=~g  ,  changée  en  g  =  ff3  dans  /"'  H^g3  ^t  # 
=  0,  &  enfuite  la  valeur  de/j  qu'on  en  déduiroit,  dans  g=^- 

Démonstration. 

LA  méthode  fait  trouver  des  valeurs  de/&  de  g .,  qui  font 
telles ,  qu'après  les  avoir  fubftituées  dans  l'équation  linéaire:' 
x  — f — g  ===  o,  ou  x  — ■/*'-»-  %  =  o  ,    cette  équation  li- 
néaire ainfi  changée  eft  un  divifeur  exaét  de  la  propofée,. 
puifque  le  refle  de  la  divifion  eft  zéro  3  elle  fait  donc  trou*- 
%y,    ver  une  racine  de  la  propofée.  * 

supplication  du  Problème  à  des  exemples, 

Exemple      I. 

1  O  u  r  trouver  par  cette  méthode  une  racine  de  l'équa- 
tion x3  — jx  -+-  6  =  o ,  repréfentée  par  la  formule  xi  —  px 
-t-^  =  o,  dont  les  trois  racines  font  réelles,  puifque^/»* 
=  -^  furpaiïe  -  ^=  9  •  on  fe  fervira  de  la  formule  x  =f 

+•£  =  ^—7  q  —  V^qq  —  ^f  -+-  $--  \q  ■+■  *\qq  —  ~+fy 
dans  laquelle  mettant  les  valeurs  de  p  3  q>  la  racine  fera 
x  ==  ^—3  —  v7—  îs°-h  ^ZZj^v^^  .  parceque  I  ^ 

=  o  =  2-l-i    &  Il    rt3 lil .  a  in  fi  r  /?/* î-  tf?  —  i-U  -^±i 

1  tmm         TOQ 

On  verra  dans  les  remarques  la  manière  de  débarafTer  la 
racine  réelle  qu'on  vient  de  trouver,  des  expreflions  imagi- 
naires &  incommenfurables,  lorsqu'elle  eft  commenfurablc 

Comme  la  formule  x  =/-+- g  =  y/  +.  f  q^Z\/Lqq  —~±p 

^  y/^i:q±^ \qq  —  \p'  eft  double,  &  qu'elle  fe  réduit  à 
ces  deux  formules;  1"^==/^^  y/^^-v'i^-^3 


*>Vz£.\q—  \f  \qq—  ±tf;  Il  eft  libre  de  prendre 
laquelle  on  voudra ,  en  remarquant  que  s'il  y  avoit  dans  la 
propofée  —  q,  il  faudroit  mettre  dans  chacune  -h|-^au 

lieu  de  —  \q. 

Exemple      IL 


O  u  R  trouver  par  cette  méthode  la  racine  réelle  de 
^équation  x ix  •+•  6 .  =»  o,  dont  deux  racines  font  ima- 
ginaires ,  puifque  ±  f  =  ^  eft  moindre  que  J  qq  =  9  ; 
on  fuppofera  que  cette  équation  eft  repréfentée  par  x1 — px 
+  q  =  o  -,   ainfi  la  formule  de  la   racine  eft   x  =f-*-g 

^^^W-^i  n — 4?  *  V—\q  +  y/Jqq---hIs 

on  fubftituera  les  valeurs  de  p  y  q  3  dans  cette  formule,  &;  ou 
trouvera  la  racine  x=  y —  3  — y/"nî+  v 3  j^^h±î% 

Exemple     III. 

P  O  u  R  trouver  la  racine  rcelle^de  l'équation  *'■+.  ix  — 12 
=  0,  dont  deux  font  imaginaires,  puifqu'il  y  z.*-pXy  on 
fuppofera  que  cette  équation  eft  repréfentée  par  x3  -+-  px 
—  q  =  o  h  amfi  la  formule  de  la  racine  eft  x  =  f —  g 

on  fubftituera  les  valeurs  dej^j^  dans  cette  formule ,  6c  on 
trouvera  la  racine  x  =  J/6  •+-  v'iïsj  —  ^" —  6  4-  */% 


8  o 
17  ' 
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J.  L  faut  bien  remarquer ,  fur  les  lignes  des  formules  de  la 
racine,  i°.  que  chaque  équation  générale  x5 — p.* -^-q  —  o 
xi  -\-px  -f-  q  =  o  ,  marquant  deux  formules  ,  la~premiere 
ou.il  y  z-*-q3  la  féconde  où  il  y  a  —  ^  le  premier  des  deux 
lignes  qui  précède  \  q  dans  la  formule  de  la  racine,  a  raport 
au  premier  ligne  •+-  q  de  chacune  des  deux  équations  o-ene- 
rales  ^  &;  le  fécond  a  raport  au  fécond  ligne  —  q  de  chacune 
des  équations  générales. 

Ainfi  quand  il  y  a  Ij~  ^  q  dans  la  formule  de  la  racine 
cela  veut  dire  que  quand  il  y  a  -+-  q  dans  l'équation   il  doit 
y  avoir  —  f  ^  dans  la  formule  de  la  racine  j  &  quand  il  y  a 


n6  Analyse     demontre'e. 

—  q  dans  l'équation ,  il  doit  y  avoir  -+■  -l  q  dans  la  racine  j; 

&  ainfi  des  autres. 

Ii  faut  bien  remarquer,  i°.  qu'il  y  a  deux  fignes  qui  précè- 
dent dans  la  formule  de  la  racine,  la  grandeurV^^ — ~fp\ 
&>/ \qq-*-  £jps»  Cela  vient  de  ce  qu'il  a  fallu  refondre 
une  équation  du  fécond  degré,  pour  avoir  les  valeurs  de/'*" 
ôc  de  g5,  ôc  par  confequent  de/ôc  de  g  .-ainfi  la  réfolution 
donne  deux  valeurs  de  f3  8c  deux  valeurs  de  g.  On  les  a 
jointes  enfèmble  pour  abréger,  ôc  c'eft  ce  qui  eft  ca-ufe  que: 
les  deux  fignes  -jr  précédent  la  grandeur  ^\qq —  ~j  $\- 
oii.  yJjL  qq-%-  ~f.fj-,  le  premier  de  ces  deux  fignes  marque  la' 
première  valeur  de/ ou  de  g,  6c  le  fécond  marque  la  deuxiè- 
me valeur. 

Dans  l'ufage  il  faut  obferver,  fi  l'on  fe  fert  du  premier' 
/îgnedansla  valeur  de/,  defe  fervir  auffi  du  premier  figne. 
dans  celle  de  g-  -,  8c  fi  l'on  fe  fert  du  fécond  figne  dans  la  va- 
leur  de  /,  de  fe  fervir  du  fécond  figne  dans  la  valeur  de  gr 
parceque  ce  font  cqs  valeurs  qui  ont  raport  l'une  à  l'autre. 

I  L 

Quand- les  trois  racines  foùt  réelles  -,  c'eft-à-dire,  quand, 
il  y  a  — p  dans  l'équation,  8c  que  ^^>  furpafTe  ^  qq }  il  eft 
évident  que  l'expreffion  de  la  racine  réelle  contient  une  ima- 
ginaire dans  chaque  partie  de  la  formule  de  la  racine:  Ainfi 
quand  les  trois  racines  font  réelles,  l'expreffion  de- la  racine 
qu'on  cherche  contient  des  grandeurs  imaginaires. 

Cela  fait  voir  que  cette  méthode  n'eft  d'ufage  que  pour 
les  équations  ou  il  y  a  deux  racines  imaginaires  5  car  dans 
ce  cas  l'expreffion  de  la  racine  réelle  contient  des  grandeurs, 
qui  font  toutes  réelles ,  &  aucunes  imaginaires. 

Il  y  a  encore  cet  inconvénient,  que  quand  la  racine  qu'on 
cherche  eft  commenfurable ,  on  ne  la  trouve  que  fous  une 
expreffion  incommenfurable  ^  ainfi  dans  ce  cas ,  il  eft  bien 
plus  court  de  fe  fervir  des  méthodes  du  fécond  &  troifiéme 
Problême. 

Cependant  quand  la  racine  qu'on  cherche  eft  commen- 
furable ,  quoiqu'elle  foit  exprimée  fous  une  forme  incom- 
menfurable ,  Ôc  qui  contient  même  des  imaginaires  quand 
les  trois  racines  font  réelles,  on  peut  réduire  fon  exprellion 

incommenfurable 
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incommenfurable  à  une  grandeur  commenfurable ,  par  la 
méthode  fuivante,  &:  trouver  la  racine  commenfurable. 

Méthode  pour  changer  Pexpreffïon  incommenfurable  de  la  racine 
réelle  qu'on  a  trouvée  par  la  méthode  précédente  3  en  une  autre 
expre.fjîon  commenfurable  3  lorfque  la  racine  quon  a  trouvée 
efi  commenfurable. 

On  a   trouvé  dans  le  premier  exemple  qu'une  racine 

réelle  de  x  —  jx  -+-  6  =  o ,  étoit  x  =  ^  —  3  —  V —  '-ff 
^-v^ — 3  4-V" —  i°°":Pour  changer  cette  expreffion  incom- 
menfurable ,  &  qui  contient  des  grandeurs  imaginaires ,  en 
une  autre  toute  commenfurable ,  on  fuppofera  - — h  — V / 

On  élèvera  chaque  membre  à  la  troifîéme  puiflànce^  de 
pour  ôter  toute  confufion ,  on  fera  l'opération  pour  la  feule 

première  partie  —  h  —  V  —  i  =  \l  —  3  —  >/  —  ï°°.  Ele- 
vant chaque  membre  à  la  troifîéme  puifïance,  on  aura U 

—  3 hhV  —  z  -+■  $hi  -+•  zV  —  ?===  —  3  —  V  —  £2. 

On  fuppofera  les  grandeurs  commenfurables  — U -\-  *$hi 
égales  à  la  grandeur  commenfurable  —  3,  Scies  grandeurs 
incommenfurables  —  $hhV  —  i  ■+■  iV -—i  égales  à  la  gran- 
deur incommenfurable  — V —  -°-|  j  &  l'on  aura  les  deux 
équations  fuivantes  :  1  re}  —  £3  -h  3  £/  =  —  352e,  —  yhhV i 

On  élèvera  chacune  au  quarré ,  6c  l'on  aura  h6 —  6h*è 
.+.  Cfhhii  =  •+■  9  ,  —  jh*i  -H  6M/ï  —  z'5  =  —  lg£. 

On  ôtera  la  féconde  équation  de  la  première  ,  &c  l'on 
aura  £6-h  ^tfi  ■+•  ^hhii  -h  z3  =  9  -H1-^  =  ^/. 

On  tirera  la  racine  cubique  de  chaque  membre,  &  Ton 
aura  hh  •+■  2'  =  \ ,  d'où,  l'on  déduit  z  ==  f  —  ^- 

On  mettra  cette  valeur  de  i  dans  la  première  équation 
— -- h'  -+-  3 hi  =  —  3  ,  &  l'on  aura  —  ti  '-*-  jh —  }h}=  —  3', 
qui  fe  réduit  à  4^  — -jh  —  3=0,  d'où  l'on  déduit  h1  —  \h 

-1=0. 

Pour  ôter  les  fractions,  on  fuppofera  h  àss  \y  ôc  l'on  aura 
la  transformée  y  —  2  8y  —  48  =  o» 
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On  réfoudra  cette  équation  par  le  fécond  Problème» 
c'eft  à-dire,  on  prendra  le  quarré,  36  plus  grand  que  28,  &c 
après  en  avoir  ôté  28,  on  divifera  le  dernier  terme  48  par 
le  refte  8 ,  &:  le  quotient  6  étant  la  racine  du  quarré  qu'on 
a  pris ,  eft  âuflî  la  racine  de  l'équation  f  —  28^  —  48  =  o  j 
ainfî^  — 6. 

Subftituant  cette  valeur  dans  b=~^  Ton  aura  Z>  =  |==1> 
d'où  l'on  déduira  hh  =  ~. 

On  fubftituera  cette  valeur  dans  /  =  J —  hh3  &:  Ton  aura 


7  9_  __  .  I 
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Par  confequent  —  £  —  >/  —  *  =  —  ~  —  v'  —  tt  ^ 

y. ^     -  x/~~~~t^t>  qui  eft  la  première  partie  de  la  racine 

de  la  propofée. 

On  trouvera  par  une  femblable  opération  que  —  h -h 

>/—  /==C/_3-1-v'--  if7°,eft  égale  à  —  ^+V  —  ^  ÔC 
c'eft  la  féconde  partie  de  la  racine  de  la  propofée. 

On  ajoutera  ces  deux  parties ,   &:  l'on  aura  la  racine 
qu'on  avoit  trouvée  fous  la  forme  incommenfurable  x  = 

#—3—  V^^-h  J—  5^V=^=^—^—h 
Ce  qui  ètoit  propofè. 

On  trouvera  de  même  dans  le  fécond  exemple  x* —  ia; 
-h  6  =  o  ,  que  la  racine  réelle  qu'on  a  découverte ,  x  =3 

^T—  V^1  -h  ^  — T^v/Ç"1,  eft  égale  à  _  1  —  y/± 

—  1  -+-  >/  \  =  —  2. 

Pour  le  trouver  par  une  opération  femblable  à  la  précé- 
dente ,  on  fuppofera  que  —  h  —  Vg  eft  égale  à  la  première 

partie  de  la  racine  ty —  3  —  ^ttï  &  —  h  ■+■  \/g  eft  égale 

à  la  féconde  partie  y — 3  -t-  >J~-  \  &  en  faifant  l'opération 
comme  ci-defTus,  on  trouvera  les  deux  parties  de  la  racine 
qu'on  vient  de  marquer,  qui  étant  ajoutées  enfemble ,  font 
la  racine  x  —  —  2. 

On  trouvera  de  même  dans  le  troifîéme  exemple  x1  ■+■  ix 

—  12  =  0,  que  la  racine  réelle  qu'on  a  découverte,  x  = 
^6+y/^_  ^ZTé-i-v^'^r",  eft  égale  à+i+v/{+i 

—  y/  1  =  j_  i .  On  le  trouvera ,  dis-je ,  en  fuppofant  h  ■+■  vi 

=  ^"6^.^^,  &  —  /;  -4-  v'i  =-^-6+^^,  &  fai- 
fant l'opération  comme  ci-defTus. 
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On  peut  s'aiïurer  que  la  méthode  qu'on  vient  de  donner 
réuffira  toujours ,  quand  la  racine  réelle  de  la  propofée  eft 
commenfurable,  en  appliquant  la  méthode  à  la  formule  gé- 
nérale de  la  racine,  qui  eft,  par  exemple, 

car  en  fuppofant  pour  la  première  partie  de  la  racine  h 

—  V  —  i=  </—-  i  q  —  ^~Tlï—~¥il?->  on  aura—  h'  —  ^hh 
V  —  /■+-3^'-H/V  —  /  = —  \q  —  V'fqq —  ^/j  d'où  l'on 
déduira ,  10.  —  hs  -h  }hi  =  —  \q%  &  h6  —  6h*i  -+-  yhhii 
*~\qq\  d'où  l'on  déduira  ,   20.  —  3^^  —  i  +  zV  —  /  = 

—  ^'kM—TîP*  &  —  $h**  +  6hhii  —ii==lM  —  17  ?  '> 
ôtant  la  féconde  de  la  première,  on  aura  h6-+-  ib*i<-\-  ^hhii 

4-  i]  =  +^/i  donc  h  h  ■+■  i  =  {  p  A  U  i  =  y  #  —  hh: 
fubftituant  cette  valeur  de  i  dans  la  première  — tf-t-  ^hi=s 

—  i^on  aura  —  h1  -*-$h  —  ^  =  —  ±  q,  qui  fe  réduit  à 

»-\h-\q  =  o 

Suppofant  à  prefent  h  =  | ,  l'équation  h  —  |  h  —  \q 

t=  o,  fera  transformée  en  y  — 4^/  —  %q=.  o. 

Mais  fi  la  propofée  x1  — px-\-  q  =  o  ,  oujf'  — ^#  —  q 
=  o ,  (  cette  dernière  n'étant  que  la  première,  *  dont  la  plus    *  3©. 
grande  racine  pofitive  eft  la  racine  négative  de  la  première  ^  dans  h 
Se  les  deux  autres  négatives  font  les  pofitives  de  la  première  :  )  Cor> 
Si ,  dis-je ,  l'équation  x'  — px  —  q  =  o ,  a  fa  plus  grande 
racine  commenfurable,  la  plus  grande  racine  de  jft  —  j^py 

—  8^  =  0,  doit  auffi  être  commenfurable  ;  car  il  eft  évident 
que y}  —  4^j/  —  8^  =  0,  eft  la  transformée  de  xi — px  — q 
P=a  o  5  &  que  les  racines  de  la  première  font  les  racines  de  la 
féconde  multipliées  par  1 3  ainfi  ix  =y->  ou  x  =  ~  :  On 
trouvera  donc  la  racine  commenfurable  de  yf — AJ>y  —  Sq 
=  o,  par  le  fécond  Problême j  &;  par  confequent  on  aura 
£  =  £  =  f,  &/  =  ^  —  hh. 

En  fuppofant  pour  la  féconde  partie  de  la  racine, 

■+-  V — \  q  -h  Vj  qq^— èj~V"  *\    <lue  —  h  •+•  V  —  /  =  -H 

y^  —  \  q  ■+■  V  \  q  q  —  ±  f  3  &  faifant  la  même  opération 
qu'on  a  faite  pour  la  première  partie,  on  trouvera  l'équation 

Eeij 
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y  —  lh  —  i^==03  &:  fuppofant  h  =:^,  on  aura  la  même 
transformée  y  —  4py  —  %q  =  o ,  dont  la  racine  fera  com- 
menfurable,  fi  x  eft  commenfurable  dans  #* — px —  ^==o, 
puifque^  =  ix:  Ainfi  on  trouvera  par  le  fécond  Problême 
la  valeur  commenfurable  de  y. 

On  aura  donc  encore  h=  |  =  f ,  &  z  =  f  ^  —  M. 

Les  deux  parties  —  h  —  V  —  i ,  —  h  •*-  V  —  i  3  qu'on 
trouve  par  les  opérations  précédentes ,  font  donc  —  ib  = 
—  Y  = —  x  h  car  les  deux  valeurs  qu'on  trouve  de  — 
y/  —  i  3  .+.  y/  —  /  3  fe  détruifent  par  des  lignes  oppofez. 

On  peut  appliquer  le  même  raifonnement  aux  autres  for- 
mules générales  de  la  racine. 

D'où  l'on  voit,  que  dans  le  cas  où.  les  trois  racines  de 
l'équation  font  réelles  Se  ineommenfurables ,  on  ne  fçauroit 
dégager  la  racine  réelle  des  expreffions  ineommenfurables 
&  imaginaires. 

Troifième  méthode  générale  pour  ré  foudre  par  transformation  les 
équations  du  troifième  degré  j  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui, 

97'  O  N  fuppofera  que  toutes  les  équations  du  troifième  degré 
font  repréfentées  par  ces  deux  formules  *3— px^q  =  o, 
xs  -*-px-jrq  =  a. 

On  fuppofera  pour  transformer  la  première  x=y-**j 
~=&j4,  &  pour  transformer  la  féconde  x  ==y — jz=^^^-h 
y  fera,  l'inconnue  delà  transformée,  &/une  indéterminée. 

On  fubftituera  dans  la  première,  à  la  place  de  x  3  X*,  les 
valeurs  de^&^,&  Ton  aura  la  transformée  de  la  première 
x6  •+•  iff  ZÇ.qf  •+-  yffyy  -+-  fl  =  p. 

—îf    .     —îfyy^ 

On  fubftituera  de  même  les  valeurs  de  x  &  jt5  dans  la  fé- 
conde x^px  +*  f  =  °  >  &  l'on  aura  la  transformée  de  la 
féconde  /  —  tf/  +.  qf  -+-  tffyy  —p  =  o. 

+  ?/  — îfyy 

On  fuppofera  dans  chacune,  pour  déterminer  l'indéter-' 
minée  f3  que  le  fécond  terme  eft  égal  à  zéro  h  6c  l'on  aura 
pour  l'une  6c  l'autre  }f=py  ou  /={ ,  &  /;  =  £  j  d'où 

il  s'enfuivra  que  le  quatrième  terme  ■+■  tffyy  —  pfyy  =  o  , 
puifque^^^/; 
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Subftituant  la  valeur  de  f  dans  chaque  transformée,  la 
première  fera  y6  ZjZ  qyl  •+-  -^  f  =  o  ,  6c  la  féconde  fera  y* 

On  réfoudra  ces  deux  transformées,  qui  ne  font  que  du 
fécond  degré  ^  èc  après  avoir  trouvé  les  valeurs  de  y  par  leur 
moyen  ,  on  fubftituera  ces  valeurs  dans  les  équations  fuppo* 
fées  x  =y  •+-  f,  x  =£=y  — ■£,  félon  qu'elles  leur  convien- 
nent, &  après  la  fubftitution  on  aura  la  valeur  de  x ,  ou  la 
formule  générale  d'une  racine  de  la  propofée. 

Cette  méthode  eft  démontrée  par  la  démonftration  des 
transformations,*  mais  elle  aies  inconveniens  de  la  préce-     *  36, 
dente  ,  qui  font  de  donner  dans  le  cas  où  les  racines  font  f^mfop. 
toutes  réelles  6c  incommenfurables,  la  valeur  de  la  racine  m 
qu'on  cherche  ,  avec  des  expreffions  imaginaires ,  6c  avec 
des  expreffions  incommenfurables,  lorfqu'elle  eft  commen- 
furable. 

Averti  ssement. 

«g#  S  I  l'on  vouloit  une  formule  générale  qui  exprimât  la  ra- 
cine d'une  équation  qui  auroit  tous  fes  termes ,  comme  x1 
+"  nxx  ■+_  $  *  +■  q  =  o  ,  on  pourroit  la  trouver  de  cette 
manière. 

On  feroit  évanouir  le  fécond  terme  de  l'équation  géné- 
rale qui  précède,  en  fuppofant  x  ==y  T-t  w<  L'on  cherche- 
roit  par  la  féconde  méthode  générale  la  formule  qui  expri- 
me la  racine  de  la  transformée  :  6c  après  l'avoir  trouvée ,  iL 
eft  évident  qu'en  mettant  au-devant  de  cette  formule  de  la 
racine  de  la  transformée  ,  la  grandeur  +•  ~  n}  on  aurok  la 
formule  delà  racine  de  la  propofée  égale  à  x. 

Mais  cette  formule  auroit  les  mêmes  inconveniens  que 
celle  de  la  féconde  méthode ,  à  l'égard  des  équations  dont 
les  racines  font  commenfurables ,  6c  de  celles  dont  toutes 
les  racines  font  réelles  &  incommenfurables  5  6c  elle  ne  fer- 
viroit  que  pour  les  équations  qui  auroient  deux  racines  ima- 
ginaires ,  6c  une  réelle. 


Ee  iij 
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s  e  c  t  fo  N     III. 

De  la  réfblution  des  équations  du  quatrième  degré. 
PROBLEME      IV. 

99*    D I S  T 1 N GU  E R  parmi  les  équations  du  quatrième  degré > 
celles  qui  ont  des  racines  égales  y  &  trouver  ces  racines  égales* 

Avertissement. 

(j  U  a  n  d  une  équation  du  quatrième  degré  a  des  racines 
égales,  elle  peut  les  avoir  toutes  quatre,  ou  feulement  trois, 
ou  enfin  feulement  deux  $  &  quand  elle  n'en  a  que  deux  éga- 
les, les  deux  autres  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires. 

Premier  cas  quand  les  quatre  racines  font  égales. 

i°,(jN  fera  évanouir  le  fécond  terme  de  l'équation  fi  elle 
en  a  un ,  &;  on  fuppofera  que  l'équation  eft  repréfentée  par 
l'équation  générale  x*  -k-fixx  -hqx-+-  rz=  o. 

2°.  On  fuppofera  que  chaque  racine  égale  eft  repréfentée 
par  l'indéterminée  f-,  ainfi  les  équations  linéaires  feront 
x  — /=  o,  x  — /=  o,  x  -+-/=  o,  x  H-/=  o,  &;  leur 
produit  fera  a:4  —  iffxx  -*-f*  =  o  j  d'où  l'on  voit  que  quand 
il  y  a  quatre  raciïies  égales ,  &  qu'il  n'y  a  pas  de  fécond 
terme  ,  deux  doivent  être  pofitives  &;  deux  négatives  j  que 
le  troifiéme  terme  a  le  fïgne —  -y  qu'il  n'y  a  pas  de  quatrième 
terme  ^  &  que  le  cinquième  terme  a  toujours  •+■:  ainfi  l'équa- 
tion eft  a:4  —  pxx-*-r=:  o., 

3°.  On  comparera  les  termes  du  produit  avec  les  termes 
correfpondans  de  l'équation  $  &  l'on  aura  xff=  p3f*  =.  ri 
d'où  l'on  déduit  ff={,  &  /4=  fi?  $  par  confequent  îL  =  r. 

Ainfi  l'on  connoîtra  que  les  quatre  racines  font  égales, 
quand  T£  =  rj  &  de  plus  l'équation  ne  fera  que  du  fécond 
degré  :  chaque  racine  fera  x  =/=  >/•£,  ou  x  =f=^r. 

Second  cas  quand  trois  racines  font  égales. 

vJN  fuppofera  de  même  le  fécond  terme  évanoui,  &c  que 
chaque  racine  égale  eft  repréfentée  par/;  &  fi  les  trois 
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font  pofitives ,  leur  produit  fera  x*  — }fxx  -4-  tffx  — /*=  o , 
fi  elles  font  négatives,  leur  produit  fera  xi -t-  ^fxx  -+-  3^*; 
-h/j=  o.  Il  faudra  multiplier  le  premier  par  x  -+-  3/=  o  , 
Se  le  fécond  par  x  —  3/=  o  j    &:  l'on  aura  le  produit  x* 

—  Gffxx  ■+-  8px  —  3/4=  o  ,  quand  les  trois  racines  égales 
font  pofitives  j  Se  x —  &ffxx  —  8/V  —  3/+  =  o ,  quand  elles 
font  négatives  ;  &  l'équation  générale  pour  l'un  Se  l'autre 
cas,  fera  x* — pxx^zqx —  r=o. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ceux 
de  l'équation  générale  qui  leur  répondent ,  Se  l'on  aura  les 
trois  équations  fuivantes  :  ite,  6ff=p',  2e,  Sp=q',  3e5  rf*- 

L'on  déduira  de  la  i*e  ff=£,  Sep  =  g  -,  de  la  féconde, 
p  =  |  •  de  la  troifiéme  /*  =  ~. 

Ainfi  quand  trois  racines  font  égales,  ?|=:|,  ou  ^  =  ry 
&  la  racine  égale  fera  x  =/=  V^ ,  ou  a:  ==/=  ^  j. 

Troifiéme  cas  quand  deux  racines  font  égales. 

\J  N  fuppofera  toujours  le  fécond  terme  évanoui ,  Se  que 
chaque  racine  égale  eft  repréfentée  par  /;  ainfi  les  deux 
équations  linéaires  des  racines  égales ,  quand  elles  feront 
pofitives  3  feront  x  — /==  o  ,  x  — /=»  o ,  Se  leur  produit 
fera  xx  —  ifx-*r  ff=-  o;  &c  quand  elles  feront  négatives, 
leur  produit  fera  xx  ■+■  ifx  ->rff=z  o. 

Les  deux  équations  des  deux  racines  inégales  feront  x  -+-/ 

—  b=:o3  x -+-/-H h  =e=  o ,  quand  elles  feront  toutes  deux 
négatives,  Se  alors  f  furpaflera  h',  Se  fi  l'une  eft  pofitive  5c 
l'autre  négative,  h  furpaflera  f;  Se  leur  produit  fera  xx' 
■+-  ïfa  +ff=o. 

—  hh 

Mais  fi  elles  font  pofitives ,  les  équations  linéaires  feront 
x  —  /  — -  £  =  o ,  x  — /■+-  h  =  o ,  Se  f  furpafiera  h  ;  ou  fî 
l'une  eft  pofitive  Se  l'autre  négative  3  h  furpafiera  fy  Se  leur 
produit  fera  xx  —  ifx  -*-ff=  o. 

—  bh 

Quand  les  deux  racines  différentes  des  deux  racines  éga- 
les feront  imaginaires ,  leurs  équations  linéaires  feront  x  — / 
. —  V  *—  hh  =  o ,  x  —  /-î-  V  —  hh  =  o ,  Se  leur  produit 
fera  xx  -«■  ifx  -*-ff=  o  j  ou  bien  $  fi  on  les  conçoit  négati- 

^rhh 
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ves ,  elles  feront  x  -«-/ —  V — hh  =  o ,  at-h/h-  V'  — -  hh  sss  0  j 

&  leur  produit  fera  ata;-*-  2/xr  -h  ff=  o. 

On  multipliera  l'équation  des  deux  racines  égales  par 
l'équation  des  deux  autres  racines  réelles ,  propre  à  faire 
évanouir  le  fécond  terme  du  produit  j  c'eft-à-dire,  xx —  ifx 
<*-ff=.  o ,  par  xx  •+-  ifx  ■+-  ff=  o  ;  ôc  xx  •+•  ifx  •+•  ff  =  o , 

par  ata:  —  zfx  -\~ff=.  o  j  &  Ton  aura  le  produit  a;4  —  *#*# 
—  M  —  hhxx 

-»-  2/Mat  -h  p      =  o ,     lorfque  les  deux  racines  égales 

—ffhb 
feront  pofitives  :  On  aura  le  produit  **  —  iffxx  —  ifhbx 

—  hhxx 
h-/  •==  o ,  lorfque  les  deux  racines  égales  feront  négatives. 

-ffhh 

L'équation  générale  fera  dans  le  premier  cas  a;4  — fxx 
H-^A;Hhr=oî  &:  dans  le  fécond  cas  a;4 — fxx  —  ^ArHhr=o. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ceux 
de  l'équation  générale  qui  leur  répondent,  ce  qui  donnera 
les  trois  équations  particulières  qui  fui  vent  :  ire,  zff-*-  hh 
=  pô  2e,  ifhh  =  qi  3e,  /*4—  ffbh  =  ■+ r.  La  première 
donnera  bbz=p  -—  iff:  Subftituant  cette  valeur  de  hh  dans 
la  troifîéme,  on  aura  f+ — fff-*-  zf*  =  •+  r >  qui  fe  réduit 
à/4  —  fj^HHf  =  o  :  Et  réfolvant  cette  équation  du  fécond 
degré  ,  on  aura  les  deux  valeurs  de  ff3   fçavoir  ff==t 

.+.  y/  il  4-  l  jf  «a  i£  ^L  v'  -f£  4-  -f  }  d'où  Ton  déduira  /  = 

D'où  l'on  déduit  la  manière  de  connoître  fi  une  équa- 
tion du  quatrième  degré ,  dont  toutes  les  racines  font  réel- 
les ,  a  deux  racines  égales  9  &  le  moyen  de  les  trouver  :  car 
l'équation  linéaire  qui  contient  la  racine  égale  fera  x  Zp/ 

=-  x  X  Vi  +  ^'iT-i-i  — o. 

Dans  l'ufage  il  faudra  fubftituer  les  grandeurs  de  l'équa- 
tion propofée  dans  la  formule  x  +-^|dlv/{ll-h{  =  o, 
&:  enfuite  divifer  la  propofée  par  cette  équation  linéaire 
ainfi  changée  -y  Se  fi  la  divifion  eft  exa&e ,  la  propofée  aura 

deux 


L    I    V    R    E      V.  2 1  j 

deux  racines  égales,  que  l'on  aura  à  même  temps  trouvées. 
Les  deux  autres  racines  fe  trouveront  enfuite  facilement. 

Quand  les  deux  racines  différentes  des  deux  racines  éga- 
les feront  imaginaires ,  on  multipliera  l'équation  des  deux 
racines  égales  par  l'équation  des  deux  imaginaires  propre 
à  faire  évanouir  le  fécond  terme  du  produit  j  c'eft-à-dire 
on  multipliera  xx  —  ifx-+-ff=  o  ,  par  xx  ■+•  ifx  +^=0 

-+-hh 
&  xx  •+•  ifx  -*-ff=  o ,  par  xx  —  ifx  -+-ff=  o  ?  &:  Ion  aurai 

H-  hh 
le  produit  a:* —  iffxx  — zfhhx  H-/4   =5=0,  quand  les  deux 

•+■  hhxx                     "^ffhb 
racines  égales  feront  pofitives  :  on  aura  le  produit  a;4 iffxx 

■+■  hhxx 
-H  ifhhx  ■+•  /*   =  o  5  quand  les  deux  racines  égales  feront 

+  ffhh 
négatives  :&  comme  hh  peut  être  moindre  que  2/f,  ou  fur- 
palier  iffx.  le  troiiléme  terme  pourra,  avoir  h-  ou  — ,  félon 
que  l'un  ou  l'autre  arrivera. 

L'équation  générale  ,  lorfque  les  deux  racines  égales 
feront  pofitives ,. fera  x*i~pxx  —  ^  +  r  =  o5  &  x* H^ pxx 
•+-  qx  -j-  r  =  o ,  quand  elles  feront  négatives. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  les 
termes  correfpondans  de  l'équation  générale,  &  l'on  aura 
les  trois  équations  particulières  qui  fuivent:  iie,  —  iff-*-  hh 
=  -±p',  iz^ifhh  —  q3  3e,  f\^ffhh=~^r. 

La  première  donnera  hh  =  Hh^  -+•  zff:  fubftituant  cettQ 
valeur  de  hh  dans  la  troifiéme,  l'on  trouvera  p '-jhpff+.  1f* 
=  r  3  qui  fe  réduit  à  /*':+  \ff — f  =  °3  &  réfolvant  cette 
équation  du  fécond  degré  ,  on  trouvera  ces  deux  valeurs 
ftff5  fçavoir^=  Zp  |  -h  ^UTJ,  F=  + 1  -v^f^P 
il  y  aura-—  |,  quand  la  propofée  aura  -+•  fxx.  3  6c  il.  y  aura. 
-*--|,  quand  la  propofée  aura — pxx,. 

L'on  déduira  de  ces  équations  /==  /qz  |  Hh  v^-ff  -J-f> 
par  confequent  l'équation  linéaire  x  Zf/"=  o ,  deviendra. 

Dans  l'ufage,  pour  connoître  fî  une  équation  propofée 
contient  deux  racines  égales ,  Se  les  deux  autres  imaginaires, 
Tome  Z; .  E  £ 
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on  remarquera,  i°.  que  quand  le  fécond  terme  eft  évanoui; 

&:  qu'il  y  a  ■+■?,  il  y  a  des  racines  imaginaires  dans  l'équa- 
*  29.  tion  :  *  mais  il  y  en  peut  auffi  avoir  quoiqu'il  y  ait  — pxx. 
ue  Cor.       20.  On  fubftituera  les  grandeurs  de  la  propofée,  repré- 

fentées  par/,,  r3  à  leur  place  dans  l'équation  linéaire  x  .+ 

v^tI^  y/'  Ll  +  z  =  o  j  &  on  diviferala  propofée  par  l'équa- 
tion linéaire  qui  viendra  de  la  fubftitution  :  fi  la  dîvifion  fe 
fait  fans  refte ,  la  propofée  contient  deux  racines  égales  cha- 
cune à  celle  que  contient  l'équation  linéaire,  &  les  deux 
autres  font  imaginaires. 

Comme  ce  Problême  eft  facile  a  concevoir,  il  eft  inutile 
d'en  rapporter  ici  des  exemples. 

La  démonstration  eft  la  même  que  celle  dont  on-s'eft  fervi 
pour  démontrer  le  fécond  Problême. 

PROBLEME     V. 

100.   IÇJB.SOVDRE  les  équations  du  quatrième  degré \ 
ceft-à-dire ,  en  trouver  les  quatre  racines. 

Pour  abréger  le  calcul ,  on  fuppofera  que  le  fécond  terme? 
eft  évanoui. 

I.   Lorfque  toutes  les  racines  font  commenfurable  s  « 
ou  qu'il  y  en  a  quelqu'une. 

LA  méthode  générale  du  premier  Problême  du  quatrième 
Livre  eft  la  plus  courte  5  c'eft-à-dire,  il  faut  divifer  l'équation 
par  l'inconnue  x  linéaire  plus  ou  moins  chaque  divifeur  du 
dernier  terme  de  la  propofée  -,  &c  lorfque  la  propofée  aura 
fes  racines  commenfurables ,  on  les  trouvera  toujours  par 
cette  méthode,  c'eft-à-dire,  on  trouvera  toujours  les  équa- 
tions linéaires  de  x  ■+-  ou  —  un  divifeur  du  dernier  terme, 
qui  diviferont  exactement  la  propofée  ;  8t  fi  l'on  ne  trouve 
aucune  de  ces  équations  linéaires  qui  divife  exactement  la 
propofée,  elle  n'aura  aucune  racine  commenfurable  :  fi  elle 
n'en  avoit  qu'une  de  commenfurable  ,  en  divifant  la  pro- 
pofée par  l'équation  linéaire  qui  contient  cette  racine ,  on 
réduiroit  la  propofée  à  une  équation  du  troifiéme  degré, 
qu'on  réfoudroitparles  Problêmes  delà  Section  précédente. 
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Avertissement. 

JL  O  r  s  qjj'o  n  e  équation  du  quatrième  degré  n'a  aucune 
de  {es  racines  commenfurables,  on  la  peut  concevoir  com- 
me compofée  de  deux  équations ,  dont  chacune  en:  du  fé- 
cond degré ,  àc  fuppofanc  que  xx  -)rfx  ■+-  g  =  o ,  repréfènte 
Tune  de  ces  deux  équations  j  ou  bien  le  coëficient  du  fécond 
ternie  repréfenté  par/\  fera  commenfurable  ^  ou  bien  le  der- 
nier terme  repréfenté  par  g,  fera  commenfurable-  ou  bien 
enfin  l'un  6c  l'autre  feront  incommenfurables.   On  va  don- 
ner la  méthode  de  trouver  dans  le  premier  cas ,  le  coëficient 
repréfenté  par/.,  6c  le  dernier  terme  repréfenté  par  gj  com- 
me aufïï  de  les  trouver  dans  le  fécond  &  troifiéme  cas ,  quand 
les  réduites  où  l'on  arrivera  dans  ces  cas ,  ne  feront  pas  corn- 
prifes  dans  le  cas  irréductible  du  troifïéme  degré  $  6c  l'on 
aura  une  des  équations  du  fécond  degré,  dont  la  propofée 
efr.  compofée.  La  méthode  qu'on  va  donner,  fera  trouver 
à  même  temps  l'autre  équation  du  fécond  degré ,  qui  avec 
la  précédente ,  compofe  la  propofée.  Il  ne  faudra  plus  que 
réfoudre  chacune  de  ces  équations  du  fécond  degré  par  le 
premier  Problême  ,   6c  l'on  aura  les  quatre  racines  de  la 
propofée. 

1 1.  Zorfque  le  coëficient  du  fécond  terme  d'une  des  deux  équations 
du  fécond  degré  3  qui  compofent  la  propofée  3  efi  commenfurable  3 
ou  du  moins  fa  féconde  puiffance  ;  ou  bien  lorfque  le  dernier  ter- 
me de  la  même  équation  du  fécond  degré  efi  commenfurable, 

1 
Méthode. 

(JN  fuppofera  que  l'équation  générale  x* -*- pxx ■+■  qx -+- r 
=  0,  repréfenté  toutes  les  équations  du  quatrième  degré; 
On  fuppofera  aufîi  que  xx  -*-fx  -\-g  —  G  ,  repréfenté  une 
des  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  l'équa- 
tion du  quatrième  degré. 

On  divifera  x  -+•  pxx  •+-  qx~¥-  r  =  o  3  par  xx  +/x  +  g 
=  o,  6c  on  continuera  la  divifïon  jufqu'à  ce  qu'on  ait  un 
refte  dans  lequel  l'inconnue  x  foit  linéaire.  Le  quotient  fera 
xx  —  fx  ■+-  p  =  o  5    6c  le  refte  fera  —  f*x  ■+■  zfgx  — -  pfx 

—  & 

4-  qx  -—ffg-t-  gg  — fg  ■+•  'r.  On  fuppofera  chaque  terme  dç 

Ff  ij 
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ce  refte  égal  à  zéro,  ce  qui  donnera  les  deux  équations  par- 
ticulières qui  fuivent ,  qui  ferviront  à  déterminer  les  indé- 
terminées fèc  g, 

jre,  _ .f'-t-igf+qœO;  i%  —  j9g  **-  gg  F* °- 

— 1>/  —  /« 


•*-  y 


Ou  bien  en  tranfpofant , 

On  trouveroit  les  mêmes  équations ,  en  fuppofantles  deux 
équations  indéterminées  du  fécond  degré  xx^fx-^-g^o^ 
xx„ fx  -4-  h  ===  o,  &  en  comparant ,  après  les  avoir  mul- 
tipliées ,  les  termes  du  produit  avec  les  .termes  correfpon- 
dans  de  l'équation  générale  x* -\-J>xx-*~qx**-r  —  o,  on  au- 
roit  trois  équations  particulières ,  par  le  moyen  defquelles 
dégageant  l'indéterminée  h  3  on  trouveroit  les  deux  mêmes 
équations  qui  précèdent. 

On  cherchera  le  plus  ^grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations,  en  prenant  f  pour  l'inconnue,  &  on  continuera 
l'opération  jufqu'à  ce  qu'on  trouve  un  relie  dans  lequel /ne 
fe  trouve  plus:. ce  refte,  qui  ne  contiendra  aucune  antre  in- 
connue que  g  3  étant  mis  en  ordre  par  raport  à  g3  de  fuppofé 
égal  à  zéro ,  fera  g  -^-jf>gs  —  rg*  -+-  iprg'  — rrgg  — -frrg  ■+-  r* 

Ce  fera  la  réduite  qui  fervira  à  faire  trouver  le  dernier 
terme  g  de  l'équation  xx  -h  fx  ■+■  g  =  o  ,  lorfqu'il  eft  com- 
menfurable.    On  mettra  à  part  le  dernier  divifeur  —  ggf 

—  qg  =  o ,  qui  a  fervî  à  trouver  la  réduite  $  ou  plutôt  on 
prendra  la  valeur  de  /  dans  ce  divifeur,  qui  eft  /=  -^Afr , 

6t  on  la  mettra  à  part:  elle  fervira  à  faire  trouver  f3  quand 
on  aura  découvert  la  valeur  de  g. 

On  cherchera  de  même  une  réduite  qui  n'ait  point  d'au- 
tre inconnue  que  fi  6c  pour  la  trouver,  on  ordonnera  les 
deux  équations  p —  igf —  q  =  o  ,  gff — gg  =  o  , 

-*-  ff  h-  pg 

—  r 
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par  raport  à  l'inconnue  g  5  &:  l'on  aura  ces  deux  équations, 
*re>  gg  —  ffg+r  =  v,  2%  2/g—  /3=o. 

— >g  —  // 

On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations  ,  àc  on  continuera  l'opération  jufqu'à  ce  qu'on 
foit  arrivé  à  un  refte  qui  ne  contienne  plus  1  indéterminée  g  * 
ce  refte,  qui  n'aura  plus  d'autre  inconnue  que  f3  étant  mis 
en  ordre  par  raport  à/j  Sfe  fuppofé  égal  à  zéro,  fera/*  -M//* 
"+*  Vîff —  qq  =  o.    Ce  fera  la  réduite  qui  fer  vira  à  faire 

—  4Kff 

trouver  le  coê'ficient  f  de  l'équation  xx  -+-fx  -h-  ç  =  o  > 

lorfqu'il  eft  commenfurable ,  ou  du  moins  lorfque  la  féconde 

puiflance  ffèû  commenfurable. 

On  prendra  la  valeur  de  g  dans  le  dernier  divifeur  qui 

a  donné  la  réduite  pour  refte,  qui  eft  ifg  — P=  o  $  cette 

—îf 
-*-q 

valeur  fera  g  ss=  f^?/fq1  &  on  la  mettra  à  part,  pour  s'en 

fervir  à  trouver  la  valeur  de  l'indéterminée  g  3  quand  on 
aura  découvert  la  valeur  de/par  le  moyen  de  la  réduite. 

Ces  deux  réduites,  dont  l'une  des  indéterminées  fou  g 
eft  l'inconnue,  avec  les  valeurs  de  l'autre  indéterminée  f 
ou  g  3  qui  répondent  à  chacune  des  réduites  ,  ferviront  & 
trouver  la  première  des  deux  équations  du  fécond  degré, 
dont  une  équation  propofée  du  quatrième  degré  ,  qu'on 
veut  réfoudre ,  eft  compofée  3  Se  le  quotient  xx  ^—  fx  -+-  f 

—  g 
5=5  o,  fervira  à  trouver  l'autre.  -*-jf 

Za  manière  de  trouver  les  quatre  racines  d'une  équation 
du  quatrième  degré  far  les  formules  précédentes. 

i°.\_)n  fubftituera  dans  laquelle  on  voudra  des  deux  ré- 
duites, les  valeurs  de  -*-  p  3  -+-  q  3  <+■  r3  prifes  dans  l'équation 
qu'on  veut  réfoudre ,  en  remarquant  que  -$-p  marque  le  con- 
fident du  troifiéme  terme  de  la  propofée  ,  avec  fon  ligne  -h 
ou  — ;  &ainfi  des  autres. 

2^.  On  divifera  la  nouvelle  réduite  qui  en  réfultera  parg 
4-  ou  —  chaque  divifeur  du  dernier  terme  ,  quand  on  fe 

F  f  iij 
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ièrc  de  la  réduite  où  eft  g,  6c  alors  il  ne  faut  fe  fèrvîr  que 
v  des  dîvifeurs  communs  au  dernier  terme  de  la  réduite ,  6c 
au  dernier  terme  de  la  propofée  :  &  fi  c'eft  la  réduite  dont  f 
eft:  Tinconnue ,  on  la  divifera  par  ff  ■+•  ou  —  chaque  divi- 
feur  du  dernier  terme  de  la  réduite ,  qui  n'aura  que  deux 
dimenfîons  quand  la  propofée  eft  littérale  6c  homogène. 

Si  les  grandeurs  repréfentées  par /^  6c  g  de  l'équation 
xx  -\-fx  -t-g  =  o  ,  font  commenfurables,  on  trouvera  tou- 
jours une  équation  faite  de  ff,  ou  de  g  plus  ou  moins  un 
divifeur  du  dernier  terme  de  la  réduite  qui  fera  la  divifion 
fans  reffce  5  6c  l'on  aura  par  ce  moyen  une  valeur  de  f  ou 

deS' 

Si  la  nouvelle  réduite  qu'on  trouve,  après  avoir  fubftitué 

dans  la  réduite  dont/ eft  l'inconnue,  les  valeurs  de^^^j 
étoit  abaifîee  d'un  degré ,  une  valeur  de  ff  feroit  zéro. 

30.  On  fubftituera  la  valeur  de /ou  de  g,  qu'on  vient 
de  découvrir,  dans  l'équation  de /ou  de  g  linéaire,  mife  à 
part  ^  6c  les  valeurs  de  fèc  de  g  étant  ainfi  découvertes ,  on 
les  fubftituera  dans  xx  -k-fx  -*-g=  o,  6c  l'on  aura  la  pre- 
mière des  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent 
la  propofée:  On  fubftituera  encore  les  valeurs  découvertes 
de /6c  de  g,  &c  celles  de  py  dans  le  quotient  xx  — fx-^$ 

—  % 

fc=  o ,  &  l'on  aura  la  féconde  équation  du  fécond  degré  qui 
compofe  la  propofée. 
4°.  On  trouvera  les  racines  de  ces  deux  équations  du  fécond 
*  76.  degré ,  *  &  l'on  aura  les  quatre  racines  de  la  propofée. 

Avertissement. 

£03.  vJ  N  mettra  ici  avant  les  exemples,  toutes  les  formules 
dont  on  a  befoin  pour  les  réfoudre. 

L'équation  générale  eft  x*-*-pxx  -+-  qx  -4-  r  =  o. 

La  première  des  deux  équations  du  fécond  degré  dont 
elle  eft  compofée ,  eft  xx  -+-/*  ■+•  g  =  o  >  la  féconde  eft  xx, 
— fx  -\-p  =  o, 

La  réduite  pour  trouver/,  ou  ff3  eft  f  -*-  ij>f* ■+• ppff 

—  Vff 

—  ??  —  o, 
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Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  ff&  de  /par  cette 

réduite,  la  formule  pour  trouver  g,  eft  g  =  /* ~*~*T~?  =  ff 

4-  |  —  |>  5   ainfi  n+/^+g  =  o,    =  AT*  -i-/v  -h  Ç  4-  J. 

—  J  =  o  3    ôc  */<; — /x  4-^=0,    =Arx — /x-i-^4-| 

—g: 

La  formule  pour  trouver  g ,,  quand  g  eft  commenfurable, 
eft  g6  — pgs  —  rg  4-  ipr£  —  rrgg  — prrg  4-  rl  =  o. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  g  par  cette  réduite,; 
la  formule  pour  trouver  f3  eft  /=  g|^. 

On  remarquera  que  le  calcul  eft  plus  court  en  fe  fervant  de 
la  formule  de  la  réduite ,  dont  /eft  l'inconnue  3  qui  n'eft  que 
du  3e  degré ,  6c  par  laquelle  on  trouvera  toujours  la  valeur 
de  /,  quand  la  grandeur  repréfentée  par  f3  eft  commenfura- 
ble 3  ou  quand  même  /étant  incommenfurable,^ eft  com- 
menfurable 3  6c  que  le  calcul  eft  plus  long  fï  Ton  fe  fert  de  la 
formule  de  la  réduite,  dont  g  eft  l'inconnue ,  qui  eft  du  6e  de-; 
gré,  6c  qu'on  ne  peut  réfoudre  que  quand  g  eft  commenfurable* 

Exemple       I. 

1  Our  trouver  les  quatre  racines  de  l'équation  at4—  iax? 
4-  zaaxx  —  zax  4-  a*  ===  o  ,   on  ôtera  d'abord  le  fécond 

—  ce  XX 

terme  de  cette  équation,  en  fuppofant  x=y-**  \  ai  Se 
fubftituant  la  valeur  de  x  dans  la  propofée  ,  on  aura  y* 
4-  f  aayy  —  a%y  4-  ^  a*  =  o,  qui  n'a  pas  de  fécond  terme. 


—  ccyy   —  accy  —  ^  aacc 

Afin  que  l'équation  générale  x*  -*- pxx  4-  qx  4-  r  =  o,1 
repréfente  cette  équation ,  on  fuppofera  4-^  =  4-  {aa  —  cc3 
4-  q  =s  —  ^3  —  ace  3  -**  r  =  -\-Yë  a  —  ~  aacc. 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  $  >  q ,  r3  dans  la  réduite  f* 
4-  ipf*  +-j>pff —  qq  =  o  ,  6c  l'on  aura  la  réduite, 

/*  H-  ^^/4  ^y/ &         =  °« 

—  iccP  4-  c  j/  — ■  za*cc 
— —  aac 
On  divifera  cette  réduite  par 7/—  ^  —  ^  =  o,  (<**  4-w 
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eft  un  divifeur  du  dernier  terme,  )  6c  la  diviflon  fe  faifant  fans 

refte ,'.  on  aura  ff  =  aa-+-  ces  6c  f=  V aa  -+-  ce. 

On  fubftituera  ces  valeurs  de.ff&  de  jf,  dans  g  =4  -+-  | 
—  J ,  6c  l'on  trouvera  g  *=  \ ua  ^  \  c c%.  \  aa  —  \cc 

a1  ^  ace           ,              «V^4-«X  V^« -4-  ce  ,  _ 

4-  —=^=  =\aa+ * — — -  ~=z\  aa-±\  a  x 


Vaa^rcc.  On  fubftituera  les  valeurs  de  /6c  de  g  dans  xx 
^fx  ■+•  %  =0  j  6c  on  fubftituera  les  mêmes  valeurs  6c  celle 
de  j?  3  dans  xx  — fx  -t- j?  =  o,  où  l*on  fuppofera  que  x  repré^ 

—g 

+# 

fente  y  ',  Se  l'on  aura  yy  -t-y  Vaa  -*-cc  -4-  \aa  -t-  \  aV 'aa  -k  ce 

s=  o  j  6c  jj/j/  —  y  V  aa  ■+■  ce  -+r  l  ^  —  \  a\/  aa  -\-  ce  =  o  :■. 
ce  font  les  deux  équations  du  fécond.,  degré  qui  compofent 
y!  4-  f  aayy  3  6cc. 

7"  ccjy 

Enfin  on  trouvera  par  le  premier  Problême  les  racines 
dé  ces  deux  équations  du  2  e  degré,.  6c  l'on  aura  les  quatre 
racines-  de j/+-j-  |^j/j/36cc.  qui  font  la  ire,  y  =  —  |  v' 44  -+-  ce 
—  ccyy 

4-^ — \aa-*-^cc —  y^^^^"*"^^  ^a  ^r/  — —  ->/  aa  ■+■  ce 
— ^ — \ aa -+- i- f g — }^ ^^hTfT-  la  3e ,  y  =^  \  y/  aa+- ce- 
•4-^ — \aà->r±cc->(-\a>/ aa->r-cc\  la  4e ,  y  =s  4- £  v/ ^  -h  ce. 
> —    —  •f  aa  4*  ^  f  f  -+-  \  a  V  aa  -t-  ce. 

Subftituant  les  valeurs  de  j/ dans  x==j/-+-  —  a,  on  aura  les 
quatre  racines  de  la  propofée  :  ire  5  *  =-  l  a  —  {Vaa-hw 

"**     —  \;aa-*"icc —  \ayJ aa-^cc,   2e   x==La Waa-hcc 

r _  z  z    

— v  —  \.aa-)r\cc  — \aVaa  ■+-  ce,   ^ e   x  __  i a  + 1  y/ aa. 


•4-V 

~  *ta  -i-  £  rr  h-  \  a  >/  <*<*  -i-  ce. 

Exemple      IF; 

1  Our.  trouver  les  racines  de  l'équation  x — yixx-hyx 
H-  12  =0,  on  fuppofera -*-;»  =  —  32,  4-^==^-  5  ,  -*-r=: 
4-  1  2.  On  fubftituera  les  valeurs  de  />,  ^  r,  dans  la  réduite 
dont  /  eft  l'inconnue  ,  6c  l'on  aura  pour  la  réduite  de  la 

propofée , 
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propofée,/6 —  64-p-*-  97&ff —  25  =  0.  On  divifera  cette 
réduite  par  ff-*-  ou  —  un  diviieur  exad  du  dernier  terme  25 , 
&  on  trouvera  que  la  divifion  fe  fait  fans  refte  par  ff —  25 
=  o  s  d'où  l'on  déduit  ff~  2  5  ,  &  /=  5 .  Subftituant  cette 
valeur  de  /  dans  g  =  ^h-  f  —  -2 ?/  ,  PÔ»   trouve  g  =  %* 

—  1^ L.-—,  —  *°  =  —  4..  Subftituant  ces  valeurs  de  f 

&  de  g  dans  xx-h/x-i-g  =  o,.&  dans  xx — fie  ■+•£  =  o, 

"-g 

on  aura  pour  la  première  des  deux  équations  du  fécond  de- 
gré qui  compofent  la  propofée ,  xx-+-  jx  — 4  =  o  5  &ppur- 
la  féconde  xx  —  $x  —  3  =0. 

En  réfolvant  chacune  de  ces  équations,  on  trouve  que 
les  quatre  racines  de  la  propofée  font  x  ==  — 7  -*-  v7^, 

E    X    E    M    P   L    E         III, 

|7  O  u  r  trouver  les  racines  de  x4  —  1  8xx  •+•  14.x  — •  3  ==  o , 

on  fuppofera  -h p=  —  18,  +  ^  =  +  24- ,  -h  r  =  -^-  3. 

On  fubftituera  ces  valeurs  àe-p^\  r3  dans  la  réduite  dont/ 

eft  l'inconnue ,  6c  l'on  aura  pour  la  réduite  delà  propofée, 

f —  36/^4-  tféff —  576  =  o.    On  divifera  cette  réduite 

par  ff- —  ou  -f-  chaque  divifeur  du  dernier  terme ,  &:  l'on 

trouvera  que  ff —  12  =  o  ,  fait  la  divifion  fans  refte  5  d'où 

l'on  déduira ff=  12 ,  £t  f==  V  12.  Subftituant  cette  valeur 

de/  dans  g  =-  f{  -+- 1  — ^ \   on  trouvera  g  =  ±f  —  ^ 

i± 5 »4 2 1A    Qr  -i-^  —  V^i  —  \/r?  • 

i\iz 3  zyn. 3  vu"  Vu Vu  Vli' 

ainfi  g  =  —  3  —  v'n'.  Subftituant  les  valeurs  de  /  &  de  g 
dans  atx. •+• /3c  -t-g  =  o,.  oc  dans  xx —  fx  -h^=  o,   l'on* 


a 


aura  xx  ■+*  xV-11  — 3    =0  ,    èc :  xx —  xVn  — 3    =  o>  = 

VU  -*-  >/l2 

pour  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  la 
propofée.  On  en  trouvera  facilement  les -racines  par  le  pre- 
mier Problême.  *  ■■  7?» 

Exe    m   p   l   e<     I V-."- 
P  O  "u  R  trouver  les  racines  de  x4  -+-  4-xx  —  4x  •+-  15  ==0, 
on  fuppofera-  m-  p.  =--*-  4 ,   •+-  #  ==  —  4 a  '  -*-  r  =  -*■  1  j.   On 
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fubftituera  les  valeurs  de  f9  q3  r3  dans  la  réduite  dont 'Tin- 
connue  eft/j  oc  Ton  aura  la  réduite  de  la  propofée  f6-k-  8/* 

447/ —  16  =  o  :  on  divifera  cette  réduite  par  ff—  ou  -+- 

chaque  divîfeur  du  dernier  terme,,  &;  on  trouvera  queff 
—  4==o,  fait  la  divifionfans  refte  5  d'où  l'on  déduira^r=4.J 
&/=  i.  Subftituant  la  valeur  de  /dans  g  s=s  #  -*-  |  —  ^ 
on  trouvera  g=n=±-t-±-+-*z=^  Subftituant  les  valeurs 
de  /  &  de  g  dans  ^  +  /n-g=o,    **  —  /#  -+-  ^>  =  o  ^ 

—  & 

on  aura  xx  «4-  ia;  -h  5  =  o  ,  Se  xx  —  ix  -+-  5  =  o.  Ce  font 
les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  la  pro, 
pofée.  On  en  trouvera  facilement  les  racines  par  le  premier 

*  76.    Problême  ,  *  qui  font  toutes  imaginaires. 

La  démonftration  de  ce  cinquième  Problème  a  déjà  été 

*  67.    donnée  dans  la  quatrième  Section  du  quatrième  Livre.  * 

"Démonftra- 
tion du  ;e     III.  Lorfque  le  co'èficient  repré fente  far  f  dans  V équation  xx 

Problème.        -h  f x  -t-  g  =  o ,  &  le  dernier  terme  g ,  font  incommenfurables, 

1 04.  y  O  1  c  1  une  méthode  pour  réfoudre  ce  cas  dans  plufîeurs 
rencontres  :  On  fuppofera  les  deux  équations  du  fécond 
degré ,  qui  repréfentent  par  leurs  indéterminées  les  deux 
équations  qui  compofent  la  propofée  j  on  les  fuppofera , 
dis-je ,  avec  des  incommenfurables  au  fécond  &  au  dernier 
terme  -y  par  exemple ,  la  première  fera  xx  —  x  Vf-*-  g  =  o  , 

èc  la  féconde  xx-*-xi/f-*-g  =0  :  on  les  multipliera  Tune 

±Vf 
par  l'autre,  &  Ton  aura  le  produit  x* — fxx  4-  ifx-*-gg—o. 

■+-  igxx  / 

L'équation  générale  fera  x*  _|_  fxx  ZjH  qx  4-  r  =  o. 

On  comparera  les  termes  correfpondans   de  ces  deux 

équations ,  &  l'on  aura  les  trois  équations  particulières  qui 

fui  vent:  ire5  — /-t- 2g  =  •+;>;  d'où  l'on  déduira  g  sss+.iiA 

2%   2f=:q3f===J;  ^^gg—f^^r. 

L'indéterminée  /eft  connue  par  la  féconde  équation/ 

b=  |  :  Subftituant  fa  valeur  dans  la  première  ,   l'on  aura 

L'équation  ##  —  xVf-*-  g  =  o  ,  fera  atat  —  x^^  +  J 
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■+•  t  —  ^  z  ===  °  >  &***  -h  *v/-*-  g  =  o  3  fera  .va;  -\-  xV  ~  q 

-HtP  +  ï  f-Wj^—O: 

application  de  cette  méthode  à  un  exemple. 

POur  trouver  les  racines  de  x* —  \%xx  ■+-  24^  —  3  ==?  o , 
on  fuppofera  — p  =  —  18 ,  ou  ^=18  -,  ^  =  24^  Se  — .  r  = 
—  3,  ou  r  =  3-  On  fubftituera  les  valeurs  de  p3  qJ  r3  dans 
les  deux  formules  précédentes,  &  l'on  aura  xx  — xVn  — 9 
-h  6  —  )lîi  =  0,  c'eft-à-dire  xx  —  M/12  — 3      =0,  &: 

—  Vu 
xx  «+■  xV  12  — 3     s=s  o;  Ce  font  les  deux  équations  qui  com- 

•irVîl 

pofent  la  propofée  5  on  en  trouvera  facilement  les  racines 

par  le  premier  Problême.  *  *  76, 

IV.  Zorfque  f  &  ff  font  incommenfurables  dans  ly  équation 
compofante'  xx  •+■  f x  ■+•  g  =  0. 

IL  peut  arriver  des  cas  oiif&fffe  trouveront  incommen- 
furables, et  alors  on  ne  trouvera  pas  d'équation  fimpîe  de 
ff —  ou  -h  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  réduite  fs 
-+-  2/?/*,  &c.  qui  divife  la  réduite  fans  refte.  Voici  une  mé- 
thode pour  ce  cas  dans  plufîeurs  rencontres. 

On  pourra  fuppofer  que  les  deux  équations  compofantes 
du  fécond  degré  font  xx  —  x  $f-*-  g    =  o ,  &  xx  4-  x  yf 

4- g     ==0.  Leur  produit  eft  *4  — fxx  4-  ifx  -+-  gg  =  o, 

rir  v'  f  ■*"  2g-*rx         — f 

La  formule  générale  fera  x^Zj^pxxZ{Lqx"^r=o. 

Les  comparaifons  des  termes  correipondans  donneront 
les  équations  fuivantes  :  i^e,  — ^4-  ig  =  Zf.  p  ;  d'où  Ton 
déduit  g  =-■+  1.  p  4-  j.f:iexif=  q-,  d'où  l'on  déduit/=  |  ^  s 

3e,  gg  —  /'===±r; 

On  déduira  de  la  première  Se  de  la  féconde  g  =  -f-i-^ 
H-  i  ^.    Subftituant  ces  valeurs  de/&  de- g  dans  les  deux 

équations  compofantes ,  la  première  fera  xx  —  x  tj\  q~^rp 

^-\q~^.  y  \qx=zos  àc  la- féconde,  xx ■+•  xy.{qzjh{ p-+\q: 

±31*  =  °.  _      , 


\\ 
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.On  appliquera  ces  formules  aux  effcmples ,  comme-on l'a, 
fait  dans  le  cas  précèdent. 

R   E    M    A    R    Q^U    E. 

ON  pourra  diftinguer  quelles  font  les  équations  du  qua- 
trième degré  qu'on  pourra 'réfoudre  par  la  méthode  du  3e 
&  4e  art.  qui  précèdent,  en  fubftituant  les  valeurs  de/ôc  de  g 
dans  la  troifiéme  équation  particulière  gg — /=±n  car 
l'on  aura  \  pp  q=  \  pq  *-  -^  qq  —  \  q  *=  ±  r  ;  ainfi  les  équa- 
tions dans  lefquelles  la  quantité 'I pp  Zfl  ± pq -+-  -^  qq — \q9 
ne  fera  pas  égale  au  dernier  terme  repréfenté  jpar  r >  ne  pourv 
ront  fe  réfoudre  par  ces  méthodes. 

^Méthode  four  trouver  les  deux  -équations  du  fécond  degré  3  dont 
une  équation  du  quatrième  eft  compofèe  5  dans  les  cas  oà  fe 
fervant  die  la  réduite  dont  f  eft  l'inconnue  3  il  arrive  que  la- 
grandeur  repréfenté  e  par  ff  eft  incommenfurable, 

106  Q^AND  aucune  équation  iimple  de  ff — ou -h  un  des 
divifeurs  du  dernier  terme  de  la  réduite/5-*-  ipf*,  &c.  ne 
divife  la  réduite  fans  refte ,  dans  ce  cas  //eft  incommenfu- 
rable.  Pour  réfoudre  dans  ce  cas  la  réduite  fc  -h  ipf*-hppff 

-Vff 
—  qq  =  o ,  tirée  de  l'équation  générale  x*  -\-pxx  h-  qx  -+-  r 
=  0,  on  ôtera  le  fécond  terme  de  la  réduite,  en  fuppofant 
ff=y  —  j  pi  &  après  avoir  fubftitué  y  —  - p  à  la  place 
de  //dans  la  réduite,  on  aura  la  transformée  de  la  réduite 
y  — ■  \ppy  •—  ■~pi=o,  qui  n'a  pas  de  fécond  terme, 
—  49/     -Hf-^r- 

'—■& 

On  fubftituera  les  valeurs  de^r,  q 3  r3  prifes  dans  l'équation 

qu'on  voudra  réfoudre,  &;  où  l'on  aura  trouvé  que  //eft 
incommenfurable  j  on  les  fubftituera,  dis-je ,  ces  valeurs 
dans  la  transformée  de  la  réduite  qu'on  vient  de  trouver  j 
&  on  refondra  l'équation  transformée  par  les  méthodes  du 
troifiéme  degré  ^  de  quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y , 

on  la  fubftituera  dans  ff=?y \p ,  &  l'on  aura  la  valeur 

de  ff:  on  trouvera  enfuite  celle  de  g  =  Ç+-  ■£  —  ff;  après 
cela  on  trouvera  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui 
compofent  la  propofée ,  &:  on  aura  par  leur  moyen  les  quatre 
racines  de  la  propofée. 
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Exemple.1 

J^Our  trouver  les  racines  de  #4 —  50JW-*-  iooa?— ioo 
=  o,  on  fuppofera,  afin  que  l'équation  générale  x*-*-pxx> 
4-  qx  4-  r  =  o ,  repréfente  la  propofée ,  que  -\-p  =  — 50, 
.+-  q  =  4-  ioo ,  +r  =  —  100  3  mettant  ces  valeurs  de  p  3 
q,  r}  dans  la  formule  de  la  réduite  f  4-  ipf\  Sec.  la  réduite 
de  la  propofée  fera  f —  100/*-+-  ijocff —  10000  =  05 
ou  plutôt  on  fubftituera  les  valeurs  de  p yq3  r,  immédiate- 
ment dans  te  transformée  de  la  réduite  y1  —  jffly  —  tï  f 

—  q.ry     4-  -f  pr 

=  o5  Se  Ton  aura  /—  ^y  4-  ^-7—  =  o  3  Se  l'équation 
#=j  —  \p3  fera  ^=3/4-  ^  On  ôtera  les  fra&ions  de 

y3 2122  y  ^  Uoooo  ===  0  ■  en  fuppofant  3j/  =  z^3  Se  y  ses  j  3 

Se  l'on  aura  ^ —  39002^4-  340000  =0.  On  trouvera  la 
valeur  de  s^s  en  résolvant  cette  équation  du  troilîéme  degré 
par  te.  féconde  méthode  générale,  *&  Ton  trouvera  ^=s      *^ 

y  — 170000 — ^26703000000  4-  y7— i7ooo'o 4-^267030000003 
on  fubftituera  cette  valeur  de  ^dans^/  =  f ,  &  ^on  aura  f  ===^"  * 
V — 170000 — \/i  6  7  030  o  o  o  o  o  4-  j  $ — 1700004-^267030000003 
on  fubftituera  cette  valeur  de  y  dansj5r=j/4-  ^f9 ,  Se  l'on 

aura)5r==  ^  4-  y  v^ —  170000  —  ^26703000000  4-  f-x 

v* —  170000  4-  V  2  6703  000000  3  d'où,  l'on  déduira  f  ==■ 

V1^.  ^  1  y — 170000,  Sec.  On  fubftituera  les  valeurs  de  f 
:&de#dansg  =  4-i-j?4-^— &  6c  l'on  aurag  =  —  25 

■J-fV^-  ■+■  f  v  —  170000,  6cc.  On  fubftituera  les  yaleurs 
de  fèe  de  g  ^  qu'on  vient  de  découvrir ,  dans  xx  -\-fx  4-  g 
=  0,  ôc  dans  xx  —  /*  4-  j>  =  o  3  Se  l'on  aura  les  deux 

—  % 

+ff       ■ 
équations  du  fécond  degré  qui  compofént  la  propofée. 

On  trouvera  enfin  les  racines  de  chacune  de  ces  deux 
équations  du  fécond  degré  ,  *  Se  l'on  aura  les  quatre  racines  *7*. 
de  la  propofée. 

G  g  iij 
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R    E    M   A    &    Q^U    E    Sv 

107.  Q.  U  a  N  ï)  les  trois  racines  de  la  réduite,  ou,  ce  qui  re- 
vient à  la  même  chofe ,  de  la  transformée  de  la  réduite,  font 
réelles  &  incommenfurables,  on  ne  peut  en  trouver  la  valeur 
qu'avec  des  expreflions  imaginaires  qu'on  ne  fçauroit  ôter , 
éc  les  équations  du  quatrième  degré  renferment  alors  le  cas 
irréductible  du  troisième  degré. 

Pour  diftinguer  lés  cas  du  quatrième  degré  où.  cela  peut 
arriver,  il  faut  remarquer  que  les  quatre  racines  du  4e  degré 
peuvent  être  ou  bien  toutes  réelles ,  ou  bien  deux  réelles  ôc 
deux  imaginaires,  ou  bien  enfin  toutes  imaginaires. 

Pour  déterminer  ce  qui  regarde  ces  trois  cas ,  il  faut  pren- 
dre des  équations  fimples  dont  les  indéterminées  expriment 
les  raports  des  quatre  racines  dans  chacun  de  ces  cas. 

Premier  cas.  oà  les  quatre  racines  font  réelles. 

1 08.  O  N  fuppofera  que  les  quatre  équations  fimples  font  x  —  i 
- — k  =  o3  x — z-H  k  =0,  x  -hi  —  /=o,  x  -+-  i  -\-  /==  o. 
L'équation  du  fécond  degré  faite  des  deux  premières ,  eft 
xx  — -  zix  -t-  il  =  o  :  celle  qui  eft  compofée  des  deux  autres 

—kk 
eft  xx-+-  zix-\- ii  =  o  j  le  produit  de  ces  deux  équations,  qui 

— //  . 

eft  celui  des  quatre  fimples ,  eft  x* —  liixx  —  zikkx  ■+-  ** 

—  kkxx    ■+■  zillx  —  iikk 

' Il XX  //'// 

^rkkll 

=  o  :  ce  produit  eft  l'équation  indéterminée,  qui  exprime 
les  raports  des  quatre  racines  de  toute  équation  du  4e  degré, 
lorfqu'elles  font  toutes  réelles ,  &  que  le  fécond  terme  en 
eft  évanoui  :  Et  comme  les  équations  du  4e  degré ,  dont  le 
fécond  terme  eft  évanoui,  Se  dont  les  quatre  racines  font 
réelles  ,  doivent  avoir  des  racines  négatives  &  pofitives  : 
10.  S'il  y  en  a  deux  pofitives  &  deux  négatives,  /'  fiirpafiera  k, 
&  i  furpafiera  aufli  /.  iQ,  S'il  y  en  a  trois  pofitives  &  une 
négative,  /'  furpafiera  k,  mais  /  furpafiera  /'.  30.  S'il  y  en  a 
trois  négatives  ôcunepofitive,  k  furpafiera  /',  àc  i  furpafiera  /. 
Il  eft  évident  par  cette  équation  indéterminée,  que  quand 
les  quatre  racines  font  réelles,  le  troifiéme  terme  a  toujours 


L  i  y  k  E    V.  239      .  . 

le  ligne— *;  ainfî  les  équations  où  il  a  le  ftgne  «+•;  ont  né- 
ceflairement  des  racines  imaginaires  j  ce  que  Ton  a  déjà  dé- 
montré dans  le  troifiéme  Livre.  *  *  29; 

On  fuppofera  que  cette  équation  indéterminée  eft  la  I2,eCor« 
même  que  l'équation  générale  x*  •+-  fxx  ■+-  qx  -»-  r=  o  $ 
ain/î  -h  ^  =a  —  2/7  —  kk  —  II,     •+-  q  =  —  i/Aê  h-  2/7/ , 
-*-  r  =  ■+-  /* —  //>£/&  —  ////-+-  kkll. 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  p s  q  3  r s  dans  la  réduite 
f5  .+.  2//4,  &c.  &  Ton  aura  pour  la  réduite  de  l'équation 
indéterminée,  qui  repréfente  les  raports  des  racines,  l'équa- 
tion fuivante      f  —  4/7/4  -*-%iikkff- — 4.11k*    p&Qi, 
—  ikkf*  h-  liillff  -*-  Ziikkll 

~-ziir  +k?ff  —  4/vr 
— ikkiiff 

On  fera  ces  remarques  fur  cette  réduite  :  i°.  Elle  peut 
être  divifée  exactement  par  chacune  de  ces  trois  équations 
iimples  ff —  4//  =  o ,  ff —  kk  —  ikl  —  //  =  o ,  ff —  kk 
«+-  ikl  —  //  =  o  3  par  confequent  toutes  les  racines  de  la 
réduite  (ont  réelles,  6c  même  pofîtives,  quand  toutes  celles 
de  la  propofée  font  réelles:  20.  Le  fécond  terme  de  la  ré- 
duite a  toujours  le  flgne — .  30.  Le  troifiéme  terme  delà 
réduite  a  toujours  le  ligne -h-,  car  -+•  Siikk  -+-  8/7//  font  des 
grandeurs  positives,  &  -+-  k* —  ikkll  ■+-  /*.,  eft  le  quatre  de 
kk  —  ll9  qui  eft  par  confequent  poiitif. 

Second  cas  lorfque  deux  racines  font  réelles  3  &  deux  imaginaires. 

LE  s  quatre  équations  fîmplesqui  repréfentent  les  raports 
des  racines ,  feront  x  —  /'  —  k=  o,  .xr  — -  /  -i-  £  =  o ,  x  «+•  i 

V7 //  =sa  O  ,    X  -*-  i  -hV  //  r=  O. 

Le  produit  des  deux  premières  eft  xx  —  zix  ■+•  /V  =  o. 

—  kk 
Le  produit  des  deux  imaginaires  eft  xx-±-iix  -+-  /7  ===  o. 

-h  // 
Le  produit  des  quatre  eft  x* —  2/7#;<;  —  2/&&#  ■+-  P  =0. 

—  i^fx  —  nllx  —  iikk 
•+•  //#a;  -t-  //// 

—  ££// 
Ce  produit  eft  l'équation  qui  exprime  les  raports  des  quatre 
racines  de  toute  équation  du  4e  degré,  dont  deux  racines 
font  réelles,  &  deux  imaginaires. 
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Pour  trouver -la  réduite  de  cette  équation,,  on  fuppofëra 
qu'elle  eftla  même  que  x*-)rfxx  -*■>  qx  -+-  r  —  o  -y  ainfi  n-^ 
— zii  —  kk  -+-  // }   ■+-  q=  —  likk—  2/7/,  +r=  +  i*' 

—  iikk-*-  iill  —  kklL  On  fubftituera  ces  valeurs  de  p3  q 3j5 
dans  la  réduite  f  -+-  zff%  6cc,  &  l'on  aura 

fs — ^Ufî    -^  tiikkff  —  4-iik*    =o„ 
__  ztef*  __  8«7/jjT  -*-  %iîkkl{ 
-h  zllf*    -+■  £*#"      —  4iïC 

■*-  Vf 

On  remarquera  fur  cette  réduite  qu'elle  peut  être  exacte- 
ment divifée  par  chacune  des  trois  équations  (impies  ff 

— 4//=  o,ff—  kk-+-  II  —  V- — 4&MI  =  o ,  ff—hk  -+•  /£' 

^«  y/'ZZ~^kkfl  =  o  5  par  confequent  quand  une  équation  du 
quatrième  degré ,  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  a  deux 
racines  réelles  &  deux  imaginaires ,  fa  réduite  a  une  racine 
réelle ,..  6c.  deux  racines  imaginaires. 

Troijîème  cas  lorfque  les  quatre  racines  font  imaginaires. 

eio.  Le  s  quatre  équations  fimples  qui  expriment  par  leurs 
indéterminées  les  raports  des  quatre  racines  des  équations 
du  4e  degré ,  qui  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires ,  6c  le 

fécond  terme:  évanoui ,  font  x —  i — V  —  kk  .=■  o ,  x'. i 

.+.  y/  — kk  =  o3   x  -\-  i  — y/  —  //=o}  x  -h  *  •+-  y/ // 

s=  o  :  Le  produit  des  deux  premières  eft  xx —  iix  •+-  il  =  o  5 

•\-kk 
celui  des  deux  antres  eft  xx  ■+-  iix  •+-  ii  =  o  :  Le.  produit: 

-k~  Il 
des  quatre  eft  x4  —  -liixx  -*-  2/££#  -h  z*+    =  o. 

•4-  ££.*.*; zillx    •+•  iikk 

-H  //x«  •+-  //// 

H-  &&//' 

Et  Ton  remarquera  que  dans  toute  équation  du  4e  degré, . 
dont  les  quatre  racines  font  imaginaires,  6c  le  fécond  terme 
évanoui ,  le  dernier  terme  a  toujours  le  figne  -+-. 

Pour  trouver  la  réduite  de  cette  équation  ,  on  la  fuppo- 
fera  la  même  que  x4  -+•  pxx  -+-  qx  -+-  r  =  o  j  ainfi  h-  />  = 

—  lit  •+■  kk.  -\-ll3  -+•  q  =  -h  2/'££  — 1/7/ ,  -h  r  =  -h  /'+  -4-  iikk 
-t-  Hll-±-kkLL  On  fubftituera  les  valeurs  de/^  7,  r,  dans  la  ré- 
duite 
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duite  f  -*-  x$f  &c.  &  l'on  aura/'  —  4/ïf4  —  Siikkff—  \iifc  =  o, 

+  ikkf--%iillff   +  2iikkll 

^lUf  -»r  tfff        — 4i//4 

— .  ikkllff 
+  r/f 

On  remarquera  fur  cette  réduite,  i°.  qu'elle  peut  être 
exactement  divifëe  par  chacune  de  ces  trois  équations  fim- 

.  pies  ff 4/V  =  O  ,  ff~k-  ^+2^4-//=Oj  //•+-  kk  —  ikb 

-h  //  =  o  3  par  conséquent  la  réduite  de  toute  équation  du 
quatrième  degré,  dont  les  quatre  racines  font  imaginaires,, 
&le  fécond  terme  évanoui,  a  les  trois  racines  réelles. 

20.  Quand  le  fécond  terme  de  la  réduite  a  le  fîgne— -r 
c'eft-à-dire,  quand  4//'  furpafïe  ikk-*-ill3  il  efb  évident  que 
le  troifiéme  terme  de  la  réduite  a  auiîi  le  figne  — ,  car  M 
-+-  //  furpafle  kk  — //  5  ainfi  multipliant  kk  ■+■  Il  par  —  8/7 , 
qui  furpafTe/^  — //,  &  -multipliant  kk  —  //par  ££ —  //_,  le- 
premier  produit — &iikk —  %iill  furpafTera  le  fécond  k^ 
—  ikkll+l^ 

Marques  certaines  pour  difiinguer  les  cas  ou  les  équations  du  4e' 
degré  3  dont  le  fécond  terme  efi  évanoui  y  ont  toutes  leurs  racine  s: 
réelles  j  les  cas  où  elles  en  ont  deux  imaginaires  5  ceux  où  les  qua- 
tre font  imaginaires  l  &  enfin  les  cas  ou  on  feui  les  rè foudre. 


L  fuit  de  ces  remarques,  10.  que  quand  le  troifiéme  terme 
d'une  équation  du  4e  degré ,  dont  le  fécond  terme  eft  éva- 
noui, a  le  fîgne  -h,  il  y  a  des  racines  imaginaires,  *  &  fi  à  * ïo3« 
même  temps  les  racines  de  fa  réduite  fonr  toutes  réelles  3  &  *& 
(ce  que  Ton  connoîtra  en  faifant  évanouir  le  fécond  terme  I} 
de  la  réduite  3  car  fi  le  cube  du  tiers  du  coëricient  du  troi- 
fiéme terme  de  la  transformée  de  la- réduite ,  fuî*pafîe  le 
quarré  de  la  moitié  de  fon  dernier  terme,  ou  lui  eft  égal, 
les  trois  racines:  de  la  réduite  feront  réelles.  *)  Alors  les  ■*84.&J< 
quatre  racines  font  imaginaires*  3  car  s'il  n'y  avoit  que  deux  *  IIo; 
imaginaires  dans  la  propofée  ,   deux  racines  de.  la.  réduite, 
ièroient  imaginaires.*  *ie$i 

De  plus, quand  le  fécond  terme  de  làréduite  d'une  équation  : 
du  4e  degré,  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  a  le  fîgne  — ,. 
èc  que  le  troifiéme  terme  de  la  même  réduite  a  encore  le 
figne — -,  les  quatre  racines  de  l'équation  font  imaginaires.*  *33o, 
Tome  II-  H  k 
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•  Quand  on  a  donc  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  marques, 
l'équation  eft  réfolue  5  car  on  fçait  que  le  Problême  ren- 
ferme contradi&ion  ^  6c  ne  peut  avoir  aucune  réfolution 
réelle. 

20.  Quand  le  troifiéme  terme  d'une  équation  du  4e  degré, 

dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  a  le  ligne  -t-,  6c  que  le 

dernier  terme  a  le  iîgne  — ,  il  eft  certain  qu'il  y  a  deux 

racines  imaginaires,  6c  deux  racines  réelles  ,  car  le  dernier 

*j*q.  terme  auroit  -4-  s'il  y  avoit  quatre  imaginaires.  * 

Quand  le  troifiéme  terme  d'une  équation  du  "4e  degré  5 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  a  le  ligne  — ,  &  qu'en 
même  temps  la  réduite  de  cette  équation  a  une  racine 
réelle,  6c  deux  racines  imaginaires ,  il  eft  certain  que  l'équa- 
*':io$.,  tion  a  deux  racines  imaginaires,  &  deux  racines  réelles.* 
Or  on  connoîtra  que  la  réduite  aura  une  racine  réelle  êc 
deux  imaginaires.,  en  faifant  évanouir  le  fécond  terme  de 
la  réduite,  car  fi  le  cube  du  tiers  du  coëficient  du  troifiéme 
terme  de  la  transformée  de  la  réduite  eft  moindre  que  le 
*$3,  quarré  delà  moitié  defon  dernier  terme,  *il  eft  certain  que 
Ja  transformée  aura  une  racine  réelle  6c  deux  imaginaires  5 
par  confequent  la  réduite  auffi  ;  d'où  il  fuivra  que  l'équa- 
tion propofée  aura  deux  racines  réelles  6c  deux  imagi- 
naires. 

On  peut  toujours  réfoudre  l'équation  du  4e  degré,  lorf. 
qu'elle  a  deux  racines  réelles  6c  deux  imaginaires,  par  la 
*  106. -féconde  méthode  ci-deifus,  *  6c  parla  féconde  méthode 
*$*..  générale  du  troifiéme  Problême.  * 

3°-  Quand  une  équation  du  4e  degré,  dont  le  fécond 
terme  eft  évanoui ,  a  le  ligne  —  au  troifiéme  terme ,  6c  que 
le  fécond  terme  de  fa  réduite  a  aufïï  le  ligne  — ,  6c  le  troi- 
sième terme  de  fa  même  réduite  a  le  figne  -+-,  6c  que  de 
plus  les  trois  racines  de  la  réduite  font  réelles ,  il  eft  cer- 
*ia8.  tain  que  les  quatre  racines  de  l'équation  font  réelles.*  On 
connoîtra  que  les  trois  racines  de  la  réduite  font  réelles ,  en 
faifant  évanouir  le  fécond  terme  de  cette  réduite  ^  car  fi  le 
cube  du  tiers  du  coëficient  du  troifiéme  terme  de  la  trans- 
formée de  cette  réduite,  furpaffe  le  quarré  de  la  moitié  du 
dernier  terme  de  la  même  transformée,  ou  lui  eft  égal ,  il 
eft  certain  que  les  trois  racines  de  cette  transformée ,  ôc  par 
***..**.  confequent  de  la  réduite,  font  réelles.* 
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Dans  ce  cas  fi  les  racines  de  la  transformée  de  la  réduite 
font  commenfurables ,  ou  du  moins  quelqu'une ,  on  peut 
toujours  trouver  les  quatre  racines  de  l'équation  par  les 
méthodes  du  Problême  précèdent.  Mais  fi  toutes  les  racines 
de  cette  transformée  de  la  réduite  font  incommenfurables, 
la  réfolution  de  la  réduite  de  l'équation  renferme  alors  le 
cas  irréductible  du  troifiéme  degré.  *  *  o<^ 

P  R  O  B  L  Ê  M  E     V "L 

1.1 2.  TrOVVBR  les  quatre  racines  d'une  équation  du  4e  degré  3 
fans  en  faire  évanouir  le  fécond  terme. 
On  fuppofe  que  l'équation  générale  du  quatrième  degré 
efl  x4  -t-  nx}  -+-pxx  -+-  qx  -h  r  =  o. 

P  re  m  iere     Méthode. 
KJ'N  fuppofera  que  les  deux  équations  du  fécond  dëo-ré  3, 
qui   compofent  l'équation  du  4e  degré,  font  représentées^ 
par  les  deux  équations  indéterminées  xx  -4-fx  •+-  h  =  o, 

•+-  gx  •+•  i 
xx  -t-fx  •+■  h  sss-o*- 
— %x  —  i 
Leur  produit  eft  a;*-h  ifx'-^rffxx  4-  îfhx  ^-bb  =  o, 

— êgXJC  —  igtx  —  ii 
-h  ibxx 
On  comparera  les  termes  de  ce  produit ,  excepté  le  premier,'., 
avec  les  termes  correfpondans  de  l'équation  générale ,  Se 
l'on  aura  les  quatre  équations  particulières  qui  fuivent,.dont~ 
on  fe  fervira  pour  déterminer  les  indéterminées  ,  ôc  Yàm 
confervera  l'indéterminée  b  pour  en  faire  l'inconnue  de  la 
réduite  :  ire,  ■+-  n  =^+  2/j   2e,  •+•/>  ==  -^ff — gg  h-  ib  -, 
3  e  5  h-  ^  =  -f-  2/^  —  2g/  j   4e ,  h-  r  ==  -i-  Z?Â  —  zï.  On  aura1 
par  la  première  f=.±~3  Sc//f=^j  on  fubftituera  la  valeur 
de  ff  dans  la  féconde  ,  ôc  l'on  aura  gg  —  Ç'-f-  ib—p3  &■'■ 
g  =  ^"  +  2^  —  /.  On  fubftituera  les  valeurs  de/&:  de  g 
dans  la  troifiéme 3  8c  l'on  aura  ^  =  »Z»  — - 2i vf^-H2^  — / » ;; 

ou  Ion  déduira  z=g=  *       -,  &  u sa»  — ,   e/      ■     ">-. 

on  fubftituera  cette  valeur  de  «  dans  la  quatrième  équation  y. 
&  l'on  aura.-*-  r^bh  —  1^  ff^g;   On  mettra  cette: 

H  h  ij, 
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équation  en  ordre  par  raport  à  l'inconnue  h  3  èc  Ton  aura 
$b\ —  4#hh  *+■  znqh  —  qq  =  o. 
h- —  8r£    —~  »#r 
H-  4/r 
On  réfoudra  cette  équation ,  c'eft-à-dire,  on  trouvera  la 
valeur  de  h  par  les  méthodes  du  troisième  degré,  (transfor- 
mant auparavant  l'équation  en  une  autre  dont  le  premier 
terme  n'ait  pas  d'autre  coefficient  que  l'unité.) 

On  fubftituera  enfuite  les  valeurs  de/,  g,  bs  i3  dans  les 
deux  équations  xx  *+-  fx  ■.•+■  h  ,=»  o  ,      xx  -4-  fx  h-  h  ==  o  , 

H-  g  AT  -+-  z  —  gx  — <-  i 

laiffant  h  au  lieu  de  fa  valeur  pour  abréger  le  calcul  ;  &  l'on 
aura  ces  deux  équations  du  fécond  degré , 

xx  ■+■  i  nx  ■+-  h 

=  o. 


-*-aV£ 
ATAT  *4-  y  #A? 

nn-¥-  zh- 

—  î 

nh- 

h 
■nh 

—  % 

âS 

\nn->r  i.b 
■+-  q 

—î 

On  réfoudra  enfuite  chacune  de  ces  équations  du  fécond 
J 6.  degré  par  le  premier  Problême,  *  &;  Ton  aura  les  quatre 
racines  de  la  propofée,  ou  plutôt  les  quatre  formules  qui 
les  expriment  d'une  manière  générale. 

Comme  il  eft  plus  commode  de  trouver  tout  d'un  coup  la 
-réduite  dont  h  eft  l'inconnue,  qui  n'ait  au  premier  terme  que 
l'unité  pour  coefîcierit ,  au  lieu  de  fuppofer  les  deux  équa- 
dons  indéterminées  xx  -hfx  -t-  />  =  o ,  xx  -*-  fx  -+•£==  o, 

-+-  gx  -Jr  i  —  gx  — -  i 

on  fuppofera  celles-ci  xx  •+-  T  #*  h-  y  &  =  c , 

■*-$*     +à 

xx  -t-  l  nx  •+-  -ï-  £  =  o, 

où  il  n'y  a  que  trois  indéterminées  g,  h ,  i.    On  fuppofera 
que  leur  produit  x*  -*-  nx*>  -+-  £  ««atat  -h  f-  tz£a;  -*-  i  M  =  o , 

—  ££**   —  «      —  é 

eft  la  même  équation  que  x*-*-nx%  -+-  pxx  -+-  qx  -*-  r  =  o  :> 
ainfi  chaque  terme  du  produit  .eft  égal  au  terme  correfpon- 
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dant  de  l'équation  générale  h  ce  qui  donne  trois  équations 
parceque  le  premier  ôc  le  fécond  terme  n'en  donnent  pas  t 

Irc,  H-/  =  ^»« — g£**"^'    2%  -^q=^-h~nh —  /;i  3 e,  -4-  r 

---  -h  1  /;£  —  ^L.  La  première  donne  gg  =  .^  ««  .+.  h  — p  ; 
Se  g  =  V~nn-^h — $  :  la  féconde  donne  is=j.nh — q9 
&  ii  =  i  nnhh  —  nqh  -¥•  qq.  On  fubftituera  les  valeurs  de  gg 
6c  de  il  dans  la  troifiéme  équation  ,  &;  l'on  aura  -+-  y  =  ^  hh 

T  wiâA -{-nqh  —  qq  ,  , 

—  \nn-\-  \h  —  4p — >  on  ordonnera  cette  équation  par  ra- 
port  à  l'inconnue  £ ,  &  l'on  aura  Z>?  —  $hh  -h  »#£  —  qq  =  o-3 

—  \rh  —  nnr 

e'eitla  réduite  de  l'équation  ;  elle  n'eft  que  du  troifiéme  de- 
gré ,  &,  fon  premier  terme  n'a  que  l'unité  pour  coefficient. 

On  trouvera  la  valeur  de  h  par  le  moyen  de  cette  réduite, 
en  fe  fervant  des  méthodes  du  troifiéme  degré  j  on  fubfti- 
tuera enfuite  les  valeurs  de  h3g3  i ,  dans  les  deux  équations 
indéterminées  xx  •+■  ~  nx  •+■  \  h  ssss  o  ,  xx  ■+-  \  nx  ■+-  ~  h  =  o , 

-H  g*     -*-4  —  gx    —  £ 

îaiuant  £  au  lieu  de  fa  valeur,  pour  abréger  le  calcul  j  6c  l'on 
aura  ces  deux  équations  : 

=  o. 


XX  •+■  7  »JC 

Irc,         «+-^v/^»»-4-^ — / 

ATÀT  -*■  |  71X 

—  \  nh  -\-  q 

—v 

2e,          X  V^^M  +  Â  $ 

2  V^nn-^-h — f 
'^implication  de  cette  méthode  à  un  exemple. 
Pu  u  r  réduire  cette  méthode  en  pratique,  quand  on  aura 
une  équation  à  réfoudre,  par  exemple,,  x* —  iax*-h  zaaxx 

—  ce  XX 

. —  ia>x  ■+-  a*  =  o ,  on  fuppofera  que  cette  équation  eft 
repréfentée  par  l'équation  générale  a:4  -+-  nx1  •+-  fxx  -+-  qx 
H-  r  =  05  ainfi  •+■  «  =  —  ia3  -+-p=s=-*-  raa  — ce ,  -H  q  == 
—  2^,  -w==h-^+.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  n,p3q3  r3 
4ans  la  réduite  h1  — ?hh  -t-  nqh  —  qq  =  o  ,  &  Ton  aura 

—  ^rh  —  nnr 

-i-  q.pr  H  h  iij 
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pour  la  réduite  de  la  propofée,  h  —  zaahh  —  ^aïcc  ==  o. 

■+-  cchh 
On  trouvera  la  valeur  de  h  dans  cette  équation ,  en  cher- 
chant Ç\  elle  ne  peut  point  fe  divifer  par  h  —  ou  -+-  un  divi- 
seur du  dernier  terme  —  ^.acc,  6c  Ton  trouvera  qu'elle  fe 
peut  exactement  divifer  par  h  —  iaa=  o  3  ainiî  h  =  laa. 
On  fubftituera  cette  valeur  de  h  dans  chacune  des  deux 

équations  du  fécond  degré  xx  -t-{  nx -+-,  &c. 

-**  x  V  -^  nn  ■+-  h  —  p 
èc  l'on  aura  pour  là  première  xx  —  ax  h-^sso, 

+  xv/  aa -+-  rc 
Se  pour  la  féconde ,  xx  —  ax  -\-.aa  =?  o. 

—  x>J  aa-\-  ce 

7°*        On  trouvera  par  le  premier  Problême  *  les  racines  de  ces 
deux  équations,  &  ce  feront  les  quatre  racines  de  la  propofée  : 


Irc> 

X 

>x 

X 
X 

= 

2. 

1^ 

2 

I 

1 

^ 

a  — 
a  -+- 
a-\- 

■  jVaa-*-  ce 

—vCI 

•{-^  ■+- 

4 

-dVaa-Jt-ccj 

*s 

~V '  aa-\-cc 

-~aa->r 

\cc  — 

•\a>J aa~\-ccy 

3e, 

~y/ da-*-cc  -H^-r- 

-da  H- 

\CC^T 

jdV aa-*-cc> 

4e, 

Y  \/^^  -+■  ce 

_v_ 

•    £•  ^^  ■+" 

\cc^ 

\ay/ '  aa-^  ce. 

Démonstration. 

\^j  Et  t  e  méthode  eft  aflez  démontrée  par  les  démonftra- 
tions  de  l'ufage  des  indéterminées  dans  les  équations  3  iî  l'on 
en  veut  une  autre,  il  n'y  a  qu'à  multiplier  les  deux  équations 

xx  «+-  \  nx  •+--  h 


x 


V±nn-i-h  —  p  -k-\nh  —  q 


2  V  ±  nn  -+ 
xx-*r\nx  •+■  1  h 

—  x  V '  \nn->rh  — p    —  j-nh-t-q 


2  >/ 1-  nn  -+-  h  — p 
Tune  par  l'autre ,  &  mettre  dans  le  dernier  terme  du  pro- 
duit la  grandeur  -t- r,   à  la  place  de  la  grandeur  +^M 

~i7»-+^k-7pqqy  ^ui  lui  eft  éSale  >  &  le  Produic  ^era 
l'équation  générale  x*  -h  »xj  ■+•  /.vx  +^+r  =  o;  par 
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conféquent  les  deux  équations  précédentes ,  font  les  deux 
équations  du  fécond  degré,  dont  l'équation  *44-  nx\  &c, 
efl  compofée. 

Re    marq^ue. 

\J  N  peut  toujours  réfoudre  les  équations  du  quatrième 
degré  par  cette  méthode,  lorfquela  valeur  de  h  dans  leur 
réduite  efl  commenfurable,  &  lorfqu'étant  incommenfura- 
ble,  après  avoir  fait  évanouir  le  fécond  terme  de  la  rédui- 
te ,  le  cube  du  tiers  du  coefficient  du  troifiéme  terme  de  la 
transformée  qui  en  viendra,  fera  moindre  que  le  quarré  de 
la  moitié  du  dernier  terme  delà  même  transformée  :  Mais 
lorfque  ce  cube  furpafTera  ce  quarré ,  &:  que  la  valeur  de  h 
fera  incommenfurable,  la  réfolution  renfermera  le  cas  irré- 
ductible du  troifiéme  degré. 

Cette  remarque  fervira  pour  la  méthode  fuivahte. 

Seconde      Méthode. 

\J  N  fuppofera  que  l'équation  générale  du  quatrième  degré 
efl  a:4  h-  nx1  -\-pxx  4-  qx  4-  r  =  o ,  6c  on  la  difpofèra  ainfî , 
a;4  4-  nxs  -+■  pxx  =  - —  qx  —  r. 

10.  Il  faut  faire  en  forte  que  le  premier  membre  devienne 
un  quarré  parfait,  en  confervant  cependant  l'égalité  entre 
les  deux  membres ,  ce  qu'on  pourra  faire  en  introduifant  une 
indéterminée  h. 

On  fuppofera  que  la  racine  du  quarré  parfait,  qui  fera  le 
premier  membre  de  l'équation,  efl  xx  4-  ~  nx  4-  \  p  4-  h  9 
dont  le  quarré  efl  a;4  4-  nx     -h  pxx     -*-\npx-*-\pp 

4-  ihxx  4-  nhx    -\rph 


^  nnxx  4-  hh 


Afin  que  ce  quarré  foit  égal  au  fécond  membre ,  il  faut  ajou- 
ter au  fécond  membre  les  quantitez  4-  ihxx  4-  ■£  npx  -*~jpp 

4-,  \nxx-\-  nhx    4-  ph 
•\-hh 
&c  Ton  aura  Péquation  **  4-  nx  ^pxx     4-7  npx  ->r\pp 

4-  ihxx    4j-  nhx      -\-ph 
4- 1  nnxx  4-  hh 

=  ihxx  4-  §  npx  4-  \pp  5  ou  bien  en  tirant  la  racine  quarrée 
4-  \  nnxx  4-  nhx    4-  ph 
—  qx      ~*rhh 
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de  chaque  membre  xx  -*-|  nx  -*-l^  =  V>+-  zhxx  ■+-\npx-*-\pp 

•+-#  -k-~nnxx-\-nhx   -\-fh 

—  qx      -\-  hh 
—  r 

20.  Il  faut  maintenant  faire  en  forte  que  le  fécond  mem- 
bre devienne  auffi  un  quarré  parfait,  de  manière  pourtant 
que  ce  quarré  foie  égal  au  fécond  membre ,  Se  par  confé- 
quent  au  premier,  6c  qu'il  contienne  les  grandeurs  du  fécond 
membre#où  fe  trouve  x3  afin  qu'elles  fe  détruifent,  &  qu'il 
ne  refte  d'inconnue  que  l'indéterminée  h. 

Pour  le  faire,  on  fuppofera  que  la  racine  de  ce  quarré 

rnp-î-nh  —  q 


parfait  égal  au  2e  membre,  eft  x V \ nn •+• ih - 

2  V  ^  nn  -fr-  zh 

dont  le  quarré  eft  \  nnxx  ■+-  \  »p*  •+•  \  mPP 

•^zhxx      -b*nhx      ~+-nnph 

—  qx        ~±-nnhh 
2  —  npq 

—  znqh 

*+-qq 


nn-{-"  8# 

On  pourra  fuppofer  ce  quarré  égal  au  fécond  membre ,  a 
caufe  de  l'indéterminée  h3  à.  laquelle  on  peut  concevoir  une 
valeur  propre  à  les  rendre  égaux  ;  on  aura  donc  cette  équa- 
tion -1-  ~  nnxx  +■  i.  npx  ~f-  ~  nnpp  =  ^  nnxx  -j-  {-  npx  ~{~\pp 


1    z  ><t 
•+-  nhx 

»    r-  4  »»ff  —  4  '"*»«  -T-  ï  'r 
-{—  «»p#     -{-  zhxx     H—  «A» 

—  qx 

«-f-  »«&6                         —  qx 

4-AA 

—  npq 

—  y 

—  znqh 

tf-w 

laquelle  fe  réduit  à  mhh  -f-  »«p*  -f-  J  nnpp  ^hh-i-ph-^-^pp 

—  znqh  —  npq  —  r 

___ -f-gg 

Cette  équation  étant  mife  en  ordre  par  raport  à  l'incon- 
nue h  ,  l'on  aura  8Z>'  •+-  %phh  •+-  znqh  •+■  npq  =  o ,  qui  eft 

■+-  ipph  —  qq 
—  %rh   —  nnr 
une  équation  du  troifiéme  degré,  qui  n'a  pour  tonte  incon- 
nue que  l'indéterminée  h3  ôc  qui  eft  comme  une  efpece  de 
réduite.  On  trouvera  la  valeur  de  h  lorfqu'elle  eft  commen- 
furable  par  56,  ou  par  les  méthodes  du  3e  degré.  On  peut 

donc 
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donc  à  prefent  la  fuppofer  comme  connue,  maison  conier- 
vera  h  au  lieu  de  fa  valeur  pour  abréger  -y  ainfi  h  doit  être 
regardée  comme  connue. 

30.     L'on  a  par  ce  qui  précède  xx  ■+*  ~  nx  -*-  \  $ 


:s=  y'  4  nnxx   +•  —  npx 
»\-ihxx  -f-  nhx 

H- M 

« —  y. 

y'  -j  »»aw   -+-  -j-  npx 

-f-  »«M 

•-j-  2&ïïtf  *+-  R#» 

4—  nnph 

->-   fX 

• —  xnqh 

»\~~nnpp 

—  »pq 

+*qq 

i~x 1     ,     \np-^nh  —  q 


iy!  -  »«  4—  i^ 


du  2e  degré  *#■+•  J  «at-h-| p-=-xV-i#n-ir  ih  -h 


on   a  donc    l'équation  > 
|-  np  4-  »#  —  ^ 


ou  bien  xx  4-  ~  nx 


—fX-V^m-h  zh 


h 


zV~nn^zk- 


—  \np  —  nh  •+•  q- 


±>/\nn-*-  zh 
(Dh  réfoudra  cette  équation  du  fécond  degré, *& Ton  aura  *7fi 
deux  racines  de  l'équation  propofée  du  quatrième  deo-ré. 
L'équation  du  fécond  degré ,  ,qui  contiendra  les  deux  autres' 
fera  xx  •*-{  nx  -h  \f 

h 
\  np^  nh  —  ^ 


racines 


4*#v^  nn  -h  zb 


0\- 


z-V~  nn 


zh 


car  le  produit  de  ces  deux  équations  du  fécond  degré  eftla 
propofée   elle-même   x  «+■  nx1  ■+-  pxx-h  qx  ■+•  r  =  o  3 


en- 


fuppofant  que  —  mkh 

-—  nnph 
«4-  «p^ 


-f-  hh    =s  r 


K» 


cer  qui  eft  évident  par  l'équation  nnhh  -^  aa^&  -h  -nnppi 

—  znqh —  npq 


TTome  Jl 


nn- 
Li 


M 
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==.  hh  -+-  ph  h-  ~  pp  — •  r ,  puifqu'il  n'y  a  qu'à  tranfpofer  r 
dans  le  premier  membre,  &c  la  quantité  qui  fait  le  premier 
membre  dans  le  fécond  membre. 

On  appliquera  cette  féconde  méthode  aux  exemples , 
comme  on  a  fait  la  première  j,  fans  qu'il  foit  necefTaire  de  s'y 
arrêter. 

S  ECTION     IV.  ~ 

De  Ia  réjolution  des  équations  du  cinquième  &  fixiéms 
degré  y  (d?-  des  autres  degre%  plus  éleve^. 

A  #■  E    R  ^  I    S    SIM    E    N    X. 

JLEs  équations  des  degrez  plus  élevez  que  le  quatrième, 
viennent  rarement  en  .uiàge  j  ainfi  il  fuffira  de  donner  ici 
les  ouvertures  neceiïàires  pour  les  réfoudre  quand  il  s'en 
prefentera ,  fans  entrer  dans  un  détail  femblable  à  celui  où 
l'on  eXt  entré  pour  les  autres  degrez  inférieurs.,  à  caufe  de 
leur  ufage  continuel  dans  les  Problêmes  de  Géométrie  j  6c 
même  les  méthodes  qu'on  y  a  données  pourront  aider  à  en 
former  de  femblables  pour  les  degrez  plus  élevez* 

P  R  O  B  LE  M  E    VII. 

M 3 •  l&ESQV DRE  les  équations  du  cinquième  &  Jtxiéme  degré , 
j&  même  des  degrez^plus  élevez^ 

I, 
Zorfque  les  racines  font commçnfurabk %  ou  du  moins  quelqu'une. 

\J  N  fe  fervira  de  la  méthode  générale  de  la  première 
Section  du  quatrième  Livre .3  c'eft-à-dire,  on  diviferala  pro- 
pofée  par  une  équation  fimple  faite  de  l'inconnue  de  la  pro- 
pofée  -h  ou  — 1-  chaque  divifeur  du  dernier  terme  ;  &  s'il  y  a 
quelque  racine  commenfurable,  on  trouvera  toujours  une 
<le  ces  équations  fimples ,  qui  fera  la  divifion  fans  refte.  On 
opérera  enfuite  fur  le  quotient ,  comme  on  a  fait  fur  la  pro- 
pofée  j  &;  fi  les  racines  font  toutes  commenfurables,  on  les 
.  trouvera  par  cette  méthode  les  unes  après  les  autres  5  s'il  n'y 
en  a  que  quelques  -  unes ,  on  trouvera  enfin  pour  quotient 
une  équation  d'un  moindre  degré  que  la  propofée ,  dont  on 
trouvera  les  racines  par  les  Problêmes  précedens,  fi  elle  ne 
pafle  pas  le  4e  degré  :  fi  elle  le  pafTe ,  on  opérera  comme  dans 
les  cas  qui  fuivent. 
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I  I. 

Jjorfque  les  racines  étant  toutes  incommenfurablcs ,  la  propope  efi: 
compofée  d'équations  plus  Jtmples  co?nmenfurables. 

On  réduira  toujours ,  par  les  Problêmes  de  la  troifiéme 
Se&ion  du  quatrième  Livre ,  les  équations  compofées  aux 
équations  plus  (impies  qui  la  compofent,lorfqu'èllesfont  com- 
menfurables;  &:  enfuite  fi  ces  équations  plus  fimples  ne  paf- 
fent  pas  le  quatrième  degré, on  les  réfoudrapar  les  Problêmes 
des  Se&ions  précédentes. 

1 1  l 

Zorfque  les  coeficiens  des  équations  plus  Jtmples  qui  compofent 

la  propope  (  qu'on  fuppofe  fans  incommenfurables  ) 

renferment  des  incommenfurables. 

On  tâchera  de  trouver  des  équations  plus  fimplès  indé- 
terminées, dont  les  coeficiens  indéterminez  contiennent  des 
incommenfurables,  èc  dont  le  produit  fafle  une  équation  in- 
déterminée qui  foie  du  même  degré  que  la  propofée ,  &;  fans 
incommenfurables ,  comme  l'on  en  a  vil  des  exemples  dans 
la  Section  précédente.  *  On  comparera  les  termes  du  pro-  *ioïp 
duit  indéterminé  des  équations  compofantes ,  avec  lester-  r 
mes  correfpondans  delà  propofée  3  &  par  les  équations  par- 
ticulières qui  naîtront  de  ces  comparaifons ,  on  déterminera- 
les  grandeurs  indéterminées  des  équations  compofantes ,  ce 
qui  donnera  la  réfblution  delà  propofée,  lorfqu'on  la  peut 
trouver  par  cette  voye. 

Après  les  ouvertures  qu'on  vient  de  donner  pour  réfoudre 
les  équations  qui  parlent  le  quatrième  degré,  on  ajoutera  une 
méthode  qui  convient  à  tous  les  degrez  j  mais  comme  elle  de- 
mande des  calculs  rebutans ,  ce  qui  la  rend  affez  inutile  dans 
la  pratique,  on  rappliquera  feulement  au  troifiéme  degré. 

^Méthode  pour  rè foudre  les  équations  de  tous  les  degré z^ 

114.  yj  N  fuppofera  une  équation  indéterminée  moindre  d3ùn 
degré  que  la  propofée  qu'on  veut  réfoudre  ,  dont  l'inconnue 
fbit  celle  de  la  propofée,  qui  ait  une  indéterminée  pour  le? 
coëficient  de  chacun  de  fes  termes,  èc  deux  indéterminées 
linéaires  pour  fon  dernier  terme.  Par  exemple,  fi  lapropofée 
eli  du  troifiéme  degré ,  comme  ^—nxx-frjpx  —q^o^  om 


10  ç, 
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fuppofera  l'équation  indéterminée  xx — fx  —  g  ==  o; 

;•-:.;.:  r h 

Si  la  propofée  eft  du  4e  degré,  comme  x*.-?-nx*-*-pxx — qx 
.}-  r  ==s  o ,  on  fuppofera  l'équation  indéterminée  #r* — /v# 


g* 


t-  ^  =  ;Q. 


Si  la  propofée  eft  du  5e  degré  ,  comme  x  —  nx*  •*-  $x% 
-r-  qxx  ■+-  rx  —  s  =  o  ,  on  fuppofera  l'équation  indétermL. 
née  x4  ^r-fx**-r-  qxx-rr-  bx  —  /  ===  o }  .&  ainfides  autres. 

.—  k 
Pour  abréger  le  calcul ,  on  fera  d'abord  évanouir  le  fécond 
terme  de  la  propofée  $  ainft  Ton  fuppofera  que  l'équation  du 
troifïéme  degré,  à  laquelle  on  va  appliquer  la  mpthode,  eft 
par  exemple ,  '£  —fx  —  q  =0. 

On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  pro- 
pofée Ôc  de  l'équation  indéterminée  Xx  * —  fx  «*-  g  =  o  3 

;&  l'on  continuera  l'opération  jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  à 
un  refte  où  l'inconnue  x  ne  foit  plus. 

On  prendra  dans  le  dernier  divifeur  où  x  eft  linéaire,  Se 

qui  a  donné  ce  dernier  refte ,  la  valeur  de  x3  &on  la  mettra 

1  ,â;part..Ce  dernier  divifeur  eft  —  -px  —  q=  o,  ■&  la  valeur 

<+■  hx  -^fb 

de  x  prife  dans  ce  divifeur ,  fuppofé  égal  à  zéro,  eft  x  =s 
y/jg+t^ri  on  fuppofera  le  refte  dans  lequel  x  n'eft  plus, 
égal  à  zéro ,  &  on  ordonnera  l'équation  de  ce  refte  par  raport 
a  Tune  des  deux  indéterminées  du  dernier  terme  de  l'équa- 
Xion  fuppofée  laquelle  on  voudra,  qui  fera  l'inconnue  de  ce 
jefte ,  èc  l'on  aura  la  réduite  g? —  i/ge ■■+■  fpg  -*-ppb  =0. 

—Pffg  —fffb 

*-}>qfh 

On  fuppofera  le  fécond  &  le  troifïéme  terme  de  cette  ré-' 
^wite  chacun  égal  à  zéro ,  &  que  la  réduite  eft  elle-même 
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égale  à  zéro,  ce  qui  donnera  crois  équations  particulières, 
qui  ferviront  à  déterminer  les  trois  indéterminées  />,/,  g; 
fçavoir  h  par  l'équation  qui  naîtra  du  fécond  terme  égal  à 
zéro, /par  celle  du  troifiéme ,  &  g  par  la  fuppofition  que 
le  premier  terme  &  le  dernier  font  enfemble  égaux  à  zéro  : 
ces  trois  équations  font  la  ire,  — 2/ -t- 3/^  =  0;  ainfi  h  =-f/>: 
la  2%  -h  ^  —  4^  —pff+-  ikh  -*-  3  #/=  o  3  la  3 e ,  g5  -h^à 

—  iphh  —  fffh  •+■  h1  —  fqf  -+-  3  qfh  ■+■  qf%  —  qq  =  o, 
Subftituant  la  valeur  de  h  dans  la  féconde  équation ,  6c  la 
mettant  en  ordre  par  raport  à  l'indéterminée  f3  on  aura 
l'équation  du  fécond  degré  ff — ^ -h -f  =  o5  on  trouvera 
par  cette  équation  deux  valeurs  de  f,  la  première  f  =  ¥ 

«+-VJ3  —  f5  la  féconde,  /==  g  ^y^^F.    multipliant 

chaque  terme  de  —  |  par  9/^  l'on  changera  l'expreffion 

V  ^  •  1  en  celle  -  ci    V  ?2i  .  "SI  ■ — 1  x/irZrFT  ninfî 

y  —  ?  x  z  ±  ?  v  4  —  £7  — •  f  *  t  z:  v  ?  ??  —  z7jP- 

Subftituant  la  valeur  de  />  &  celle  de /dans  la  troifiéme 
équation  particulière ,  qui  eft  g'  -j-^/?  —  2^M  — pffh  -h  £* 

—  ^gf-H  3#  +  /  —  qq~o,  on  aura  g3-*-  ^  -*-  |^J 

—  4^  -h  ^ff  —  4ff  x  +  V  j-  gg  —  vr  ps  =  o  s  ^où  1>on  dé- 
duira^ ^—^—Jf^^ 

On  fubftituera  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  des  trois 
indéterminées/,  g,  h 9  dans x  =  ^4r§^ j  mais  pour  abré- 
ger l'expreffion  &  le  calcul ,  on  laiflera  g  au  lieu  de  ià  valeur, 

.&  Ton  aura  a:  =  -H 2 -1- — tll ±ZS— 


-ip 
3 


^  §  ^  *pp  ^  fp  x  ~T  v  4  ??         17  r  « 
Cette  valeur  de  *  eu  une  racine  de  la  propofée. 

Application  de  cette  méthode  à  un  exemple. 
pOu.K  trouver  par  cette  méthode  la  racine  de  x1 —  24* 
—  72.=  o,onfuppofèra^=24,  dcq^=yi-y  ÔC fubftituanc 
ces  valeurs  de^>3  q3  l'on  aura  h  =  ~p  =  16. 

+  y/iqg  —  -&ti  =  +i*,  &  —  ^kqq—lTÎi  —  —  ^- 

f=  0  -t-f  x  -+-  V{^  —  Ifc  f  =  4-  S ,  iie  valeur  de/ 

/=!! -h  1  x  —  ^\ii  —  iîf^ -*- * »  ie  valeur de /• 

Ii  iij 
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On  trouvera  de  même  la  valeur  de  g  =  y  —  ^  — 


If} 

17' 

m-  4^  —  î|fi  -i-  4#  x  -i-  \/  i  ^  —  f7/,  en  fubftituant  les 
valeurs  de  f3  q3  comme  on  le  voit  ici  :  —  ™]     ^ —  26144.. 

—  ^=—409^  —  "ffl  +  4k*+ikn  —  h7=* 

—  1*34*  5  ainfî  —  2£  -f  -^  +  4?  x  -h ^Lqq—^f 
=  —  42688  5  & -h  4^  =±=+.20736*  donc—  -i^— -f£ — 

ZfF  +  M  *-*-^iM  —  ï7i?3-*-4^=gî='—  ii952J tirantr 
la  racine  cubique,  on  aura  g  =  —  28  :  c'eft  la  valeur  de  g 


déduite  de  la  ire  valeur  de/ où  il  y  a-t-^^ff — i/  =  H-28; 
On  trouvera,  fî  Ton  veut,  une  féconde  valeur  de  g 3  en  fe 
fervant  delà  féconde  valeur  de  /ou  il  y  a  —  v/^f^ — ~7pî 
=  —  28  i  en  voici  le  calcul r  -t-  4^  =  -i-  20736. 
— ■*$?+■ +q  *  —  ^f  ^  —  i-7  f  =  H-  "348  >  ainfi-t-4^. 


_ fe  =  —  30340,  donc _ *$ — % + m  —  âaa-fc 4?; 

x  —  ^^4$  —  r?  i?î===  ■*"  2744  ^  g?  >  tirant  la  racine  oubli. 
que ,..  on  aura  g  =  -j-  14  5  c'eft  la  féconde  valeur  de  g  déduite 

delà  ie  valeur  de  /,,  dans  laquelle  il  y  a  —  ^^qq  — T?  P* 
— —  28.  Après  avoir  trouvé  les  valeurs  de  f3  g3  h3  on  les^ 
fubftituera  avec  celles  de  p  3  q  3  dans  l'équation  delà  racine 
mife  à  part  x  =  fyZgi-~h-r  ■>  obfervant  que  fî  l'on  fubftitue 
la  première  valeur  de  g=  — 28  ,  il  faut  fubftituer  à  même 
temps  la  première  valeur  de  /=-*-  8  j  ôc  que  fi  l'on  fubfti- 
tue la  féconde  valeur  de  g  =  -*-  14,  il  faut  fubftituer  à 
même  temps  la  féconde  valeur  de  /=  ■+-  1  -y  &  l'on  trou- 
vera toujours  que  la  racine  de  la  propofée  eft  *==  -t-  6. 
Ce  qui  ètoit  propofè. 

Dêmonfiration  de  cette  méthode. 

LE  dernier  divifeur  —  px  *+•  gx  +>  hx  -+-  ffx  —  q  -+-  fg 
^-fh  =0,  d'où  l'on  déduit  x  =  jjVh  +  r-n  °IU*  donne  Par 
la  fuppofîtion  unrefte  égal  à  zéro,  étant  déterminé  par  la 
fuppofition  des  valeurs  des  trois  indéterminées/,  g,  h 3  qu'on 
trouve  en  fuppofant  la  réduite  égale  à  zéro ,  &  chacun  de 
fes  deux  termes  moyens  aufli  égal  à  zéro  3  ce  dernier  divi- 
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feur,  dis-je,  dans  lequel  l'inconnue  x  eft  linéaire,  étant  de- 
venu déterminé  ,  efl  necefTairement  un  divifeur  exad  de 
l'équation  propofée ,  puifque  par  la  démonftration  de  la 
méthode  de  trouver  Je  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
équations  qui  ont  la  même  inconnue,  il  eft  un  divifeur  exa& 
de  la  propofée  &  de  l'équation  feinte  ou  indéterminée  xx 
—  fi6  —  g  ===  °  >  lorsqu'elle  efl:  devenue  réelle  &  déter- 
minée j  car  il  ne  laifTe  point  de  refte,  ou ,  ce  qui  efl:  la  même 
chofe,  il  laifTe  un  refte  égal  à  zéro.  Mais  une  équation  où  x 
eft  linéaire ,  6c  qui  divife  exactement  la  propofée ,  en  con- 
tient une  racine  parla  formation  des  équations.  La  méthode 
fait  donc  trouver  une  racine  de  la  propofée.  Ce  qu'il  faloit 
démontrer. 

L'Art  de  cette  méthode  confifte,  1°.  à  pouvoir  repréfen- 
ter  par  le  moyen  des  indéterminées/,  g,  h3  une  équation 
xx  — fx  —  g  =  o ,  moindre  d'un  degré  que  la  propofée, 

—  h 
qui  ait  une  racine  commune,  c'eft-à-dire  un  divifeur  com- 
mun où.  x  foit  linéaire,  avec  la  propofée  j  20.  à  trouver  ce 
divifeur  commun  par  la  méthode  de  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun,  d'une  manière  indéterminée  ;  30.  à  pou- 
voir déterminer,  en  fuppofant  que  ce  dernier  divifeur  com- 
mun ne  laifTe  aucun  refte ,  par  le  moyen  du  refte  fuppofé 
égal  à  zéro ,  et  chacun  de  Ces  termes  moyens  aufîî  égal  à 
zéro,  les  valeurs  des  indéterminées  f3  g,  h,  propres  à  rendre 
réelle  l'équation  indéterminée  xx  — fx  —  g  =  o,  qui  a 

—  h 
une  racine  commune  ou  un  divifeur  commun  avec  la  propo- 
fée dans  lequel  x  eft  linéaire,  &  propres  aufïi  à  rendre  réel 
ce  divifeur  commun  qui  contient  une  racine  delà  propofée. 

I  I. 
Quand  on  a  trouvé  les  valeurs  des  indéterminées  /,  g,  £, 
il  eft  d'ordinaire  plus  court  de  les  fubftituer  immédiate- 
ment dans  l'équation  indéterminée  de  la  valeur  delà  racine 

x  5=  -ff~^f^l  y  que  de  fe  fervir  de  la  formule  x  =  — -  %f  *+■ ,  &c. 


f*,&c. 
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}  III. 

On  a  mis  deux  indéterminées  g  &  h  au  dernier  terme 
de  l'équation  indéterminée  xx  —  fx  —  g  =  o  -7 ,  parceque 

fi  l'on  n'en  mettoit  qu'une  feulé,  on  trouveroit  une  réduite 
dont  le  fécond  terme  n'auroit  qu'une, feule  grandeur,  ce  qui 
obligeroit  à  faire  évanouir  ce  fécond  terme,  A  demanderoit 
un  plus  long  calcul. 

I  V.  _____ 

La  valeur  de./  contenant  la  grandeur  */<|  qq —  -hjfY 
qui  eft  imaginaire  quand  ~f  furpaflè  \qq>  cette  méthode, 
n'eft  utile  que  quand  ~  qq  furpafle.  -^  f ,  ou  quand  il  y  a, 
y/L  qq  -+_  Jjp*  ^  ainfi  cette  méthode  fait  à  la  vérité  toujours 
trouver  une  formule  de  la  racine  qu'on  cherche ,  mais  cette, 
formule  contient.dans  plufîeurs  cas  des  expreffions  imaginai- 
res lorfque  la  racine  eft  réelle^ 

V. 

Cette  méthode  s'étend' à  tous  les  dègrez,  pourvu  qu'on 
aille  de  fuite  ^  car  lî  on  l'applique  aux  degrez  les  plus  élevez, 
on  verra  que  pour  trouver  la  première  indéterminée  par 
l'équation  du  fécond  terme  de  la  réduite  fuppofé  égal  à 
zéro,  l'équation  à  refondre  fera  linéaire  $  l'équation  du  3e 
terme  de  là  réduite  fuppofé  égal  a  zéro  ,  qui  1ère  à  trouver 
la  féconde  indéterminée,  fera  du  fécond  degré  j  l'équation 
du  4e  terme,  qui  férvira  à  trouver  là  troiiléme  indéterminée, 
fera  du  3e  degré,  &;  airifî  de  fuite. 

Remarques  fur  les  Problèmes  grêcedens, 
I. 

[ir-jf-  LE  s  Problêmes  de  ce  Livre  ne  fervent  pas  feulemenrà 
réfoudre  les  équations  compofées  qui  n'ont  qu'une  incon- 
nue ,  ils  fervent  auffi  à  réfoudre  celles  qui  ont  deux  on  plu- 
sieurs inconnues  ^  car  dans  ce  cas  il  faut  les  regarder  comme 
des  grandeurs  connues,  excepté  une  feulé,  par  raport  à  la- 
quelle l'équation  fera  ordonnée ,  &  enfuite  réfoudre  l'équa- 
tion par  les  Problêmes  de  ce  Livre.. 

I  I. 
On  peut  toujours  trouver  les  racines  commenfurables  des 
équations,  de  quelque  degré  qu'elles  puifïènt  être,  par  la 
niéthode  générale  du  quatrième  Livre.   On  peut  toujours 

trouver 
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trouver  les  racines  des  équations  du  fécond  degré,  quoi- 
qu'elles foient  incommenfurables ,  par  le  premier  Problème 
de  ce  Livre.  On  peur  trouver  celles  des  équations  du  3e  de- 
gré quand  elles  font  commenfurables  6c  incommenfurables, 
excepté  dans  le  feul  cas  irréductible,  où  toutes  les  racines 
font  réelles  &  incommenfurables  ^  car  on  a  vu  que  la  formule 
de  la  racine  dans  ce  cas ,  -renferme  des  expreffions  imaginai- 
res ,  qu'on  ne  peut  pas  faire  évanouir  par  les  Problêmes  de 
la  féconde  Section, 

On  peut  toujours  trouver  les  racines  des  équations  du 
quatrième  degré,  excepté  dans  les  cas  où  la  réfolution  ren- 
ferme le  cas  irréductible  du  troifiéme  degré,  par  les  Problè- 
mes de  la  troifiéme  Section.  On  a  auffi  donné  plufieurs  ou- 
vertures pour  trouver  les  racines  des  équations  des  degrez 
plus  élevez  que  le  quatrième ,  dans  cette  Section. 


SECTION     V. 

Oà  ton  explique  la  manière  de  trouver  les  racines 
des  grandeurs  complexes  incommenfurables  ^ 
par  le  moyen  des  équations. 

Définition. 

(j  Uand  une  grandeur  complexe  contient  plufieurs 
grandeurs  incommenfurables,  ou  feules,  ou  avec  des  gran- 
deurs commenfurables, comme  Va  +  Vb-ï- \/c>  ou  a-t-Vb^Scc. 
chacune  des  grandeurs  incommenfurables  différentes  eft  un 
terme  de  la  grandeur  complexe  ^  &;  quand  il  y  a  des  grandeurs 
commenfurables ,  elles  ne  font  toutes  enfemble  qu'un  feui 
terme  de  la  grandeur  complexe  j  ainfî  a^r^b  contient  deux 
termes  j  de  même  a-\-b-±-yc  ne  contient  que  deux  termes  ^ 
^a-t-Vb+Vc  contient  trois  termes  -,  &:  ainfî  à  l'infini.  Une 
grandeur  complexe  încommenfurable  qui  a  deux  termes, 
s"appelle  un  binôme',  quand  elle  a  trois  termes,  un  trinôme  1 
quand  elle  en  a  quatre,  un  quadrinome;  8t  ainfî  de  fuite 5 
a-*-b-\->/c  eft  un  binôme  -7  Va+Vb-i-Vc  eft  trinôme,  &c« 

Tome  I.  Kk 
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PROBLEME     VIII. 

né.    TROWER  la  racine  î%  3%  4%  $>£.  d'une  grandeur  complexe 
incommenfurable. 

M    E    T-    H     O    D    E. 

io#  Jl  faut  fuppofer  une  grandeur  complexe  incommenfu- 
rable,  qui  repréfente  par  des  grandeurs  indéterminées  la- 
racine  de  la  propofée  qu'on  cherche^  cette  grandeur  qu'on, 
fuppofe  doit  avoir  ces  conditions:  i°.  qu'il  y  ait  une  indé- 
terminée dans  chaque  terme  de  là  grandeur  qu'on  fuppofè 
repréfenter  la  racine  qu'on  chercHe  :  i°.  qu'en  élevant  cette 
grandeur  fuppofée  à  la  puhTance  dont  l'ëxpofant  eft  celui 
de  la  racine  qu'on  cherche ,  c'eft-à*diré  -y  l'élevant  au  quarré 
fi  on  cherche  la  racine  quarrée  $  à  la  troifiéme  puifTance,  fi 
on  cherche  la  racine  cubique,  &c.  la  grandeur  complexe 
încommenfurable  qu'on  trouvera ,  ait  precifément  le  même 
nombre  de  termes,  &  difpofez  delà  même  manière  6c  avec 
les  mêmes  fignes  que  la  propofée}  c'éft-à-dire ,  fi  la  propofée 
eft  un  binôme ,  de  qu'on  en  cherche  la  racine  quarrée ,  il  faut 
fuppofer  une  grandeur  complexe  qui  repréfente  la  racine, 
telle  que  fon  quarré  foit  un  binôme  femblable j  fi  la  propo- 
fée eft  un  trinôme,  que  le  quarré  de.  la  fuppofée  foit  un 
trinôme  femblable  j  fi  l'on  cherche  la  racine  cubique  de  la 
propofée,  que  la  troifiéme  pui fiance  de  la  grandeur  fuppo- 
fée foit  un  binôme,  un  trinôme,  6cc.  femblable  à  la  propo- 
fée; fi  elle  eft  un  binôme,  un  trinôme,  &c.  cette  condition 
doit  régler  les  fignes  radicaux  de  la  grandeur  qu'on  fuppo- 
fera  repréfenter  la  racine  j  ces  fignes  radicaux  doivent  avoir 
ordinairement  les  mêmes  expofans  que  dans  la  propofée  3 
c'eft-à-dire ,  fi  les  fignes  radicaux  de  là  propofée  font  ^/,  ceux 
de  la  grandeur  fuppofée  doivent  être  pour  l'ordinaire  y$  fi 
les  fignes  radicaux  de  la  propofée  font  ^/,  ceux  de  la  gran- 
deur fuppofée  doivent  auffi  être  pour  l'ordinaire  J ,  6cc.  il  y 
a  pourtant  quelque  cas  où  ils  doivent  être  differens. 

i°.  Il  faut  élever  au  quarré  la  grandeur  fuppofée,  fi  l'on 
cherche  la  racine  quarrée  de  la  propofée  j  à  la  troifiéme 
puifTance ,  fi  l'on  cherche  la  racine  cubique  ;  6c  ainfi  de  fuite  3 
6c  fuppofant  que  la  grandeur  complexe  ainfi  élevée  repré- 
fente la  propofée,  on  les  comparera  l'une  avec  l'autre  terme 
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à  terme  ;  c'éft-à-dire ,  on  fuppofera  les  termes  de  Tune  égaux 
aux  termes  correfpondans  de  l'autre  j  ce  qui  donnera  les 
équations  particulières  propres  à  trouver  les  valeurs  des  in- 
déterminées qu'on  a  fuppofées. 

3*.  On  réduira  toutes  ces  équations  particulières  à  une 
feule  qui  ne  contienne  pour  inconnue  qu'une  feule  des  in- 
déterminées qu'on  a  fuppofées,  &:  on  trouvera  les  valeurs 
de  cette  indéterminée  par  les  Problèmes  précedens5  ôcpar 
le  moyen  de  cette  valeur ,  on  trouvera ,  en  fe  fervant  des 
équations  particulières  qu'a  donné  la  fuppofition  des  termes 
correfpondans  égaux  ,  les  valeurs  de  toutes  les  indétermi- 
nées qu'on  a  fuppofées. 

4°.  On  fubftituera  ces  valeurs  à  la  place  des  indétermi- 
nées dans  la  grandeur  complexe  indéterminée  qu'on  a  prifè 
pour  repréfenter  la  racine  de  la  propofée  qu'on  cherche  j  Se 
après  les  lubfHtutions,  elle  fera  la  racine  qu'on  cherchoit. 

R    E    M    A    R    Q^U    E. 

S I  l'indéterminée  qui  fert  d'inconnue  à  l'équation  du  trok 
Jiéme  article ,  qui  ne  contient  qu'une  feule  indéterminée,  a 
plusieurs  valeurs  réelles ,  chacune  de  ces  valeurs  pourra  fer- 
vir  à  trouver  la  racine  qu'on  cherche. 

Tout  ce  qu'on  vient  dédire  s'éciaircirapar  l'application 
qu'on  en  va  faire  à  des  exemples. 

Exemple      I. 

1  Our  trouver  la  racine  quarrée  du  binôme  •+• 7 -HV48  ï 
1  °.  on  fuppofera  que  le  binôme  •+-/-*- \/g  repréfente  la  racine 
qu'on  cherche ,  /  &  g  font  des  grandeurs  indéterminées. 
20.  On  élèvera -h /-t-Vg  au  quarré  ,  &  Ton  aura  ff  ■+■  g 
H-  ifî/g  3  qui  eft  un  binôme  femblable  au  propofé ,  en  prenant 
la  grandeur  commenfurable  ff  ■+-  g  pour  un  feul  terme  du 
binôme  ff-*-  g  -H  ifVg.  On  fuppofera  que  ff-h  g  ■+-  ifVg 
repréfente  le  binôme  propofé  -+-  7  ■+•  ^48 ,  &  que  les  termes 
correfpondans  font  égaux,  fçavoir  la  grandeur  commenfu- 
rable ff-*-  g  égale  à  la  grandeur  commenfurable  -+-  7 ,  6c 
l'incommenfurable  -t-  ifi/g  égale  à  l'incommenfurable  V48. 
On  a  donc  les  deux  équations  particulières  :  ite^ff-*-g=y  i 
2e,  -+-2/^=^48.  30.  Pour  dégager  les  indéterminées,  on 
«élèvera  au  quarré  chacune  de  ces  équations,  Se  l'on  aura 

Kkij 
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/*-*-  xffg  -^gg  =  49 ,  6c  <\ffg  =  48.  On  ôtera  le  premier 
membre  4/g  du  premier  membre  /+  -+•  iffg  -^  gg3  6c  le- 
fécond 48  du  fécond 49  ;  6c  l'on  aura/4  —  zffg  .+.  gg  =  49- 

—  48  ==■  1  j  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre, 
on  trouvera  7/ — g  =  v^i  =  1,  d'où  l'on  déduira  g  —ff 

—  1.  On  fubftituera  cette  valeur  de  g  dans  l'équation  j/+- g' 
=  7,  6c  l'on  aura  zff- —  1  =  7,  d'où  l'on  déduira  ff=  4 v 
3c  f=  1  5  mettant  cette  valeur  de  ffdans  g  =ff- —  1 ,  oit. 
trouvera  g =  3 .  40.  On  fubftituera  les  yaleurs  de  /6c  de  g: 
dans/-t-\/g,  qui  repréfente  là  racine  qu'on  cherche,  5c: 
après  les  fubftitutions  l'on  aura  /-t-  Vg=  2  -+-^3  5  c'eft  la- 
racine  quarrée  de  7  -h  ^48  que  l'on  cherchoit. . 

E    X     E     M     P     L     E        I  E. 

i  Our.  trouver  la  racine  quarrée  de — -  1  -+V- —  8 ,  1  °.  ow 
fuppofera  que  -+-  f -\-  V — g  repréfente  la   racine   qu'on 
cherche  ^ /6c  g  font  indéterminées.  l°.  On  élèvera  -^/ 
-H  V  — -g  au  quarré ,  3c  l'on  aura  ff — g  -+-  ify/  —  g  (  par  la. 
fuppofition)  = —  1  -W —  8  ,  on  fuppofera^/ — g  =  —  r , 
5c  2/>/  —  g=-+-\/ — 8.  30.  Elevant  chacune  de  ces  équa- 
tions au  quarré,  on  trouvera/* — iffg  -+-  gg  =- 1  3  3c  \ffg 
=  8";  on  ajoutera  enfemble  ces  deux  équations,  6c  l'on  aura- 
/+ -h  iffg-+>  gg=-  9  j  tirant  la  racine  quarrée  dé  chaque 
membre,  on  trouveraj/-i-g  =  3  ,  d'où  l'on  déduira  g  =  3? 

— ff,  on  fubftituera  cette  valeur  de  g  dans  7/ — g  = 1, 

6c  l'on  aura  iff=  1 ,  )/=  1  ,  6c /=  i"j  on  fubftituera  cette- 
valeur  de  ffdans  g  =  3  — j/,  6c  l'on   trouvera  g  =  2. 
4°.  On  fubftituera  les  valeurs  de /6c  de  g  âansf-t-V  — g9 
6c  l'on  aura/W- — g=n-\/ —  2.  C'eft  la  racine  quarrec 
de  — 1  H-y/  —  8  que  l'on  cherchok. 

E    X    E    M.  P    LE         I  IL 

I  Ou  R  trouver  la  racine  quarrée  du  quadrinome  10-4-^24 
-+-\/4o  -W60  :  10.  on  fuppofera  que  v/-h  Vg  -+-  V$  eft  l'ex- 
preffion  indéterminée  de  cette  racine  h  f9  g3  h3  font  indé- 
terminées. 2°;  On  élèvera  v/Wg -H v^  au  quarré,  6c  l'on 
aura  /-t- g -\-h *+-  iVfg-+-  iVfb-+-  iVgh—  (par  la  fuppofition) 
=  io-+-v/24-t-v/40  4->/6o5  en  comparant  les  termes  correk 
pondans,  on  aura  les  équations  fuivantes  :  ire,  iVfg—Vi+i 

Ae,   iV^ss^o^    3e,   iVg^^s^Oj  4e, /-*-&-*-£  555  10, 
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3-0. ,  Pour  dégager  les  indéterminées  qu'on  regarde  Comme 
des  inconnues ,  on  ôterales  incommenfurables ,  6c  l'on  aura- 
i'[V4/g=H.i  îr%  4/^  =  4°j  3cv4gÂ=  6o-  On  trouvera 
parla  1 ,e /=  f,,  ôc  par  la  2^/=^;  par  confequentf  =^,, 
êc  6^>  =  iogv6cg  =  y.  Par  la  3%  on  trouvera  .g  .=  ^  j  par 
confequent  ^  =  ^j  d'où  l'on: déduira  hh  •**=•  2  5  ,  6c-  /?  :==  j.. 
On  mettra  cette  valeur  de  /?  dans-g=ss-&,  &  l'on  trouvera- 
g  =  3 .  On  fubftituera  cette  valeur  de  <ç  dans  /"=  |  $  &  l'on 
aura/=  2.  Les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  étant 
trouvées ,  on  les  fubftituera-  dans  la  4e  équation  f-*-g-*-h 
=  10  j  6c  comme  l'on  trouve  2-4-  3  -1-  5,=  10 ,  c'efl  une 
marque  qu'on  a  découvert  les  véritables  valeurs  des  indé- 
terminées. 40.  On  fubftituera  ces  valeurs  dansV/-i-v/g-Hv/^3 
6c  l'on  aura  Vi  -+-  v<3  •+-  V5  ,  pour  la  racine  que  l'on  cher-- 
choit  de  10 -h  ^24-+- ^40 -h  v'éo. . 

A    V    E    R    T*  I    5    S    E    ME    N    T. 

1  Out  l'article  96 contient  des  exemples  où  l'on  trouve? 
par  cette  méthode  la  racine  cubique  d'un  binôme  qui  n'a5 
que  le  fïgne  radical  ^/j  ainfî  il  eft  inutile  d'en  mettre  ici' 
d'autres  exemples. 

Pour  trouver  la  racine  4e  d'une  grandeur  complexe  inconi^ 
menfurable,  il  faudra  d'abord  chercher  par  la  méthode  lac* 
racine  2e  de  la  propofée,  6c  enfuite  la  racine  2e  de  la  racine - 
qu'on  vient  de  découvrir  ,^6c  elle  fera  la  racine  4!  de  la  pro- 
pofée. 

De  même  pour  trouver  la  racine' 6e  d'une  grandeur  com- 
plexe incommenfurable ,  il  faudra  d'abord  chercher  la  ra- 
cine 2e  delà  propofée,  6C  enfuite  la  racine  3e  de  cette  racine^ 
6c  elle  fera  là  racine  6e  de  la  propofée; 

Pour  en  trouver  là  racine  9%  on  cherchera  d'abord  la- 
racine  3e  •  6c  enfuite  la  racine  3 Ê  de  cette  racine ,  &c  elle  fera, 
la  racine  9e  de  la  propofée  ;  6c  ainfi  des  autres  racines  donc- 
l'expofans  peut  fe  divifer  par  des  nombres  entiers.- 

E  x   E   M   P   L  E       IV. 


O  u  r  trouver  la  racine  3e  de  5  -4-  ^3  24-*- ^48  6;  1?.  on 
fuppofera  que  l'expreflion  indéterminée  de  cette  racine  eft 
fôfe-H:vg.j  2.Q-  ©n  prendra 4a. troifiéme  puiflance  de  cette 

K.k-ii| 
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expreffion  ,  &  l'on  aura  /-H  g -4-  l\Jff&"*r  3 ^fgg  pour  Ter-' 
preffion  indéterminée  de  la  propofée  ^  on  fuppofera  leurs 
termes  correfpondans  égaux  ,  6c  l'on  aura  les  trois  équations 
.fui vantes  :,iie,  f^-g^y-,  i\  }^ffg=^^4i  3%  3^,/gg 
==^/486.  3°.  Pour  dégager  les  indéterminées,  on  ôtera  les 
incommensurables  de  la  féconde  6c  troifiéme  équation,  6c 
Ton  aura  pour  la  féconde  27//%  =  324^  d'où  l'on  déduira. 
^=i2,  &g.?=7j5  on  aurapour  la  troifiéme 27/gg  =486, 
d'où  l'on  déduira  _/gg=ji  8,  6c/=-||.  On  prendra  la  va- 
leur de  gg  dans  l'équation  g=  ^,  3c  l'on  aura  gg  =  ^r*; 
&  on  ,1a  fubfti tuera  dans  /=  |f„  6c  l'on  trouvera  f=f^ 
qui  fe  réduit  à  /===  Ç,  qui  donnera  /'  ==  8 ,  6c  /=  2.  On 
fubftituera  la  valeur  de  ff—4<  dans  g=  j£,  &  l'on  aura  g =3. 
Les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  étant  découvertes, 
on  les  fubftituera  dans  la  première  équation  /-t-g  =  5  5  &  com- 
me l'on  trouve  5  =  5,  c'eft  une  marque  qu'on  a  découvert  les 
.véritables  valeurs  de  fjèa  de  g  5  40.  On  les  fubftituera  dans 
Texpreflion  indéterminée  de  la  racine  qu'on  cherche ,  6c  Ton 
aura  y/f^r  $g  =.^  ■+-  0  ;  c'eft  la  racine  quel'on  cherchoit. 

;E    X    E     M     P    X     E        V. 

J  Our.  trouver  la  racine  5e de  76  -hVjSoS  ,  i°.  on  fuppo- 
fera que  /-t-Vg  eft  l'expreffion  indéterminée  de  cette  raci- 
ne^ 2°.  On  l'elevera  à -la  5epuhTance,  6c  l'on  aura/7 -4-  lo/'g 
h-  5^g-+-  5/+^i-  J  °j5%  ~*"g&  x  Vgj  pour  Pexpreflion  indéter- 
minée de  la  propofée.  On  fuppofera  leurs  termes  corref- 
pondans égaux,  6c  l'on  aura  ces  deux  équations  :  ire,/f  -+-  io/*g 
irftfgg  =  7f  3  2%  57+-*-ioy^g-+-gg  x  Vg  =,^5808  *  30.  Pour 
dégager  les  indéterminées,  on  élèvera  chacune  de  ces  équa- 
tions au  quarré,  6c  l'on  aura  pour  la  première  f10  -+-  2o/gg 
~t-  1  r  ofsgg  -+-  1 00/  g*  -t-  2  5^5%*  =  5776  j  &  pour  la  féconde , 
2  5/*g.-*-  1  o o/^gg  h-  1.1 0/ g5  -h  2  o^g4-  -+-  g1  =  5808.  On  ô tera 
la  première  de  ces  équations  delà  féconde,  èc  l'on  aura  le 
«Hèiir/**.  5/*g  -  lo/'gg  +  io/g3  _  yj^'  -w g!  =  3*- 
Le  premier  membre  de  cette  équation  eft  la  y  puiflance  de 
'■ — ff~*"%>  &  Ie  fécond  eft  la  5e  puiiTance  de  2  ;  ainfî  tirant 
la  racine  5e  de  chaque  membre,  on  aura  — ./?"-*- g  ==  2  i 
d'où  l'on  déduira  g  ~ff+  2  ,  6c  gg  =/*  ■+■  4^-*-  4.  On 
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ilibftituera  ces  valeurs  de  g  &  de  gg  dans/*  4-  ro/'g  h-  5/g^ 
=  7e  v&  l'on  trouvera  réquacion  16/*  h-  40/*  4-  2.0/-—  76 
è±=  o,  qui  fe  réduit  en  divifant  par  4,  à  4/*  -+•  ipf*  -s-  5/ 
— 19=0,  qu'on  transformera,  en  fuppofant /= -£,  en 
hs  -+r  40^  -h  3  ro/>  —  48  64=  o ,  qui  a  pour  divifeur  exact. 
h  — 4  =  o  y  ainfi  £  ==4,  &/=  f=i.  Oh  fubftituera  la 
valeur  de /dans  g  =7^-4- 2  ,  6c  l'on  trouvera  g  =  3 .  40.  On 
fubftituera  les  valeurs  de/ôc  de  g  qu'on  vient  de  découvrir 
dans  /•+-  Vg ,  6c  l?on  aura/-*-  \/g  =i-h  v^3  j  c'eft  la  racine  5! 
que  l'on  cherchoit.. 

Cette  méthode  n'a  pas  befoin  de  démonftration,  n'étant 
qu'une  application  de  la  méthode  qui  employé  les  indéter- 
minées dans  les  équations, . 

A   V    E    R    T    I    S    S    E    M    EN   TV 


Extracti  on  des  racines  des  grandeurs  complexes 
incommenfurables  n'eft  pas  d'un  grand  ufage  dans  les  Ma- 
thématiques j  ainfi  il  fufïït  d'en  avoir  ici  donné  la  méthode-" 
générale  3  cependant  comme  l'on  trpuve  dans  l'application  ? 
de  cette  méthode  plufieurs  difficultez ,  on  a  cru  devoir  mar- 
quer les  principales ,  6c  indiquer  les  moyens  de  les  furmonter 
dans  les  remarques  fuivantes,  pour  ceux  qui  auroient  de  la, 
ciu?ioflté  pour  cette  matière, . 

R   E    M  A    K   Q.U    FSi. 

Il 

L  A  première  difficulté  qu'on  trouve ,  eft  fur  lé  nombre  des 
termes  incommenfurables  qu'on  doir  donner  à  l'expreffion 
indéterminée ,   qu'on  fuppofe  repréfenter  la  racine  qu'on 
cherche  :  fi  l'on  veut  fe  mettre  en  état  de  la  furmonter ,  4M 
faut  prendre  par  ordre  des  grandeurs  complexes»  qui  ayentr 
deux ,  trois ,  quatre  termes ,  &c.  avec  le  figue  $.,  comme: 
a  -+-  Vb  3  Va-*-  Vb  3    a  •+>  Vb  -h  V-c  3    Va-^Vb-^  Vc  y  a-*-Vè> 
+  ^  +  V^  V a  -t-  Vh  •+- Vc  •+-  Vd,  &  ainfi  de  fuite  s  les  éle- 
ver par  ordre  à  la  puiflance  1%  3%  4%  &c.  &;  reitiarquer  le 
nombre  des  termes  qu'auront  ces  différentes  puifTances ,  &; 
en  faire  une  table.  Il  faut  faire  la  même  chofe  pour  les  gran- 
deurs complexes  incommenfurables,  dont  les  %nes  radicaux 
feront^,  fo  fâ  &ck. 


■2  64  Analyse   demontr  èsi. 

On  connoîtrapar  ce  moyen,  quand -on  voudra  chercher 
la  racine  z%  3%  -&c.  d'une  grandeur  complexe  incommen- 
furable  ,  -le  nombre  des  termes  qu'on  -doit  fuppofer  dans 
l'expreffion  indéterminée  delà  racine,}  car  ayant  remarqué 
par  exemple ,  qu'un  binôme  a  pour  quarré  un  binôme,  qu'un 
trinôme  a  pour  quarré  un  quatrinome,,  qu'un  quatrinome 
a  pour  quarré  une  grandeur  complexe  de  fèpt  termes,  &c. 
(  on  fuppofe  qu'il  n'y  a  de  ligne  radical  que  $  -y  )  quand  on 
voudra  chercher  la  racine  quarrée,  d'une  grandeur  incom- 
menfurable ,  par  exemple  de  fept  termes ,  il  faudra  fuppofer 
que  l'expreffion  de  la  racine  a  quatre  termes  ;-&  ainn  des 
autres.  Il  faut  cependant  remarquer  qu'une  grandeur  com- 
plexe ineommenfurable ,  dont  les  grandeurs  qui  font  fous 
les  lignes  radicaux  dans  tous  les  termes,  n'ont  aucun  divi- 
seur commun,,  étant  élevée  à  une  puifTance  quelconque, 
cette  puifTance  aura  plus  de  termes  que  n'en  aura  une  fem- 
blable  puifTance  d'une  autre  grandeur  complexe  ineommen- 
furable d'un  niêrne  nombre  de  termes  que  la  première  > 
mais  dont  les  grandeurs  qui  font  fous  les  fïgnes  radicaux, 
ont  des  divifeurs  communs.    Par  exemple  le  quarré  de  \Jf 
-j-Vç  +  v//;  -+- V/  a  <fept  termes ,  mais  le  quarré  de  Vf -h  Vg 
^--Vfh  -+-  Vgb ,  n'a  que  quatre  termes  3  &  le  quarré  de  — f 
-h  Vf-t-  Vg  -+- Vfg  3  n'a  que  trois  termes.  Ces  remarques  aide- 
ront à  déterminer  le  nombre  des  termes  que  l'on  doit  fup- 
^pofer  dans  l'expreffion  indéterminée  de  la  racine  qu'on  cher* 
che  5  Se  les  remarques  qu'on  pourra  faire  ïur  les  fignes  radi- 
caux des  grandeurs  complexes  incommenfurables  qu'on  aura 
élevées  aux  puiffances  2%  3e,  4%  &:c.  ferviront  à  faire  con- 
noître  les  lignes  radicaux  qu'on  doit  fuppofer  dans  l'expref- 
fion indéterminée  de  la  racine  qu'on  cherche. 

I  I. 
La  féconde  difficulté  qu'on  trouve  en  cherchant  les  ra- 
cines des  incommenfurables  complexes  fuivant  la  méthode, 
eft  fur  la  comparaifon  dps  termes  de  la  propofée  avec  les 
termes  correfpondans  de  fon  expreffion  indéterminée  j  car 
dans  la  plupart  des  cas,  fur-tout  lorfqu'ils  font  fort  compofez, 
on  a  de  la  peine  à  bien  diflinguer  les  termes  correfpondans. 
Voici  -ce  qu'on  doit  faire  pour  ôter  cette  difficulté  ;  Il  faut 
prendre  par  ordre  des  incommenfurables  complexes ,  en 
^ombres,  i°,  avec  le  figne  radical  ^3  z°,  avec  le  figne  ^ 
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&  ainifî  de  fuite ,  &  mettre  de  l'ordre  dans  les  termes ,  met- 
tant, par  exemple,  le  plus  petit  au  premier  terme,  celui  oui 
furpalîe  immédiatement  le  plus  petit,  au  fécond  terme  ■  & 
ainfi  de  fuite.    11  faut  prendre  à  même  temps  une  incom- 
menfurable  complexe  en  lettres  avec  les  mêmes  lignes  radi- 
caux ,  ôc  qui  ait  le  même  nombre  de  termes  ;  par  exemple 
û  Ton  prend  ^i  +  ^3  +  v' j  +  ^7  ,  on  prendra  à  même 
temps  v/"-h  y/g  +  Vh+-  vV.  11  faut  élever  Tune  &;  l'autre  fuc- 
ceffivement  aux  puiffances  ic,  3%  4^  &c.  ôc  fùppofant  que 
les  lettres  du  quadrinome  littéral  répondent,  félon  l'ordre 
où  elles  font ,  aux  nombres  du  quadrinome  numérique ,  &c 
qu'elles  les  repréfentent,  on  remarquera  avec  attention  dans 
chaque  puiffance ,  quelles  font  les  grandeurs  numériques 
correfpondantes  aux  grandeurs  littérales  ^  ce  qui  fera  facile 
à  diftinguer  :  on  remarquera  auffi  dans  les  puiffances  de  la 
grandeur  complexe  numérique,  l'ordre  fuivant  lequel  il  faut 
arranger  les  termes,  afin  qu'ils  foient  correfpondans  à  l'or- 
dre naturel  des  termes  de  la  femblable  puifïànce  de  la  gran- 
deur complexe  littérale.  Si  l'on  prend  la  peine  de  fe  rendre 
ces  opérations  familières,  en  faifant  plusieurs  exemples  de  la 
manière  qu'on  vient  de  l'indiquer,  on  difb'nguera  aifémenc 
en  pratiquant  la  méthode,  quels  font  les  termes  correfpon- 
dans de  l'expreflion  indéterminée,  6c  de  la  grandeur  propofée. 

I  I  I. 

Il  arrive  fouvent  qu'on  trouve  beaucoup  plus  d'équations 
particulières,  qu'on  a  fuppofé  de  grandeurs  indéterminées 
dans  l'exprefïion  indéterminée  delà  racine  qu'on  cherche 5 
dans  ce  cas  le  plus  court  eft,  quand  on  a  trouvé  les  valeurs 
des  indéterminées  par  autant  d'équations  qu'on  a  fuppofé 
d'indéterminées ,  de  fubftituer  ces  valeurs  dans  l'expreffion 
de  la  racine ,  et  de  l'élever  enfuite  à  la  puiffance  de  la  pro- 
pofée, c'eft-à-dire  au  quarré,  fi  on  cherche  une  racine  qnar- 
rée  j  à  la  troifiéme  puiffance ,  Ci  on  cherche  une  racine  cu- 
bique ,  &c.  car  fî  on  trouve  que  cette  puiffance  de  la  racine 
qu'on  cherche,  foit  la  même  grandeur  que  la  propofée ,  on 
a  trouvé  la  racine  qu'on  cherchoit  ^  fi  cela  n'arrive  pas ,  il 
faut  chercher  d'autres  valeurs  des  indéterminées,  &  conti- 
nuer jufqu'à  ce  que  cela  arrive. 
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IV. 
Quand  l'indéterminée  quifert  d'inconnue  à  l'équation  dont 
il  eft  parlé  dans  le  troifiéme  article  de  la  méthode,  qui  ne 
contient  que  cette  feule  indéterminée,  quand,  dis -je,,  cette- 
indéterminée  n'a  pas  de  valeur  commenfurable  dans  cette 
équation,  il  faut  cefler  la  recherche  de  la  racine  qu'on  cher- 
choit  j  6c  il  fuffit  de  mettre  au.de vant  de: la  propofée  le  figne 
radical  avec  l'expofant  de  la  racine  qu'on  cherchoit  j  par 
exemple ,  £  l'on  cherchoit  la  racine  cubique  de  y/a  «+-  y/.b  >3 
il  fufEroit  d'écrire  y/  y/a  •+-  Vk. 

Exemple     VI 

Ou  l'on  fait  l'application  des  remarques  pré 'ce denter.- 

uQit  propofé  de  trouver  la  racine  quarrée  de  la  gran- 
deur complexe  incommenfurable  i  5  -t-  y/%  «+-  \/i%  -+r  ^40; 
4-  ^140  -h  v/56  -+-  >/io ,  qui  a  fept  termes. 

i°.  Il  me  faut  chercher  une  grandeur  complexe  incom- 
menfurable ,  qui  repréfente  d'une  manière  indéterminée  la. 
racine  que  je  cherche ,  de  dont  le  quarré  contienne  fept  ter- 
mes :  Pour  trouver  combien  cette  racine  elle-même  doit: 
contenir  de  termes,  j'élève  au  quarré  le  trinôme,  /-h  Vg 
-+-  y/h  3  6c  trouvant  que  le  quarré  ne.  contient  que  quatre  ter- 
mes, je  prens  le  quadrinome  f-*~Vg  -H  y/h  -+•  y/.i  3  je  l'élevé 
au  quarré ,  &c  trouvant  que  fon  quarré  ff-+- g-+-b-ï~i-*-  ïftg 
-î-  ify/h  -+-  ify/i  -+-  iy/gh  -+•  zVgi  -+-  ly/hi  3  contient  fept  termes , 
cela  me  fait  juger  que  je  dois  fuppofer  pour  Pexpreffion  in- 
déterminée qui  repréfente  la  racine  que  je  cherche,  un  qua- 
drinome indéterminé,  comme/-!-  \?g  ■+■  y/h  -+•  Vi  ;  l'élever 
au  quarré  ,  6c  j'aurai  ff-\-  g  -h  h  -+-  /"  •+-  ify/.g  -+-  ifi/h  -+•  xfîfi 
-+•  ly/gh  -+-  îy/gi  H-  iVhi  3  qui  repréfente  d'une  manière  indé- 
terminée la  grandeur  complexe  propofée  1  5  -t-v^8  h-,  Sec. 

20.  Pour  diftinguer  les  termes  correfpondans  de  ces  deux, 
grandeurs  complexes,  l'une  littérale  6c  l'autre  numérique, 
que  je  fuppofe  égales,  je  prens  un  quadrinome  numerique- 
Vi  ou  bien  1  -+-  y/'i  -+-^3  -4-^5  ,  que  je  range  de  manière- 
que  la  plus  petite  grandeur  foit  la  première,  6c  enfuite  celle 
qui  eft  immédiatement  plus  grande  ;  &  ainfî  de  fuite  :  je  la 
fuppofe  repréfèntée  par  le  quadrinome  littéral  f+Vg-h^h 
■+-  Vi  3  de  manière  que  f  repréfente  1 ,  y/g  repréfente  y/i ,  6c 
ainfi  de  fuite  :  j'élève  lune  6c  l'autre  au'quarré,  6c  ordon- 
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nant  les  termes  dans  le  quarré  numérique  dans  le  même 
ordre  que  dans  le  quarré  littéral,  je  trouve  1 1  -h>/8  -hv'i  2 
-h  ^20  -t-  V14.  •+•  ^40  -4-  V60  y  qui  eft  repréfenté  par  ff  -+-  g 
+  ^+î'  +  zfi/g  ■+•  i/v^  -h  2/v7  •+-  2Vg/&  -h-  iVgi  -+-  2V^*  S 
&en  remarquant  avec  attention  les  termes  correfpondans, 
je  vois  que  la  fomme  de  tous  les  quarrez  des  termes  ff-*-g 
*+-h-\-i3  repréfenté  la  fomme  des  quarrez  des  termes  qui 
doit  être  1 1  ;  que  zfVg  repréfenté  V8  y  zfyjh  repréfenté  V 1 z  -y 
&;  ainlî  de  fuite.  Cela  me  fait  voir  qu'il  faut  ordonner  les 
termes  de  la  grandeur  propofée  de  manière  qu'ils  aillent  de 
fuite  en  augmentant ,  &  elle  fera  1  5  ■+-  \/8  -h  v'io  -+-  tfi$ 
-t-^40  -h  ^56  •+-  ^140  j  &:  alors  les  termes  correfpondans 
feront  de  fuite  ,  &  j'aurai  les  équations  fuivantes  ff^-g^h 
-H  /'  =  15,  2/Vg  éas  y/%  ,  i/v^  =  v/20  ,  zfVi  =  ^28 ,  jVgjB 
^v^o,  zVgi  =  ^56,  2v/^/  =  v/i40. 

30.  Les  termes  correfpondans  étant  ainfi  diftinguez,il  ne 
faut  plus  que  dégager  les  indéterminées  regardées  comme 
inconnues ,  ce  qui  eft  facile  en  ôtant  d'abord  les  incommen- 
furables ,  5c  opérant  enfuite  à  l'ordinaire  ^  &.  l'on  trouvera 
par  l'équation  Arffg  =  8,  que  ff=  §-5  par  l'équation  ^ffh 
é=z  1  o  3  que  ff=  \  ',  par  confequent  |=|,  6cg  =  f^5ori 
trouvera  par  l'équation  4/59=28,  que  ff=Z-y  par  confe- 
quent |  =  l  ,  &  g  =  j  i  5  on  trouvera  par  l'équation  \gk  =  40, 
que  g  =~i  comparant  cette  valeur  de  g  avec  g  =  -i  â  ,  on 
a\iral-f  =  jh  ;  d'où  l'on  déduira  hh  —  z^ètb— y,  on  fub- 
ftituera cette  valeur  de£  dansg=  *-/>,  ôcl'on  trouvera  g= 2$ 
on fubftituera  cette  valeur  degdans^f=|,6cl'on  auraj5r=i> 
&/*==  1  i  enfin  on  fubftituera  la  valeur  de  g  dans  g  =  -^/J6c 
Ton  trouvera /  =  7.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  f,  g3  h3iy 
dans  f-\-  \/g  ■+.  >/h  -h  v7/' ,  &  l'on  aura  1  -4-  Vz  -+-  V  5  -i-  ^7  pour 
la  racine  de  la  propofée  r  5  ■+■  V8  -h,  &c.  car  en  élevant  1  -+Vi- 
-*-^5  -h\^7  au  quarré,  on  trouve  la  propofée  1  j-i-VS  ■+-,  &c. 

Exemple     VIL 

lO  u  r  trouver  la  racine  cubique  de  la  grandeur  complexe 
incommenfurable  10  -h  ^324  ■+-  ^486  -+-  ^540  ■+■  ^6480 
«4-^/121  j-t-^/^jo-h  ^2025  ,  qui  a  huit  termes:  iQ.  il  me 
faut  chercher  une   grandeur  complexe   incommenfura'  ' 

s     :  -Liij 
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qui  représente  d'une  manière  indéterminée  la  racine  de  la 
propofée  $  pour  la  trouver,  jvéleve  un  trinôme  ffi -+•  ^g  -h  yfyfi» 
à  la  troifiéme  puiflance  3  &  voyant  que  fa  troifiéme  puiflapce 
f+.g+h+  rtffg  +•  ^fgg  H-  $ffh  +  tffgh  -h  yj/ggh 
■+•  "bl/foh  •+-  îfyhhy  contient  huit  termes ,  je  fuppofe  que  yVjf 
^  ^g  +.  ^  repréfente  d'une  manière  indéterminée  la  ra- 
cine que  je  cherche,  &  que  la  troifiéme  puiflance /h- g  4- & 
■4-  3v^-*~î  &e-  repréfente  la  propofée. 

2°.  Pour  découvrir  quels  font  les  termes  correfpondans  de 
la  propofée  &  de  la  grandeur  qui  la  repréfente  3  éc  que  je  lui 
fuppofe  égale,  j'élève  plufieurs  trinômes  numériques,  comme 
1  ■+-  ^2  -+-^3,  1  -+-^3  -+-^5,  v'2  -4-^3  ■+- v^f,&c.  à  la  troi- 
fiéme puiflance  j  ôc  faifant  mes  remarques  fur  les  troifiémes 
puiflances  de  tous  ces  trinômes,  que  je  regarde  comme  repré- 
fentées  par/-t-g-i~£  -+-  3  ffig -+-,  &c.  je  vois  que  leur  plus  grand 
terme  eft  repréfente  par  6^/g^,  &  que  ïj/ggh  repréfente  dans 
quelques-unes  le  plus  grand  terme  après  le  précèdent,  Se 
que  dans  quelques  autres  il  eft  repréfente  par  3y^g^>&  en 
d'autres  par  }ffikb. 

30.  Je  compare  6^fgh  avec  le  plus  grand  terme  de  la  pro» 
pofée  v  de  j'ai  la  première  équation  6$fgh  =  y/6480 ,  je  corrn 
pare  ^2.025  avec  ly/ghh^  &c  j'ai  la  féconde  équation  3y/g/>& 
.s==.yV..2Q2$  j  je  compare  y^i  350  avec  3^/M,.&;  j'ai  la  troifiéme 
équation  3 ^/M>  =  ^1350$  je  dégage  les  inconnues  à  l'or- 
dinaire ,  &;  je  trouve  /r==  2 ,_  g  =  3  ,  h  ===  j. 

4°.  Je  fubftitue  ces  valeurs  de/,  g3  h,  dans  la  racine  que 
j'ai  fuppofée ,  &  je  trouve  ^//h-  ^g  -h  yk  =  ^2  -h  ^3  -+- ^5 . 
J'élève  cette  racine  à  la  troifiéme  puiflance ,  &  je  trouve  que 
là  troifiéme  puiflance  eft  la  propofée  104-^3  24  4-,  &c.  d'où 
je  conclus  que  yVi  4- y/ 3  -4-^/5  eft  la  racine  de  la  propofée. 

A  V  E   R   TISSEMENT. 

O I  la  troifiéme  puiflance  de  la  racine  que  j'ai  trouvée  n'avoir 
pas  été  la  grandeur  propofée ,  j'aurois  changé  la  féconde  &  la 
troifiéme  équation  en  comparant  lïjghh  Sc^fbb  fucceffive- 
ment  avec  les  plus  grands  termes ,  j ufqu'à  ce  que  j'eufle  trouvé 
les  valeurs  des  indéterminées  de  la  racine  fuppofée,  dont  la 
troifiéme  puiflance  eût  été  la  grandeur  propofée  j  ce  qu'il  faut 
entendre  dans  l'exemple  fixiéme,  6c  dans  tous  les  autres  qui 
peuvent  fe  préfenter. 
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ANALYSE    COMPOSEE, 

o  V 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A  RESOUDRE 

les  Problêmes  qui  fe  réduifent  à  des  équations 

compofées. 

LI  V  RE      VL 

De  l'approximation  des  racines  des  équations 

numériques. 

AVERTI  S  S  EM  EN  T. 

\J  N  a  expliqué  dans  le  quatrième  Livre  la  manière  de 
trouver  les  racines  des  équations,  lorsqu'elles  font  commen- 
furables  3  dans  ce  cas,  il  eft  inutile  dé  les  chercher  par  ap- 
proximation :  On  a  auflî  donné  au  même  endroit  la  méthode 
de  réduire  une  équation  compofée  aux  équations  plus  fini- 
pies  dont  elle  eft  composée,  quand  les  produits  des  équations 
linéaires,  qui  contiennent  les  racines  prifes  deux  à  deux, ou 
trois  à  trois,  &c.  font  des  grandeurs  commen  furables  :  Enfin 
on-  a  donné  dans  le  cinquième  Livre  le  moyen  de  trouver  en 
plufieurs  cas  les  expreffions  mcommenfurables,  mais  exactes, 
des  racines  incoramenfurables  des  équations  du  fécond  de- 
gré ,  du  troifiénie  ,  du  quatrième ,  ûc. 

On  va  donner  dans  ce  fixiéme  Livre  la  méthode  de  trou- 
ver les  valeurs  approchées  des  racines  mcommenfurables  de 
toutes  les  équations  compofées  numériques,  ôc  le  moyen  d'ap* 
prochercesvaleursauffiprèsqu'onvoudradesracinesexacles., 
qu'on  ne  peut  pas  avoir  dans  îa  dernière  juftefle.. 

On  expliquera  dans  le  feptiéme  Livre  les  méthodes  d'ap- 
proximation des  racines  des  équations  littérales,  ou  algé- 
briques. •'->■' 

,  L\  ni 
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S  E  G  T  I  O  N     I. 

Ou  Von  explique  les  principes  à  ou  dépend  la  méthode  de 
trouver  pour  chaque  racine  dune  équation  numérique 
compofée  y  deux  grandeurs,  dont  l  une /oit  moindre  9  & 
l'autre  plus  grande  que  cette  racine „ 

Définition     L 

LES  grandeurs  entre  lesquelles  fe  trouvent  les  racines 
d'une  équation,  feront  nommées  les  limites  de  ces  ra- 
cines. Si  Ton  fuppofe,  par  exemple,  toutes  les  racines  d'une 
équation  réelles  Se  inégales ,  &.  que  Ton  nomme  par  ordre 
ïa  première  celle  qui  eft  la  plus  petite^  la  féconde,  celle 
qui  eft  immédiatement  plus  grande  qne  la  première  ,  Se  ainfi 
de  fuite  j  d'autres  grandeurs  dont  la  première  eft  moindre 
que  la  plus  petite  racine,  la  féconde  la  furpafte,  mais  elle  eft 
moindre  queJa  féconde  racine  ;  &.  ain/î  de  fuite  :ces  autres 
grandeurs  font  les  limites  des  racines. 

Définition     IL 

CjOANDlesracinesd'uneéquationfontleslimitesdesracî 
,d'une  équation  propofée,  on  la  nommera  )?  équation  des  limites. 

C    O    R    O     L     L     A     I     R    E. 


O  rsqu  e  les  racines  d'une  équation  font  les  limites  des 
racines  d'une  autre  équation ,  il  eft  évident  que  les  racines 
de  cette  féconde  font  auffi  les  limites  des  racines  de  la  pre- 
mière équation. 

A 

Théorème      L 

Première  Partie. 
i$.  Si  1°  on  fubftitue  une  grandeur  connue  quelconque  pofitive  3  h  la 
place  de  l*  inconnue  dans  une  équation  compofée 3  lafomme  connue 
de  toutes  les  grandeurs  de  l*  équation  >  après  la  fubfiitution  >  eft 
precifément  le  refte  tout  connu  quon  trouver  oit  en  divifant  l'é- 
quation par  l'inconnue  linéaire  ?noins  cette  grandeur  connue. 

\r  A  r  exemple,  (I  on  fubftitue  la  grandeur  connue  pofitive 
«4-  a  dans  tf  — •  nxx  ~\-px  4-  ^  =  o  s  la  fomme  toute  connue 
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^  —  naa  -*~  pa  +■  q  qui  vient  de  la  fubftitutioii ,  eft  preci- 
-fément  k  refte  qu'on  trouve  en  divifant  ** —  nxx  ■+-  px 
.+.  q  ==  o ,  par  x  —  a  =  o  •>  car  en  faiiànt  la  diviflon  _, 
comme  on  le  voit  ici,  *  *s  —  *  «**  ■+-  *  Jmé  -h  ?     ("  *  —  g 
on  trouvera  que  le       *  *  *"*  ~  *  «**+■**    I  **  -  S  -f-  p 
refte  de  la  diviiion  *  *  «  ~  W  <      +  *  "  "*. 

elt  a —  naa  -\-pa  •+-  q.  X 

Il  n'y  a  qu'à  faire  plu  fleurs  opérations  femblables,  &:  fe  les 
rendre  familières ,.  pour  en  vcir  la  raifon,  qui  paroît  par  l'opé- 
ration même. 

Seconde  Partie  du  premier  Théorème; 
Si  l' on  fubftitue  une  grandeur  négative  — a  a.  la  place  de  l'in- 
connue dans  une  équations  lafomme  toute  connue  qui  naîtra  de 
la  fubftitution3fera  preci fément  le  refte  tout  connu  qu'on  trou- 
vera en  divifant  la  même  équation  par  x-i-  a=  o. 

I L  n'y  a  qu'à  faire  l'opération  pour  en  découvrir  la  raifon» 

C    .O    &     O     L   <Ë  <  A     E    K    E. 

I L  fuit  de  ce  Théorème  que  c'eft  la  même  c&ofe.de  fubfti- 
tuer  une  grandeurs-  ou  — a  au  lieu  de  l'inconnue  dans  une 
équation ,  ou  de  divifer  cette  équation  par  l'inconnue  moins 
ou  plus  la  grandeur  a>  èc  que  l'un  revient  à  l'autre  vpuifqu'on 
trouvé*  la  même  chofe  y  ce  qui  fe  doit  entendre  dans,  la  fuite, 

T  h  e  o   R  e  m  e    EL 

Première  Partie.. 
m9-  IjA  fomme  toute  connue  qui  vient  de  la  fubftitution d'une  gran^ 
deur  connue  pofitive  quelconque  •+•  a ,  d lia  place  de  l'inconnue 
d'une  équation  3  par  exemple  x5 — nxx  -*-  px  -h  q==  o,  eft 
pre  ci  fément  lé  dernier  terme  de  la  transformée  qu'on  trouverait 
en  fuppofant  x  ==  z  4-  a  , $•  mettant,  z  -+r  a ,,  au  lieu  de  xdans 
l'équation. 

IL/Ar  cette  transformée  feroit  xy=z^-*-  yaz^-¥-  $aaz^+*  ah 

—  nxx  =  0  — nzj^  —  mazj — na& 

o+-  px     ===-  Hr '  p%^       ■+*■  p<£ 

-*-q       =  +~q* 

dans  laquelle  on  voit  que  le  dernier  terme  a1 — -naa-*-pa 
4- >  q,  eft:  précisément  la  fomme  qui  vient  de  la  iubftitution 
de  -j-  a  au  lieu  de  x  3.  dans  la  propofé£9. 


i-]i  Analyse     de  mont  r  e'e. 

Il  n'y  a  qu'à  fe  rendre  cette  opération  familière  par  plu- 
sieurs exemples  3  pour  en  voir  la  raifon ,  qui  paroît  par  Tope- 
ration  même. 

.    Seconde  Partie  du  fécond  Théorème. 

hjd  Comme  toute  connue  qui  viendroit  de  la  fubflitutim  de  la. 
grandeur  négative — -  a,  au  lieu  de  x  dans  une  équation, 3  fe- 
roit  precifément  le  dernier  terme  de  la  transformée  3  quon  trou* 
veroit  en  fuppofant  x  ==  z  ■«-  a.,  &  en  fubftituant  dans  lapro~ 
pofée  z  -—  a  au  lieu  de  x. 

1 L  n'y  a  qu'à  faire  l'opération  pour  en  voir  la  raifon* 

A 

Théorème     1 1  L 

120.  LES  racines  de  la  transformée  d'une  équation  quelconque ,  qui 
vient  de  la  fubflitution  de  z  -»-  a  =  x ,  à  la  pl^ce  de  l'inconnue 
"S.  y  font  les  racines  mêmes  de  la  propofée  j  mais  les  racines  po- 

*  3S.      fitives  de  la  propofée  font  diminuées  de  la  grandeur  2l  *  dans  la 

transformée ,  &  les  racines  négatives  de  la  fropofée  font  aug- 

*  38.       mentées  de  la  même  grandeur  a  *  dans  la  transformée. 

Al  n  si  fuppofé  que  toutes  les  racines  de  la  propofée  foient 
poiîtives ,  les  racines  de  la  transformée  font  toutes  les  dif- 
férences de  la  grandeur  a  d'avec  .chacune  des  racines  de  la 
propofée. 

*  38.      Ce  Theorpme  a  été  démontré  dans  le  troiiîémé  Livre.  * 

Corollaire     I. 

211.  LE  dernier  terme  de  la  transformée,  dont  on  vient  de 
parler,  étant  le  produit  de  toutes  les  racines  de  la  transfor- 
mée j  &  ces  racines  étant  les  .différences  de  la  grandeur  a 
d'avec  chacune  des  racines  de  la  propofée,  qu'on  fuppofe 
toutes  pofttives,  il  eft  évident  que  le  dernier  terme  de  cette 
transformée  eft  le  produit  de  toutes  les  différences  de  la 
grandeur  a  d'avec  les  racines  de  la  propofée. 

Corollaire     II. 

pli.  JVx  Ai  s  en  fubftituant  -\-a  dans  la  propofée  à  la  place  de  xf 
la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  eft  le  dernier  terme  de 
la  transformée  .dont  on  vient  de  parler ,  c'eft  pourquoi  en 
fubftituant  une  grandeur  quelconque  -4-  a  dans  une  équa- 
tion propofée  ,  dont  toutes  les  racines  font  pofîtives ,  à  la 

place 
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place  de  x  3  la  fomme  toute  connue  qui  vient  de  cette  fub- 
ftirution  ,  eft  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  en- 
tre la  grandeur  fubftituée  a  ôc  les  racines  de  la  propofée. 

Ce  Corollaire,  c'eft-a-dire  que  la  fomme  toute  connue 
qui  vient  de  la  fubftîtution  d'une  grandeur  connue  a3  au  lieu 
de  l'inconnue  de  l'équation ,  eft  précisément  le  produit  de 
toutes  les  différences  qui  font  entre  a  &  les  racines  de  la 
propofée,  qu'on  fuppofe  toutes  pofitives,  fe  peut  démontrer 
de  cette  autre  manière. 

Suppofé  que  les  racines  d'une  équation  foient  b3  c3  d3  ainfi 
les  équations  linéaires  dont  elle  eft  compofée,  font  x  —  h 
=  o ,  x  —  c  =  o  ,  x  —  d  =  o.  Si  on  met  une  grandeur 
connue  a  au  lieu  de  x  3  elles  feront  changées  en  a  - —  b  =  o , 
a  —  f==o,  a  —  d  =  o.  Le  produit  de  ces  trois  quanti- 
tez  a  —  b 3  a  —  c  3  a  —  d3  eft  évidemment  le  même  qu'on 
trouveroit  il  l'on  fubftituoit-i-^  au  lieu  de  x  dans  l'équation 
compofée  xi  —  bxx3  &c.  qui  eft  le  produit  des  trois  équa- 

—  cxx 

—  dxx 

tions  fimples  x  —  £  =  0,  x  —  £  =  0,  x  —  d==o.  Mais 
il  eft  évident  que  le  produit  des  trois  quantitez  a  —  b3a  —  c, 
a  —  d  3  eft  le  produit  des  trois  différences  qui  font  entre  la 
grandeur  a  &:  les  trjois  racines  b  3  c  3  d  de  la  propofée  :  donc 
fi  l'on  fubftitue  une  grandeur  a  au  lieu  de  l'inconnue  d'une 
équation  dont  toutes  les  racines  font  pofitives ,  la  fomme 
toute  connue  qui  en  vient ,  eft  le  produit  des  différences  qui 
font  entre  a  &  les  racines  de  l'équation. 

Remarques. 

S I  la  grandeur  a  qu'on  fubftitue  â  la  place  de  l'inconnue 
dans  une  équation  dont  toutes  les  racines  font  pofitives,  eft 
zéro,  ou  une  grandeur  moindre  que  la  plus  petite  des  raci- 
nes, il  eft  évident  que  toutes  les  différences  o  —  £,  o  —  c , 
o  —  ds  o\x  a  —  b3  a—c3  a  —  d3  font  toutes  négatives, 
&;  ont  les  mêmes  figues  —  qu'ont  toutes  les  racines  dans 
les  équations  linéaires  x  —  ^  =  o,  x  —  c  =  o ,  x  —  d=o% 
par  confequent  le  produit  de  toutes  les  différences ,  c'eft-à-. 
dire  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubftitution 
de  a  au  lieu  de  x  dans  l'équation,  aura  le  même  figne^que 
Tome  I.  Mm 
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le  dernier  terme  de  l'équation  qui  eft  le  produit  des  racines 

T  I. 

Si  la  grandeur  a  furpaffe  la  première  racine  qui  eft  la 
plus  petite ,  &  qu'elle  (bit  furpaflee  par  la  féconde  racine , 
il  eft  évident  que  la  première  différence  a  —  b  eft  pofïtive, 
de  que  toutes  les  autres  a  —  c 3  a  —  d,  font  négatives  :  par 
confequentle  produit  de  toutes  les  différences  a —  b3  a —  c3 
a  —  d3  qui  eft  Ja  fomme  qui  vient  de  la  fubftitution  de  a  au 
lieu  de  x  dans  l'équation,  aura  un  ligne  différent  de  celui 
du  dernier  terme  de  l'équation. 

III. 

Si  la  grandeur  a  furpaffe  les  deux  premières  racines ,  &; 
qu'elle  foit  moindre  que  la  troifiéme,  il  eft  évident  que  les 
deux  premières  différences  a  —  b  3  a  —  c  3  feront  pofitives, 
&.  que  la  troifiéme  a  —  d  fera  négative,  &  les  autres  fuivan* 
tes,  fî  l'équation  eft  du  quatrième  ou  cinquième  degré ,  &c. 
par  confequent  le  produit  de  toutes  les  différences ,  qui  eft 
la  fomme  qui  vient  de  la  fubftitution  de  a  au  lieu  de  x  dans 
l'équation  ,  aura  un  figne  différent  du  précèdent  ^  c'eft-à- 
dire,  le  même  figne  que  le  dernier  terme  de  l'équation. 

Corollaire    III.    fondamental. 

I13«  JCiN"  continuant  le  même  raifonnement ,  on  verra  qu'en 
prenant  fucceiïivement  a  pour  les  grandeurs  entre  lefquelles 
les  racines  d'une  équation  quelconque,  dont  toutes  les  raci- 
nes font  pofitives  ,  font  des  grandeurs  moyennes  ;  &  fubfti- 
tuant  fucceffivement  ces  grandeurs  a  au  lieu  de  l'inconnue 
dans  l'équation  propofée,  en  commençant  par  celle  qui  eft 
moindre  que  la  plus  petite  racine,  les  fommes  toutes  con- 
nues qui  viendront  des  fubftitutions  fucceffives,  auront  alter- 
nativement le  figne  du  dernier  terme  de  l'équation  &  fbn  fi- 
gne oppofé,  c'eft-à-dire  -+-  de —  dans  les  équations  des  de- 
grez pairs,  comme  du  fécond,  du  quatrième,  du  fixiéme,  &c. 
ôc  —  & -h  dans  les  équations  des  degrez  impairs.  Si  l'on  fub- 
ftitue  à  la  place  de  l'inconnue  d'une  équation ,  dont  toutes 
les  racines  font  pofitives ,  une  grandeur  pofitive  -4-  d  ,  qui 
furpaffe  la  plus  grande  des  racines  de  l'équation,  la  fomme 
toute  connue  qui  viendra  de  la  fubftitution  ,  aura  toujours  le 
figne  -t-j  car  cette  fomme  eft  le  produit  de  toutes  les  diffe- 
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rences  qui  font  entre  la  grandeur  fubftituée  6c  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation  -y  &;  comme  cette  grandeur  eft  fuppofée 
plus  grande  que  toutes  les  racines,  toutes  ces  différences  au- 
ront chacune  le  figne  -+-  j  leur  produit  aura  donc  le  fïgne  ■+-. 

Corollaire     IV. 

114.  XL  fuit  de  là  &  du  fécond  Théorème ,  que  fi  l'on  transforme 
une  équation  propofée  ,  en  fuppofant  fon  inconnue  x  =  & 
-t- a ,  &  fubftituant  z^-\- a  au  lieu  de  x  dans  la  propofée, 
quand  le  ligne  du  dernier  terme  de  la  transformée  fera  le 
même  que  celui  du  dernier  terme  de  ïa  propofée,  la  gran- 
deur a3  dont  les  racines  pofitives  font  diminuées,  fera  moin- 
dre que  la  plus  petite  racine  de  la  propofée,  ou  qu'elle  fur- 
palTera  un  nombre  pair  des  racines  pofitives  de  la  propofée, 
comme  deux  ou  quatre,  ôcc.  Mais  11  le  dernier  terme  de  la 
transformée  a  un  fis;ne  différent  de  celui  du  dernier  terme  de 
la  propofée,  la  grandeur  a  furpafTe  neceffairement  la  moin- 
dre racine  pofitive  delà  propofée  $  mais  elle  en. peut  aufïi  fur- 
paffer  un  nombre  impair ,  comme  trois ,  cinq ,  &c. 

Corollaire     V. 

125.  3I  l'on  fubflitue  fucceffivement  une  grandeur  négative  —  a 
dans  une  équation  dont  toutes  les  racines  font  négatives  &c 
différentes ,  à  la  place  de  l'inconnue,  &  qu'on  commence  par 
fubftituer  une  grandeur  —  a  moindre  que  la  plus  petice  des 
racines  négatives,  &  enfuite  une  grandeur  —  a  plus  grande 
que  la  première  racine  négative,  mais  moindre  que  la  fé- 
conde, ôcainfi  de  fuite,  les  fommes  toutes  connues  qui  vien- 
dront des  fubftitutions  fucceffives ,  auront  alternativement 
les  fïgnes  -+-  &  — . 

La  démonftration  eft  fi  facile  après  celle  qu'on  a  donnée 

kpour  le  cas  où  les  racines  font  toutes  pofitives,  qu'il  eft  inu- 
tile de  la  mettre. 
Théorème  IV. 
îi6.  J>)1Ju4jW  D  toutes  les  racines  £  une  équation  font  négatives  & 
réelles  3  fil' on  fubflitue  une  grandeur  pofltive  quelconque  +a  au 
lieu  de  F  inconnue,  lafommc  toute  connue  qui  viendra  de  ld  fubfti- 
tution,  aura  toujours  le  [îgne  -+-  5  &  quand  les  racines  font  toutes 
pofitives  \fi Ton  fubflitue  une  (grandeur  négative  quelconque  —  a 
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au  lieu  de  l'inconnue,  lafommc  toute  connue  qui  en  viendra 3  aura, 
toujours  le  mèmefigne  quavoitle  dernier  terme  de  l'équation. 
Ce  Théorème  eft  évident  après  tout  ce  qui  précède. 

Théorème  V. 
127.  G)VAND  toutes  les  racines  d'une  équation  font  égales ,  qu'elles 
font  en  nombre  pair,  &  qu  elles  font  toutes  pofetives  ou  toutes 
négatives  3  ou  bien  un  nombre  pair  de  pofîtives  3  &  un  nombre 
pair  de  négatives  3  fi l'on  fubjlitue  une  grandeur  a  fit  pofîtivey 
foit  négative  3  moindre  ou  plus  grande  que  chaque  racine  égale  t 
lafommequi  viendra  de  la  fubftitution  fera  toujours pojitive* 

Démonstration. 

oOient  les  équations  linéaires  dont  l'équation  eft  corn- 
pofée  x  —  b  =  o ,  x  —  ^  ~  o ,  x  —  ^  ==  o ,  x  —  ^=0, 
ou  bien  x  —  ^  =  0,  x  —  £  =  0,  at-h b  =0 ,  x  +  ^  =  oj 
fi  l'on  fubftitue  dans  chacune  de  ces  équations  linéaires  une 
grandeur  4-  a  moindre  ou  plus  grande  que  la  racine  b  3  l'on 
aura  a  —  b  3  a  —  b3  a  —  b  3  a — bi  ou  bien  a  —  b  3  a  —  ba 
a-\-b  3  a~\-  b. 

1°.  Il  eft  évident  que  fi  a  eft  moindre  que  b  3  les  quatre 
grandeurs  a  —  b3  a  —  b,  a  —  b3  a  —  by  font  négatives  5 
ainfï  leur  produit  tout  connu  fera  pofitif.  Si  a  furpafle  bs 
les  quatre  grandeurs  a  —  b3  a  —  b3  a  —  b,  a  —  b3  font 
toutes  pofîtives,  ainfi  leur  produit  fera  pofitif. 

zo.  Si  a  eft  moindre  que  b ,  les  deux  grandeurs  a  —  b 3 
a  -«  b  9  font  négatives  ^  ainfi  leur  produit  qui  eft  pofitif, 
étant  multiplié  parles  deux  autres  qui  font  pofitives  a-±-b , 
*•+■  b 3  donnera  un  produit  pofitif.  Si  a  furpafTe  b  3  les  quatre 
grandeurs  a  —  b3  a  —  £,  a+-b3  a-*-b3  font  pofitives,  ainfi 
leur  produit  eft  pofitif. 

Mais  il  eft  évident  que  le  produit  des  quatre  grandeurs 
a  —  b3  a* — by  a  —  b3  a  —  b3  ôc  celui  des  quatre^  —  b3  a  —  by 
a-\rb3  a-\-b3  font  precifément  les  fommes  toutes  connues 
qui  viendroient  en  fubftituant  la  grandeur  a  au  lieu  de  x 
dans  l'équation  compofée  des  équations  linéaires  x  —  b 
=  0,  x — ^  =  0,  x  —  ^=  o,  x  —  ^  =  0,  ou  des  équations 
linéaires  x  —  b=Oy  x  —  £  =  o ,  *  -t-4  =  o ,  x-*-b  =  o3 
donc,  &c. 

La  démonftration  fe  fera  de  la  même  manière,  fi  l'on 
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/ubftitue  la  grandeur  négative  —  a  moindre  ou  plus  grande 
que  la  racine  égale  b. 

Corollaire. 

X  L  eft  évident  que  ce  Théorème  eft  également  véritable 
par  raport  à  une  équation  compofée  d'un  nombre  pair  de 
racines  égales  qui  ont  un  même  ligne  -h  ou  —  3  êc  d'un 
autre  nombre  pair  d'autres  racines  égales  différentes  des 
premières ,  qui  ont  aufîi  toutes  le  même  iigne-H,  ou  le  même 
Ugne  — . 

Remarques  four  le  Théorème  fuivant* 

128.  i°.i.L  faut  remarquer  fur  les  racines  imaginaires,  dont  on 
parlera  dans  ce  Théorème,  qu'elles  font  toujours  en  nom- 
bre pair  dans  une  équation  compofée.  *  *  29. 

20.  Qu'elles  peuvent  être  de  deux  fortes,  ou  purement  l?Cou 
imaginaires  comme  dans  ces  équations  linéaires  x-i-V- — ab 
r=  o ,  x  —  V  —  ^  =  0;  ou  contenir  une  partie  réelle  ,  &C 
l'autre  imaginaire,  comme  dans  celles-ci  x—b-+-V — bc=.o9 
x  —  b —  V  —  bc=o. 

30.  Qu'étant  toujours  deux  à  deux  dans  une  équation 
compofée ,  fi  l'une  eft  purement  imaginaire,  l'autre  l'eft  auffi  : 
fi  l'une  contient  une  partie  réelle  £c  l'autre  imaginaire ,  il 
faut  que  l'autre  contienne  la  même  partie  réelle  fous  le  mê- 
me figne  y  ôc  la  partie  imaginaire  fous  un  ligne  oppofé  j  la 
raifon  en  eft  qu'autrement  la  racine  imaginaire  paroîtroit  avec 
fon  figne  dans  l'équation  compofée,  où  l'on  luppofe  qu'il  n'y 
en  paroît  aucune. 

4°.  Dans  les  équations  où  la  racine  eft  purement  imagi- 
naire ,  comme  dans  x  -hV  —  ab  =  o ,  x  —  v^—  ab  =  o  , 
on  pourra  dire  que  la  racine  imaginaire  de  la  première  eft 
négative,  6c  celle  de  la  féconde  pofitive  :  mais  dans  les  équa- 
tions x  —  b-\-\/  — -  ^  =  o ,  x  —  b  —  V  —  bc—oy  on  dira 
que  les  deux  racines  font  pofitives  -y  êc  dans  les  deux  équa- 
tions *  4-  £  -+-  V  —  bc=  o ,  x-*-b  —  >J  —  ^r=5=o,  qu'elles 
font  négatives,  ces  dénominations  étant  arbitraires. 
_  50.  Une  équation  dont  les  deux  racines  font  imaginaires, 
èc  qui  a  tous  {qs  termes,  comme  xx  —  ibx-t-bb  =  o,  ou 

•+-  bc 
xx**-ibx-\-bb^=.  o ,  contient  une  équation  de  deux  racines 
-*-bc 
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égales  toutes  deux  pofitives ,  ou  toutes  deux  négatives  j  Se 
de  plus,  elle  a  dans  Ton  dernier  terme  tout  connu  une  gran- 
deur pofitive ,  outre  le  quarré  de  la  racine  égale  $  ainfi  fon 
dernier  terme  -j-  bb  -+•  bc  3  qui  eft  toujours  pofitif,  furpafle 
le  dernier  terme  de  l'équation  des  deux  racines  égales  xx 
±  zbx-*-bb  d'une  grandeur  pofitive  -*-  bc. 

A 

Théorème  VI. 
i*  2 9  •  SI  l'on  fubfiitue  une  grandeur  a  foit  -pofitive  3foit  négative 3  qui 
foit  moindre  que  la  -partie  réelle  des  racines  imaginaire  s  3  quand 
elles  en  ont  une3  ou  qui  foit  plus  grande  3  ou  qui  lui  foit  égale  3 
dans  une  équation  qui  a  fes  deux  racines  imaginaires  3  â  la 
place  de  l'inconnue  x ,  la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra  3 
aura  toujours  le  figne  H-» 

Démonstration* 

i°.  LE  Théorème  eft  évident  par  lui-même,  quand  les  deux 
racines  de  l'équation  font  purement  imaginaires ,  comme 
dans  xx  -h  bc  =;o  ;  20.  quand  les  deux  racines  imaginaires 
ont  une  partie  réelle  ,  qui  eft  toujours  la  même,  &  avec  le 
même  figne*,  en  ôtant  du  dernier  terme  la  grandeur  pofi- 
tive qui  s'y  trouve,  &  laifiant  le  quarré  pofitif  de  la  partie 
réelle,  l'équation  aura  deux  racines  égales  &  réelles 3  toutes 
deux  avec  le  même  figne  :  donc  par  ce  qui  a  été  démontré 
pour  les  équations  des  racines  égales  en  nombre  pair  &  avec 
le  même  figne,  en  fubftituant  -h  ou  —  a  dans  cette  équa- 
tion ,  la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra  aura  le  figne  -h  -, 
èc  fi  Ton  fubftitue  la  partie  réelle,  qui  eft  la  racine  de  l'équa- 
tion qui  a  fes  deux  racines  égales»,  la  fomme  toute  connue 
qui  en  viendra  fera  zéro  :  donc  en  y  ajoutant  la  grandeur 
pofitive  du  dernier  terme,  qui  eft  caufè  que  l'équation  a  deux 
racines  imaginaires,  cette  fomme  aura  toujours  le  figne  -+-. 
Ce  qu  il  faloit  démontrer. 

Corollaire    I. 

v^I  une  équation  eft  compofée  de  quatre,  de  Gx ,  de  huit 
racines  imaginaires,  en  y  fubftituant  à  la  place  de  l'inconnue 
une  grandeur  quelconque  a  pofitive  ou  négative,  la  fomme 
qui  en  viendra  aura  toujours  le  fierne-n. 

Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  du  fixiéme  Théorème 
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Corollaire      II. 

I  L  n'y  a  aucune  grandeur  réelle  qui  étant  fubftituée  à  la 
place  de  l'inconnue  d'une  équation  dont  toutes  les  racines 
îbnc  imaginaires ,  donne  zéro  pour  la  fomme  toute  connue. 

A 

Théorème      VII. 

130.  Si  une  équation  comfi&fêe  a  plufieurs  racines  pofitives  &  inéga- 
les 3  &  quelle  en  ait  encore  de  négatives  3  quelle  en  ait  même 
encore  d'égales  en  nombre  pair }  &  qui  foient  toutes  pofitives  ou 
toutes  négatives 3  ou  qui  foient pofitives  en  nombre  pair3&  né~ 
gatives  en  nombre  pair  h  qu'enfin  elle  en  ait  encore  (fil' on  veut) 
£  imaginaires  y  qui  font  toujours  en  nombre  pair  '■>  qu  on  fubfiitue 
fuccejjivement  dans  l'équation  compofée3  a  la  place  de  l*  inconnue > 
une  grandeur pofitive  2l  ,  i°.  moindre  que  la  plus  petite  des  pofiti- 
ves  inégales  î  i° .  plus  grande  que  cette  première \  &  moindre  que 
la  féconde  racine  pofitive  3  &  ainfi  de  fuite  3par  raport  aux  feules 
pofitive  s  inégales  J,e  s  fommes  toutes  connues quiviendront des  fub- 
ftitutions  fuceejjîves  auront  alternativement  les  fignes  -h  & — * 
files  racines  pofitives  inégales  font  en  nombre  pair  h  &  alternati- 
vement—  &-*-■>  fi les  racines  pofitives  font  en  nombre  impair* 

Démonstration. 

QU'o  n  conçoive  feparément  l'équation  compofante  des 
racines  pofitives  inégales ,  qu'on  nommera  A  3  pour  rendre 
la  démonftration  plus  claire  b  de  feparément  l'équation  com- 
pofante des  racines  négatives ,  qu'on  nommera  B  j  &:  fepa- 
rément celle  des  racines  égales,  qu'on  nommera  Ci  £c 
enfin  celle  des  racines  imaginaires,  qu'on  nommera  D.  Il 
eft  évident  par  le  troifîéme  Corollaire  fondamental  du  3c 
Théorème,  *  que  les  fubftitutions  fucceffives  des  grandeurs  a,  *  n  5. 
telles  qu'on  les  a  fuppofées,  dans  l'équation  A  à  la  place  de 
l'inconnue  x ,  donneront  fucceffivement  des  fommes  qui 
auront  alternativement  -+-  & — ,  ou  —  6c  h-  :  Il  eft  auffi 
évident  parles  4%*  5%*  &  6e  *  Théorèmes,  que  les  mêmes  *n<r. 
grandeurs  fucceffives  a  étant  fubftituées  fucceffivement  dans  *  |2J 
les  équations  B,  C3  D3  les  fommes  qui  en  naîtront  auront 
toujours  le  figne  -4-.  Ainfi  le  produit  qui  naîtra  de  la  multi- 
plication d'une  fomme  connue  qui  vient  de  la  fubftitution 
de  a  dans  l'équation  A ,  par  le  produit  des  trois  fommes 
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connues  qui  viendront  de  la  fubftitution  de  la  même  gran- 
deur a  dans  les  trois  équations  B  3  C3  D  3  aura  toujours  le 
même  figne  que  celui  de  la  fomme  connue  qui  vient  de  la 
fubftitution  de  a  dans  l'équation  A->  car  les  autres  fommes 
de  B  3  C3  D3  ayant  toujours  -h,  leur  produit  par  la  fomme 
connue  de  A  aura  le  figne  de  cette  fomme. 

Mais  il  eft  évident  que  le  produit  qui  vient  de  la  multi- 
plication des  fommes  connues  que  donnent  les  équations 
B 3  C  3  D  j  par  la  fomme  connue  que  donne  l'équation  A  3 
eft  la  fomme  toute  connue  qu'on  trouve  en  fubftituant  la 
même  grandeur  a  au  lieu  de  x  dans  l'équation  compofée 
des  quatre  équations  A ,B3C 3  D.  Par  confequent  les  fom- 
mes toutes  connues  qui  naîtront  des  fubftitutions  fuccefïives 
des  grandeurs  a  3  telles  qu'on  les  a  fuppofées,  dans  l'équa- 
tion compofée  des  quatre  A3  B3  C3  D3  au  lieu  de  l'inconnue  x3 
auront  alternativement  -+-  Se — ,  ou  —  Sc-k  Ce  qu'il faloiè 
démontrer. 

COROLLAIRE        I. 

O I  en  fubftituant  deux  grandeurs  pofltives  connues  ■+-  a  Se 
~\- b 3  l'une  après  l'autre  dans  une  équation  quelconque,  à 
la  place  de  l'inconnue  x  3  les  deux  fommes  connues  qui  en 
naiiïènt  ont  les  fignes  oppofez  ■+-  Se — ,  ou  —  &:-*-,  il  eft  cer- 
tain qu'il  y  a  au  moins  une  racine  pofîtive  de  cette  équation 
entre  les  deux  grandeurs  a  Se  b\  c'eft- à-dire,  plus  grande 
que  la  moindre  des  deux,  Se  plus  petite  que  la  plus  grande  . 
des  deux  grandeurs  a  Se  b. 

Il  faudrait  conclure  la  même  chofe  fi  on  divifoit  la  même 
équation  par  x  —  *  =  o,  ôcenfuite  par  x  —  £  =  o,&que 
les  deux  divifions  donnaient  deux  reftes  qui  euflènt  des  fignes 
*  il?,  oppofez.* 

Corollaire       IT. 

Î)I  l'on  fubftituoit —  a3  —  b,  l'une  après  l'autre,  à  la  place 
de  x 3  ou  fi  l'on  divifoit  l'équation  par  at-h^=o,  Se  par 
x-*-b=zoy  Se  Ci  les  deux  fommes  qui  naîtroient  des  fubfti- 
tutions, ou  les  deux  reftes  des  divifions,  avoient  des  fignes 
*uf ,  oppofez  ,  il  eft  certain*  qu'il  y  aurait  au  moins  une  racine 
&12.6.  négât{ve  entre  les  deux  grandeurs  a  Se  b ,  plus  grande  que 
la  moindre  des  deux,  Se  plus  petite  que  la  plus  grande  des 
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Corollaire     III. 

Si  l'on  transforme  une  équation  en  deux  autres,  i6.  en 
fuppofant  l'inconnue  de  l'équation  x  =  ^-^aJ  &fubftituant 
j^-h  a  au  lieu  de  x  dans  l'équation  $  2°.  en  fuppofant  l'in- 
connue x  =  y  ■*-  b ,  &c  fubftituant  y~*-b  au  lieu  de  a:  dans 
l'équation ,  &;  que  les  deux  derniers  termes  des  transfor- 
mées ayent  deux  (ignés  oppofez,  il  eft  certain  qu'il  y  a  au 
moins  une  des  racines  pofitives  de  l'équation  propofée  entre 
a  &  b ,  plus  grande  que  la  moindre  des  deux ,  &  plus  petite 
que  la  plus  grande  des  deux  grandeurs  a  &  b. 

Mais  h"  Fan  fuppofe,  i?)  x  =  z^ — ay  de  enfuite  x^=zy 
—  b ,  ôc  fi  après  avoir  fait  les  fubftitutions  de  2^ —  a  au  lieu 
de  x ,  de  de,  y —  b  au  lieu  de  x  dans  l'équation,  il  vient  deux 
transformées  dont  les  lignes  foient  differens ,  il  eft  certain 
qu'il  y  a  au  moins  une  racine  négative  de  l'équation  entre 
les  grandeurs  a  6c  b. 

Ces  trois  Corollaires  font  des  fuites  évidentes  des  Théo- 
rèmes précedens.  *  *  118,  119, 
r  127 ,  116  , 
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(JUand  on  peut  trouver  deux  limites  pour  chacune  des 
racines  d'une  équation  ,  c'eft-à-dire  deux  grandeurs  pour 
chaque  racine,  dont  l'une  eft  moindre  Se  l'autre  plus  grande 
que  cette  racine,  il  eft  certain  que  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion font  réelles  ôc  inégales  5  car  il  n'y  a  pas  de  limites  pour 
les  imaginaires ,  puifqu'on  a  démontré  *■  que  quelque  gran-  *  ï%^ 
deur  qu'on  fubftitue  dans  une  équation  dont  les  racines  font 
imaginaires ,  la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  a  tou- 
jours ■+■  ^  &  il  eft  évident  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  limites  entre 
les  racines  égales  que  zéro. 

Corollaire     V. 

Si  l'on  peut  trouver  deux  limites  pour  chaque  racine  d'une 
équation,  ou  fi  l'on  trouve  les  limites  des  unes,  &  zéro  pour 
les  limites  des  autres  5  ou  fi  l'on  trouve  zéro  pour  les  limites 
de  chacune ,  toutes  les  racines  de  l'équation  font  réelles  5 
car  on  ne  fçauroit  trouver  pour  les  imaginaires  des  limites 
dont  l'une  foit  moindre  &  l'autre  plus  grande  que  chaque 
racine  imaginaire  j  on  ne  feauroit  aufîi  trouver  zéro  pour 
Tome  Jt  N  n 
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les  limites  des  racines  imaginaires  :  Ainfi  quand  on  trouve 
les  limites  de  toutes  les  racines,  ou  du  moins  zéro  pour  leurs 
limites  :  elles  font  toutes  réelles. 

Première  fnfpojîtion. 
E  s  "équations  linéaires  de  toute  équation  compofée,  dont 
toutes  les  racines  font  réelles  inégales  &  pofitives ,  foient 
repréfent-ées  par  x  —  a  =  o3  x  — ^*o,  x  —  f=o, 
x  —  d  sbsb -o  ,  &c.  que  ces  racines  aillent  en  augmentant 
dans  l'ordre  qu'on  les  voit  ^  c'eft-à-dire,  que  a  foit  la  plus 
petite ,  6c  b  plus  grande  que  a  3  c  plus  grande  que  £;  &;  ainfi 
de  fiûte  :  que  la  différence  de  a ■  &  de  b  foit/^  celle  de  a  Ôc 
de  c  foit  g.,,  celle  de  a  &  de  d  foit  ^,  Se  ainfi.de  fuite  ^  l'on  a 
a-*-f=zù3  a-t-g  —  c^  a-\-b=zd.  Que  les  différences  de 
la  féconde  racine  b  d'avec  les  autres,  foient  exprimées  par 
les  mêmes  lettres  de  fuite/)  g3  b3&c.  ainfi  la  différence  de  b 
&c  de  a  foit  /,  celle  de  b  Se  de  c  foit  g3  celle  de  b  Se  de  d 
foit  h ,  Sec.  (On  fe  fert  des  mêmes  lettres  pour  marquer  les 
différences  ,  quoiqu'inégales ,  afin  de  rendre  la  chofe  plus 
fimple  j  )  ainfi  a-=^b  —  f3  c  =  b-+-g3  d=  b -\-  h.  Que  les 
différences  de  la  troifiéme  racine  d'avec  les  autres  foient 
aufîî  marqués  par  les  mêmes  lettres/]  g3  h  3  Sec.  ainfi  az=^c 
— /,  b  =  c — g  3  d  =  c~\-h.  Enfin  que  les  différences  de 
quelle  racine  on  voudra  de  l'équation  d'avec  les  autres, 
foient  marquées  de  fuite  par  les  lettres/,  g,  h 3  Sec. 

i°.  Il  eft  évident  que  les  équations  linéaires  dont  l'équation 
eft  compofée  3  peuvent  être  repréfentées  par  des  équations 
linéaires ,  qui  auront  toutes ,  celle  des  racine»  de  la  propofée 
qu'on  voudra ,  jointe  avec  les  différences  qui  font  entre  cette 
racine  Se  les  autres. 

Premières.         Secondes.  Troinemes.  Quatrièmes.  Cinquièmes 

se  —  a  =  o  =  x —  a         =  o  =  x — &-f-/=o  =  x — c  ~\-  f '=  o  :=  x  —  d-\~f={ 

x  —  b==o  =x  —  a  —  /=  o  ==x  —  b  =o  =  # — c-\-g=o=x  —  d-\~g  —  o 

x — c=o  =at  —  a  —  g=o  =x — b  —  g  =  o  =  x — c  =o=x  —  d-{-h  =  9 

w  —  d  =  o  =  x  —  a  —  A  *=  o  ±=zx  —  b  —  h  =  o  =x  —  c  —  k  =  o  =  x  —  d  =  o. 

2°.  Ileft  évident  que  le  produit  des  premières  équations,  ce- 
lui des  fécondes,  celui  des  troifiém-es,  celui  des  quatrièmes, 
celui  des  cinquièmes,  font  tous  égaux,  Se  que  les  équations 
compofées  qui  viennent  de  ces  produits,  font  precifément  la 
même  équation  fous  différentes  exprefîions,  comme  on  le  voit 
ici.  Il  faut  les  former  Toi  même  pourfe  rendre  cette  formation 
familière. 


L    I    V    R    E        V  I.  fetg 

Première  équation* 

x*  -—  «#*  4-  *bxx  —  abcx  4*'  abcdz=s  o, 

—  fes*  -+-  acxx  —  abâx 

—  cjc5  -)—  adxx  — -  acdx' 

—  dx>  4~  hcxx.  —  £«/a? 

-4-  bâxx 
■    4~  a/aw 

Seconde  équation; 

#r4  —  4&»î  -f-  6aaxx  —  4^    Hh  a*  =  jgj1  —  4***  4-<f44X#  —  4*'a?  4-  **  X    F 

—  À*  "+*  ^*  ~~  */***  "+--/SÎ  *      "+~  xy      —iaxx  ~hîaax"—~âi  X  — / 

—  gx*  •+-  JS***  ~  ?£***  -^M*1  =      ~f-  jcs      —  }axx  -f-  3*1*  -^"P  X  ~~£ 
«—  &ar*  -f-  y&jar,»  —  5^^  -f-  »*?  =3      4,-,  ^r     —^àxx  -\--^aax  —  a1  X  —  ^ 

4-/g*w  —  zfgax  -\-fga*  =  4-xar     —  gg  4-  gg  X  "+"./& 

-\-fhxx   —  2/to  -t-flaa  =  4^  a?a?     — ♦  aia;  4-  44  X  4-/# 

H-  gbxx  —  xgkax-+'gfoM  =3  4~  xx     —  zax  -+- aa  X  -hgk 

—fghx   -jrfg&a  ==  '+•*"—«"  X  —/&* 

Troifiéme  équation; 

#*  — -4&a?* -+-6bbxx-~&x  4~  &*  =  a?*  ZT^^-^-isblfxx  —  46**?  4- T'  X  I 

H-/*'  —  tfte*  +-  3/^#  —  /#  m      4-  g*    —  yto  H-  jbbx  — ~P  X  H-/"" 

—  g*s  4-  îgbxx  —  îgbbx  4-  gtf  =      ^  xi    _  ^g  ^  ^  __  p.  X-r-g 

—  hx*  4-  jAta—  thbbx-hhb*  =,      ^i    _  ?.to   ^^^p  X  -"  * 

—  j&x*  -f-  ifè£#  ~^*  ==.  ^  ata;       —  zbx~~^bb  X  —  fg 

—  /ta  4-  i/A*«  -~//të£  =  ^  xx       —  zbx   -\-bb  X  —  /* 
4-  gta   —  zghbx-+~gkbb  =i                  4-  ^        —  zto  +^  X~*~g£ 

.  -h^a?  -r-'j^w  =>  4-*    ~&  x-f-/s* 

Quatrième  équation. 


#*  — 4CX*-\~6ccxx~-  4&x  4-f*     =  #*  —  4^a?î  4-  6ccara?  —  ^x  4-  f  X   * 

4- /a?'  —  3/«?#  4-  îfccx  —  f°l   s™  H~  m3     — '  ?gJCJg  H-  îccx  —  c>  X  *+"/ 

4-?g#5  — ■3^**-}-:3gwjp  ■ — gc?    s»  *±-x*     —  tcxx  4-3^a?  —  c-  X^g1 

«— ' /&*3  -H  ^hcxx  —  ihccx  -f- hc*    sss  ^i    «ci    —  ^cxx  -f-  3ftA?  —  c^  X  —  f* 

*+-fgxx  —  zfgcx  -j-  fgcc  =  +»  ara;  --  ica?    +  7g  X  "^"^ 

~~fhxx  4-  2/^f*  —  fhtc.ssr  4-  ara?  . —  zca?   4-gc  X  ' — /* 

—  g^A?  4*:  zghcx  —  ghcc  =ss  "4-  ^  —  2ca;  -H7<r  X  —  gh 

"-  fghx  >+-fghc  =  4-  x     _  c    x  —  /p 

Cinquième   équation. 

w*  >-  4^  -1-  é^Ja?*  —  4àlx  4-  ^4     as  gg4  —  4jft?  4-  é^faje  —  4<?*a?  -j-lF  X   r 

-\- fx*   —  tfdxx -+- tfddx  —  fà\    =  4-.  j^     —  3^ara:  4-  tfdx  —  d!  X  "Hf 

4-  ga?3  —  3g^ca?4-  3g^»  ~ !$*   =  4-  ^     —  ^dxx  4-  3^^? —  ^J'  X  "+"5 

4-^J  —%hdxx-\-jkddx--M9    =  4-»*     —  3^^  -H  î^^7  —  &  X*+-* 
4-^a?   ^r  xfg&r\-f&à*z*  4-jga?      —  i^a?  4~  <#  X  4r^T 

^-fhxx   —  zfhdx~*-fhdd=  ^-xx      —zdx-\-ddX*{~  fh 

^hghxx  —  zghdx-hghdd=  4-  **      —  xdxj±Jâ  X  -{-gh 

*+-fghx    —fghdza  !-£"*     ~  d     X^fgh 

Nnij    . 
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THEOREME        VIII. 

131.    TOUT  B  équation  compofée  3  dont  les  racines  font  réelles  iné- 
gales &pofetives  3  peut  être  conçue  comme  contenant  toutes  les 
équations  faites  de  feules  racines  égales  àt  celle  de  fes  racines 
quon  voudra  3  qui  fuivent. 
i°.  Une  équation  du  degré  de  la  propofée ,  par  exemple  du  4e 

degré  3  dont  toutes  les  racines  font  égales  à  celle  qu'on  voudra  des 
,  racines  de  la  propofée  >  laquelle  équation  de  racines  égales  efl 

multipliée  par  U  unité. 

2°.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d'un  d^gré 

■que  la,  précédente  3  multipliée  par  chacune  des  différences  qui  efi 

entre  cette  racine  égale  &  les  autres. 

30.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d?un  degré 

que  la  précédente  3  multipliée  par  chacun  des  produits  des  mêmes 

différences  multipliées  entf  elles  deux  à  deux. 

40.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d*un  degré 

que  la  précédente  3  multipliée  far  chacun  des  produits  des  mêmes 

différences  multipliées  entr  elles  trois  à  trois.. 

Et  ainji  de  fuite  3  jufqu* a  ce  quon  foit  arrivé  a  une  équation 

linéaire  qui  a  la  même  racine  égale  3  &  laquelle  équation  linéaire 

efi  multipliée  parle  produ-it  des  mêmes  différences  multipliées  tou* 

-tes  les  unes  par  les  autres. 

Ce  Théorème  efl  évident  par  la  fuppofïtion  précédente, 
Remarque  fur  cette  formation  des  équations. 

oUpposant  que  l'on  marque  chacune  des  racines  a3  b3c3à3 
de  la  propofée ,  par  k3  on  aura  Inéquation  fuivante, 

x    I 

*    ±f 
x  ±g 
x  ~+~  h 

*±fg 
x  ~tlfh 
x  ^gh 

x       — k     xitifgh 

A-*-/\.d3a*ï'3d3  a-*-id3  œ-hid3a-i-o. 

Le  premier  terme  de  l'équation  linéaire  ±fghx^ffgh  x  I,' 


"—■^kx 

5  -f-  Gkkxx 

—  4k*  x 

+  l€ 

-¥-xi 

—  }kxx 

-+-  }kkx 

—k 

-f-*' 

?,kxX 

•+-    }kk.X 

—k> 

M-** 

—  }kxx 
H-  xx 

■+-  }kkx 
—  ikx 

—  te 

-+-  kk 

-t-  XX 

H-  xx 

—  ikx 

—  ikx 

-*-  kk 
-+■  kk 
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qui  eft  la  dernière 3  a  le  figne  — ,  fî  les  racines  font  en  nom- 
bre pair,  6c  qu'on  conçoive  que  k  repréfente  la  plus  petite 
racine  a  de  la  propofée  3  6c  il  a  le  figne  -+-,  fî  les  racines  fonc 
en  nombre  impair. 

Le  même  premier  terme  fghx  a  un  figne  oppofé  au  pré- 
cèdent, fî  l'on  conçoit  que  k  repréfente  la  féconde  racine  b. 
11  a  un  figne  oppofé  au  précèdent,  fi  £  repréfente  la  troi- 
sième racine  c.  Il  a  un  figne  oppofé  au  précèdent ,  fi  k  re- 
préfente la  quatrième  racine  d;  6c  ainfi  le  terme  fghx  a  alter- 
nativement les  lignes-*-  6c  —  ,011  —  6c  -*-,  félon  qu'on  con- 
çoit l'équation  propofée  formée  fuccefïïvement  par  la  pre- 
mière racine  de  la  propofée,  enfuite  par  la  féconde,  enfuite 
par  la  troifiéme,  £cc. 

La  raifon  en  eft  évidente ,  fi  l'on  fait  attention  qu'il  eft 
le  produit  de  toutes  les  différences  de  la  racine  qu'on  em- 
ployé dans  la  formation,  d'avec  tous  les  autres ,  multiplié 
par  x. 

Seconde  fuppofition, 

O I  on  multiplie  la  ic,  la  3 e,  la  4e,  la  5e  équations  qui  précè- 
dent, repréfentées  par  l'équation  dé  la  remarque  précédente, 
fî  on  multiplie,  dis-je,  feparément  chacune  de  ces  équations 
parles  termes  d'une  progrefîion  arithmétique  quelconque % 
en  multipliant  le  premier  terme  de  l'équation  par  le  pre- 
mier terme  de  la  progrefîion,  le  fécond  par  le  fécond,  6c 
ainfr  de  fuite  -,  il  eft  évident  que  les  termes  de  chacune  des 
équations  composées  de  racines  égales  3  qui  font  contenues 
dans  chacune  de  ces  quatre  équations,  feront  multipliez  de 
fuite  par  les  termes  d'une  progrefîion  arithmétique. 

Théorème     IX. 

Si  on  multiplie  feparément^de  fuite  les  termes  de  la  2  e,  delà  3^ 
de  la  4e,  de  la  5  c  équation  précédente  parles  termes  d'une  pro- 
gref/ïon  arithmétique  3  les  équations  particulières  compofées  de 
racines  égales  contenues  dans  chacune  de  ces  équations ,  auront 
encore  après  la  multiplication  une  de  leurs  racines  égales ,  ex- 
cepté la  feule  équation  linéaire» 

CyEs  T-à-dire,  après  avoir  multiplié,  par  exemple,  là  fé- 
conde équation  par  les  termes  de  la  progrefîion  arithméti- 
que, le  produit  de  l'équation  de  quatre  racines  égales,  celui 

N11  iij 
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de  l'équation  de  trois  racines  égales,  celui  de  l'équation  de 
deux  racines  égales,  tous  ces  produits  auront  encore  tous  la 
racine  égale  commune  £  il  n'y  aura  d'excepté  que  le  feul  pro- 
duit de  l'équation  linéaire,  qui  n'aura  plus  une  racine  com- 
mune avec  les  autres. 

Ce  Théorème  a  été  démontré  dans  la  dernière  Se&ion 
*  74.  du  quatrième  Livre.  * 

Corollaire    I. 

x  3  3 .  5)1  après  avoir  multiplié  celle  qu'on  voudra  de  la  ze,  3% 
4e,  5e  équation  précédente ,  par  une  progreffion  arithméti- 
que, on  fubftitue  à  la  place  de  l'inconnue  dans  le  produit, 
la  racine  égale,  fçavoir  a  dans  le  produit  de  la  ic 3  6  dans 
celui  de  la  3e,  c  dans  celui  de  la  4e,  d  dans  celui  de  la  5e, 
toutes  les  quantités  du  produit  fe  détruiront  par  des  lignes 
oppofez,  excepté  les  feules  quantitez  du  produit  de  l'équa- 
tion linéaire, 

Car  en  fubftituant  en  des  équations  une  racine  de  ces 
équations,  à  la  place  de  l'inconnue ,  tous  les  produits  fe  dé-* 

*fu   tarifent  par  des  lignes  oppofez.* 

Corollaire     IL 

134.  S  I  on  multiplie  feparément  la  ze ,  la  3»,  la  4%  la  5c 
équation  précédente,  par  les  termes  d'une  progreffion  arith- 
métique qui  va  en  diminuant,  &  qu'on  fubftitue  dans  le  pro- 
duit la  racine  égale  de  cette  équation  ,  fçavoir  a  dans  le 
premier  produit,  b  dans  le  fécond,  c  dans  le  troifiéme,  à 
dans  le  quatrième,  à  la  place  de  l'inconnue  5  il  eft  évident 
que  parmi  les  deux  quantitez  du  produit  de  l'équation  li- 
néaire ,  qui  relient  feules,  la  première  eft  la  plus  grande. 

Car  elles  font  toutes  deux  la  même  quantité  fous  diffè- 
rens  lignes,  fçavoir  fgha  dans  le  produit  de  la  féconde,  fghb 
dans  le  produit  de  la  troifiéme,  fghc  dans  celui  de  la  qua- 
trième ,  fghd  dans  celui  de  la  cinquième  :  mais  la  première 
de  ces  deux  quantitez  égales  eft  multipliée,  par  la  fuppofi- 
tion ,  par  un  plus  grand  terme  de  la  progreffion  arithméti- 
que, &  la  féconde  par  un  moindre  3  par  confequent  la  pre- 
mière eft  la  plus  grande. 
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Corollaire     III. 

135.  13' O  u  il  fuie  que  le  figne  de  k  première  des  deux  quan- 
titez  de  l'équation  linéaire  eft  celui  de  la  fomme  toute  con- 
nue qui  demeure  après  la  fubftitution. 

Corollaire     IV. 

J3^*  Si  oii  multiplie  feparément  la  féconde  équation  précé- 
dente, la  3  e,  la  4e  Se  la  5  e,  par  la  progreffion  arithmétique 
4,  3  ,  2 ,  1 ,  o,  de  manière  que  le  dernier  terme  Toit  multiplié 
par  zéro  5  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  fi  on  multiplie  fe- 
parément  chaque  terme  de  ces  équations  ^ar  l'expolant  de 
l'inconnue  de  ce  terme,  de  le  dernier  terme  par  zéro  3  Se  Ci 
après  avoir  divifé  chaque  produit  par  l'inconnue  x,  on  fub- 
ftitue dans  le  produit  de  la  féconde  la  première  racine  a  au 
lieu  de  l'inconnue,  la  fomme  toute  connue  qui  reliera,  fera 
—  fghi  c'eft-à-dire ,  le  produit  de  toutes  les  différences  qui 
font  entre  la  première  racine  a  Se  toutes  les  autres  racines. 
Si  on  fubftitue  b  dans  le  produit  de  la  troifiéme,  la  fomme 
toute  connue  fera  -*-fgh  5  c'eft-à-dire,  le  produit  de  toutes 
les  différences  qui  font  entre  la  féconde  racine  b  Se  toutes  les 
autres  racines.  Si  on  fubftitue  c  dans  le  produit  de  la  qua- 
trième, la  fomme  fera  — fgh  5  c'eft-à-dire,  le  produit  de  tou- 
tes les  différences  qui  font  entre  la  troifiéme  racine  c  Se 
toutes  les  autres  racines.  Enfin  fi  on  fubftitue  d  dans  le  pro- 
duit de  la  cinquième ,  la  fomme  fera  -*-fgh  ?  c'eft-à-dire,  le 
produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre  la  quatrième 
racine  d  Se  toutes  les  autres  racines. 

Pour  faire  la  démonftration  de  ce  Corollaire,  il  n'y  a  qu'à 
en  faire  l'opération. 

Seconde  équation^ 
**  —  4***  4-  6aaxx  —  yfix   4-  a4     s=  x*  —  ^ax7*  H—  6aaxx  —  ^x  -f-  a*  X    * 


—fxl 

4-  îfoxx 

—  tfàax  -\-fa*    ==s 

4—  x*> 

—  ^axx   -j—  \aax  —  aS  \  —  / 

—  gx7> 

4-  îgaxx 

—  igaax  4-  ga*   = 

4—  x^ 

. —  $axx   -\—  $aax  —  a*  X  —  g 

—  hx* 

4-  ihaxx 

—  $haax  4 — ha*   = 

4_#? 

—  $axx   -{—  ^aax  -  -  a6  X  - —  ^ 

-\-fgxx 
~\-fhxx 

—  zfgax  -\-  fgaaxs 
' —  zfhax  -\-fhaa  = 
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Produit  des  termes.de  l'équation  précédente  par  les  termes  de  la  progrciïîolk 

arithmétique. 

j,xt  —.  iiax*  -f-  naaxx  —  ^x    •+-  o  =  4a?*  —  i  iax>  -4-  i  laayar  —  talx  4-  o  X    * 

! 3^1    -f-  6faxx  —  rfaax  +  o=  -f-  ixi      —  6axx  -j-  ?<mr  —  o  X  — / 

jgtfî   -4-  6gaxx  —  îgaax  4-  o  =3  H-  3^      —  éajcar  •+-  300a:  —  o  X  —  S 

__  }j5#î    4-  éÂAW^i  —  îhaax  -f-  o  =  4-  j*i     -H  ^ajgjg  -4-  3<gaar  —  o  X  —  * 

4-  ifgxx  —  ifgax  -4-  o  =  •+-  x**?  —  iax  4-  o  X  -H  ./£ 

4-  z/te  —  2/tef  -j-  o  =  •+*  ia?a:  —  ia*r   4-  o  X  +•/* 

4-  ighxx  —  ighax  ■+-  o  =  4-  i##  —  xata;  4-  o  X  *+-  g* 

—  fghx    4-0=  -H*      —  oX— Jt* 

Divifant  tous  les  termes  par  4-tfj  &;  fubftituant  4-  ^  au 

X  1 
X  —  / 
X—  s 
X  — » 

X-H/J 

4-  i4    —  20       X  4-  «:* 

4- 1.      x—fk* 

II  elt  .évident  que  tous  les  termes  fe  détruifenr  par  des  fi- 
gnes  oppofez,  gc  qu'il  ne  refte  que  le  produit  des  trois  diffé- 
rences —rfgk. 

Il  eft  auflî  évident  qu'en  faifant  une  opération  femblable 
pour  la  troifiéme  équation ,  on  trouvera  le  feul  refte  -t-Tg^. 

Pour  la  quatrième  on  trouvera  — fgb. 

Pour  la  cinquième  on  trouvera  -4-  fgh. 

Enfin  il  eft  évident  que  ce  Corollaire  convient  aux  équa- 
tions de  tous  les  degrez,  &  l'on  n'en  a  pris  une  du  quatrième 
que  pour  faire  concevoir  plus  clairement  ce  Corollaire  par 
un  exemple. 

Mais  il  eft  évident  que  s'il  y  a  des  racines  égales  dans  la 
propofée ,  la  différence  qui  eft  entre  les  racines  égales  étant 
zéro,  &le  produit  de  zéro  par  les  autres  différences  étant 
aufîi  zéro,  il  eft,  dis-je,  évident  qu'en  fubftituant  chacune 
des  racines  égales  dans  le  produit,  lafomme  toute  connue 
fera  zéro  ;  ainfi  la  racine  égale  étant  fubftituée  dans  le  pro- 
duit, eft  elle-même  une  racine  de  l'équation  que  forme  le 
produit  j  puifqu'étant  fubftituée  dans  le  produit  à  la  place 
'31,  de  l'inconnue ,  elle  le  rend  égal  à  zéro,  * 

Corollaire  V, 
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Corollaire  V.   fondamental. 

^  I  on  multiplie  tous  les  termes  d'une  équation  quelconque., 
de  quelque  degré  qu'elle  puiflè  être ,  dont  toutes  les  racines 
font  réelles,  po{itives6c  inégales,  chacun  parle  nombre  qui 
eft  l'expofint  du  degré  qu'a  l'inconnue  dans  ce  terme,  6c le 
xlernier  terme  par  zéro  5  &;  fi  après  avoir  divifé  tous  les  ter- 
mes par  l'inconnue  x ,  l'on  fubftitue  dans  le  produit  à  la  place 
de  l'inconnue,  i°.  la  première,  c'eft-â-dire,  la  plus  petite  ra- 
cine de  l'équation  propofée,  la  fomme  toute  connue  qui  en 
viendra  étant  precîf  émenc  le  produit  de  toutes  les  différences 
çjui  font  entre  la  plus  petite  racine  &  chacune  des  autres  ra- 
cines, il  s'enfuit  que  fi  l'équation  eft  d'un  degré  impair,  par 
exemple  du  5e  degré,  il  y  aura  un  nombre  pair  de  différen- 
ces, par  exemple  quatre  différences  5  &  comme  elles  ont  cha- 
cune le  figne — ,  leur  produit  aura  le  figne  h-.  Si  l'équation 
eft  d'un  degré  pair,  comme  du  quatrième,  il  y  aura  un  nom* 
bre  impair  de  différences,  ainfileur  produit  aura — . 

20.  Si  on  fubftitue  la  féconde  racine,  la  fomme  toute  con- 
nue étant  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre 
la  féconde  racine  6c  les  autres ,  la  différence  qui  eft  entre 
la  féconde  racine  6c  la  première  ayant  le  ligne  -+-  ,  6c  cha- 
cune des  autres  le  figne  — ,  leur  produit  aura  le  fîgne  op- 
pofé  à  celui  du  produit  précèdent. 

30.  Si  on  fubftitue  la  troifiéme  racine  dans  le  même  pro- 
duit, les  différences  de  cette  troifiéme  racine  d'avec  la  pre- 
mière 6c  la  féconde  ayant  chacune  le  ligne  -*-,  6c  chacune 
des  autres  différences  ayant  le  figne  — ,  leur  produit  aura 
un  figne  oppofé  au  précèdent. 

D'où,  l'on  voit  que  la  fubftitution  des  racines  de  l'équation 
fucceflivement  les  unes  après  les  autres  dans  le  produit  de 
l'équation  multipliée  par  la  progreffîon  arithmétique,  don- 
nera pour  les  fommes  toutes  connues  qui  en  viendront,  les 
lignes  alternatifs  ■+-  èc  —  dans  les  équations  des  degrez  im- 
pairs, 6c —  6c -h  dans  celles  des- degrez  pairs. 

Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  de  celui  qui  précède. 

Corollaire    VI. 

]Vî  A 1  s  lorfque  àcs  grandeurs  étant  fubftituées  feparément 
de  fuite  à  la  place  de  l'inconnue  dans  une  équation ,  lesfom, 
Tome  7,  O  o 
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mes  toutes  connues  qui  viennent  de  ces  fubftitutions ,  ont 
alternativement  les  fignes  -+-  èc  — ,  ou  —  &  -+-  ^  ces  gran- 
deurs font  les  limites  des  racines  de  cette  équation  par  le 
troisième  Corollaire  du  troifiéme  Théorème  -.Donc  les  ra- 
cines d'une  équation  ,  dont  toutes  les  racines  font  réelles , 
pofitives  6c  inégales,  font  les  limites  de  l'équation  nouvelle 
qui  vient  de  la  multiplication  de  chaque  terme  de  la  pre- 
mière par  le  nombre  qui  eft  l'expofant  de  l'inconnue  de  ce 
terme ,  èc  de  fon  dernier  terme  par  zéro. 

Corollaire  VII.  qui  est  fondamental. 

!*39-  iVÎ  Aïs  les  racines  d'une  première  équation  ne  fçauroient 
être  les  limites  des  racines  d'une  féconde ,  que  les  racines 
de  la  féconde  ne  foient  aufïi  les  limites  des  racines  de  la 
première  -r  par  confequent  fi  on  multiplie  les  termes  d'une 
équation  quelconque ,  dont  toutes  les  racines  font  réelles,, 
pofitives  èc  inégales,  chacun  par  le  nombre  qui  eft  l'expo- 
fant de  l'inconnue  de  ce  terme  ,.  &  le  dernier  terme  par 
zéro,  les  racines  de  l'équation  qui  vient  de  cette  multipli- 
cation ,  font  les  limites  des  racines  de  l'équation  propofée  $ 
par  exemple  fuppofant  que  at4  —  nx*  -*-pxx  —  qx-±-  r  =  o  „ 
repréfente  une  équation       432  10. 

dont  toutes  les  racines 
font   réelles ,    pofitives 
&  inégales ,  fi  on  mul- 
tiplie chaque  terme  par  l'expofant  du  degré  de  l'inconnue 
de  ce  terme ,  &  le  dernier  terme  par  zéro ,  l'on  aura  4#+ 

—  }nxi  -\~ipxx  —  ^  =  0;  ou  bien  divifànt  par  x3   4** 

—  $nxx -*- zpx  — q  =^o  5  les  racines  de  cette  dernière 
équation  font  les  limites  des  racines  de  la  propofée. 

Ce  Corollaire  eft  évident  par  ce  qui  précède. 

Corollaire     VII L 

340,  QUand  les  racines  de  la  propofée  font  toutes  réelles, 
pofitives  &;  inégales ,  les  racines  de  l'équation  des  limites 
qui  vient  de  la  multiplication  de  la  propofée  par  les  termes 
de  la  prog^reflioii  arithmétique,  font  aufïi  toutes  réelles, 
pofitives  &  inégales  $  puifque  toutes  les  fubftitutions  des 
racines  de  la  propofée  à  la  place  de  l'inconnue ,  donnent 


4**  — ■  3  nx*  -+*  ipxx  —  qx  ■+•  o  = 
ou  4**  —  3  nxx  -+-  ipx    —  q 
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des  fommes  fuccdïîves  qui  ont  alternativement  les  fignes  -+- 
&— ,  ou —  &-k 

Corollaire     IX. 

141.  1  A  r  confequent  s'il  y  a  des  racines  égales  dans  l'équation 
des  limites ,  il  y  a  nécelTairement  des  racines  égales  dans  la 
propofée  :  Et  comme  l'on  a  démontré  dans  la  dernière 
Se&ion  du  4e  Livre,  *  que  quand  on  multiplie  les  termes  ^74; 
d'une  équation  propofée  qui  a  des  racines  égales,  par  les 
termes  d'une  progreffion  arithmétique ,  l'équation  qui  en 
vient  a  autant  de  racines  égales  moins  une  que  la  propofée  5 
il  eft  certain  que  quand  l'équation  des  limites  a  des  racines 
égales,  l'équation  propofée  a  les  mêmes  racines  égales,  Se 
une  de  plus. 

Corollaire     X. 

r42«  o'Il  y  a  des  racines  imaginaires  dans  l'équation  des  limi- 
tes, il  eft  certain  qu'il  y  a  le  même  nombre  de  racines  ima- 
ginaires (  qui  font  toujours  deux  à  deux  )  dans  la  propofée. 

Car  iî  la  propofée  avoit  toutes  fes  racines  réelles,  il  eft 
évident  que  l'équation  des  limites  les  auroit  au(îi  toutes 
réelles ,  puifque  fi  les  racines  de  la  propofée  étoient  toutes 
réelles,  pofitives  &;  inégales,  les  racines  de  l'équation  des 
limites  feroient  aufîi  toutes  réelles,  pofitives  &:  inégales  par 
le  huitième  Corollaire  3  fî  la  propofée  avoit  toutes  Ces  ra- 
cines égales,  toutes  les  racines  de  l'équation  des  limites  fe- 
roient aufîi  égales  &c  réelles ,  par  le  neuvième  Corollaire  5 
fi  les  racines  de  la  propofée  étoient  en  partie  égales ,  &  en 
partie  inégales,  on  prouveroit  toujours  par  les  Corollaires 
précedens,  qu'étant  fubftituées  par  ordre  dans  l'équation 
des  limites,  elles  donneroient  de  fuite  des  fommes  toutes 
connues  qui  auroient -+-  &: — ,  ou  —  ôch-,  ou  zéro,  comme 
on  le  verra  clairement  dans  les  remarques  fuivantes  ^  ce  qui 
ne  peut  convenir  qu'à  une  équation  dont  toutes  les  racines 
font  réelles  -,  par  confequent  s'il  y  a  des  racines  imaginaires 
dans  l'équation  des  limites,  il  faut  qu'il  y  ait  le  même  nom- 
bre de  racines  imaginaires  dans  la  propofée.  Ce  qu'il  faloit 
démontrer. 


Oo  ij 
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K    E    M  A    R    Q^U    E    S» 
I. 

143.   QUand  on  multiplie  une  équation  quelconque 

comme   ...     xs    — nx*    -\-pxl     — qxx  ^-rx — s  =  Or 
par    .....      5  4  3  z  1  o, 

Ton  trouve        5** —  ^.nx*-*-  ^pxi  — iqxx-\~rx —  o  =  ov 
qui  fe  réduit  à   5X* —  4»*'  ■+■  }pxx  —  zqx    -+•  r  =  o  $ 
l'on  peut  toujours  fuppofer  que  le  produit  qui  vient  de  la 
multiplication  eft  une  équation. 

Car  l'inconnue  x  du  produit  pouvant  être  considérée 
comme  une  indéterminée  différente  de  x3  qui  eft  l'inconnue 
de  la  propofée ,  &  étant  poffible  que  l'indéterminée  x  aie 
des  valeurs  propres  à  faire  en  forte  que  le  produit  foit  égal 
à  zéro,  en  mppofant  que  x  repréfente  dans  le  produit  ces 
valeurs-là ,.  il  eft  évident  que  le  produit  peut  être  fuppofé 
égal  à  z.ero.. 

h  1 1. 

D'où  l'on  voit  que  les  valeurs  de  x  dans  \or produit,  c'eft- 
à  dire  3  que  les  racines  du  produit  fuppofé  égal  à  zéro  ,  ne 
font  pas  les  racines  de  l'équation  propofée,  mais  elles  en  font 
différentes,  à  moins  qu'il  n'y  eût  des  racines  égales  dans  la 
propofée,  qui  demeureroient  encore  toutes  dans  le  produit^ 
.  excepté  une  feule.. 

r  1 1 . 

Il  eft  évident  que  les  termes  de  la  propofée  ayant  alter- 
nativement -+-  &:  — ,  les-  termes  du  produit,  qui  eft  l'équa- 
tion des  limites,  ont  aufïi  alternativement  -4-  &  —  5  par  con- 
fequent  toutes  les  racines  de  l'équation  des  limites  font  aufls 
pofitives. 

I  V. 

L'équation  des  limites  fe  peut  toujours  divifer  par  l'incon- 
nue ,  parceque  le  dernier  terme  de  la  propofée  eft  multi- 
plié par  zéro. 

Ainfi  l'équation  des  limites  a  zéro  pour  une  de  fes  racL 
nés  j  mais. elle  a  pour  Ces  racines  réelles  une  racine  de  moins 
que  la  propofée ,  étant  moindre  d'un  degré,  6c  fon  dernier 
terme  tout  connu  a  toujours  un  fïgne  différent  de  celui  du 
dernier  terme  de  la  propofée. 
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V. 

Quand  toutes  les  racines  d'une  équation  ,  par  exemple 
du  cinquième  degré ,  font  réelles ,  pofitives  &;  inégales  ^  fi 
l'on  fubftitue  fa  première  racine,  c'eft-à-dire  la  plus  petite, 
dans  fon  équation  des  limites,  à  la  place  de  l'inconnue  r  la 
fbfrim'e  toute  connue  qui  en  viendra  étant  le  produit  des 
différences  qui  font  entre  la  première  racine  de  la  propofée 
&  les  autres,  chacune  de  ces  différences  ayant  le  ligne — , 
&;  étant  quatre  dans  notre  exemple,  leur  produit  aura  le 
fîgne  ■+- ,  qui  eft  celui  du  dernier  terme  de  l'équation  des* 
limites. 

Si  on  fubftitue  la  féconde  racine  de  fa  propofée  dans  l'é^ 
quation  des  limites,  comme  il  n'y  aura  plus  que  trois  diffé- 
rences qui  ayent  chacune  le  ligne  — ,  le  produit  des  diffé- 
rences qui  font  entre  la  féconde  racine  de  la  propofée  Ik  les 
autres ,  aura  le  figne  —,  c'eft-à-dire  le  ligne  oppofé  au  pré-* 
cèdent  j  ainfi  la  fomme  toute  connue  qui  viendra«de  la  fub- 
ftitution aura  le  ligne  — . 

On  verra  par  un  femblable  raifonnement  que  la  fubftitu- 
tfon  de  la  troifiéme  racine  de  la  propofée  dans  l'équation; 
des  limites,,  donnera  le  ligne  -+-}  la  fubftitution  de  la  qua- 
trième donnera  le  ligne  — - . 

Et  enfin  la  fubftitution  de  la  cinquième  donnera  le  ligne  -k 

Cela  fait  voir  que  la  première  racine  de  fa  propofée  eft  plus 
petite  que  la  première  racine  de  l'équation  des  limites. 

Que  la  féconde  racine  delà  propofée  furpaffela  première 
racine  de  l'équation  des  limites ,  mais  elle  eft  moindre  que 
la  féconde. 

Que  la  troifiéme  racine  de  la  propofée  eft  entre  la  féconde 
&'la  troifiéme  racine  de  l'équation  des  limites. 

Que  la  quatrième  racine  de  la  propofée  eft  entre  la  troi- 
fiéme &  la  quatrième  de  l'équation  des  limites ,  qui  eft  fa  plus 
grande  &:  dernière  racine. 

Enfin  que  la  cinquième  racine  de  la  propofée  furpafïê  l& 
quatrième,  de  l'équation  des  limites. 

V  L 

D'où  l'on  voit  que  la  première  racine  réelle  de  l'équation; 
des  limites ,  eft  plus  grande  que  la  première  racine  de  la  pro- 
pofée, &'-  moindre  que  la  féconde  racine  de  la  propofée. 

Ooiij, 
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Que  la  féconde  racine  de  l'équation  des  limites  eft  entre 
la  féconde  6c  la  troisième  racine  de  la  propofée. 

Que  la  troifïéme  racine  de  l'équation  des  limites  eft  entre 
la  troifïéme  6c  la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

Enfin  que  la  quatrième  6c  dernière  racine  de  l'équation 
des  limites ,  eft  entre  la  quatrième  6c  la  cinquième  ou  der- 
nière racine  de  la  propofée. 

V  I  I. 

Par  confequent  les  racines  de  l'équation  des  limites  étant  - 
prifes  de  fuite,  font  des  grandeurs  moyennes  entre  les  racines 
de  la  propofée ,  6c  font  par  confequent  les  limites  des  raci- 
nes de  la  propofée  qui  font  entre  la  première  6c  la  dernière. 

VIII. 

Mais  zéro  étant  toujours  moindre  que  la  plus  petite  des- 
racines  de  la  propofée ,  6c  le  plus  grand  coëficient  négatif  de 
la  propofée,  rendu  pofitif,  6c  augmenté  d'une  grandeur  ar- 
bitraire comme  de  l'unité,  étant  toujours  une  quantité  plus 
grande  que  la  plus  grande  des  racines  pofitives,  *  il  eft  évi- 
dent qu'en  ajoutant  zéro,  6c  ce  plus  grand  coëficient  ainfî 
augmenté,  aux  racines  de  l'équation  des  limites,  l'on  aura 
deux  limites  pour  chacune  des  racines  de  la  propofée. 

IX. 
Four  les  racines  égales. 
Quand  il  y  a  des  racines  égales  dans  la  propofée,  il  peut 
arriver  trois  cas;  car  ou  bien,  i°.  les  racines  égales  peuvent 
être  moindres  que  chacune  des  racines  inégales  ^  io.  ou  être 
plus  grandes  j  30.  ou  bien  elles  peuvent  être  plus  grandes 
que  quelques  racines  inégales ,  6c  moindres  que  le£  autres $ 
par  exemple  fi  l'on  fuppofè  deux  racines  égales  dans  une 
équation  du  fixiéme  degré ,  elles  peuvent  être,  i°,  moindres 
que  les  quatre  inégales  j  i°.  ou  plus  grandes  -y  30.  ou  bien  il 
peut  y  avoir  quelques  racines  inégales  moindres  que  les  éga- 
les, éc  les  autres  inégales  feront  plus  grandes. 

Premier     Cas. 

JL/Equation  des  limites  ayant  une  des  deux  racines 
égales  de  la  propofée  du  fixiéme  degré  ,  la  fubftitution  de 
chacune  des  racines  égales  dans  l'équation  des  limites  à  la 
place  de  l'inconnue,  donnera  zéro. 
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La  fubftitution  de  la  première,  c'eft  à-dire  de  la  plus  petite 
des  quatre  racines  inégales  de  la.  propofée  dans  l'équation 
des  limites,  donnera  pour  la  fomme  toute  connue  le  pro- 
duit des  différences  qui  font  entre  cette  première  racine  & 
toutes  les  autres ,  Se  comme  il  y  a  trois  racines  plus  grandes, 
il  y  aura  trois  différences  qui  auront  chacune  le  ligne  — , 
ainfi  le  produit  aura  le  figne  — . 

La  fubftitution  de  la  féconde  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée, dans  l'équation  des  limites,  donnera  pour  la  fomme 
toute  connue  le  produit  des  différences  qui  font  entre  la  fé- 
conde racine  inégale  de  la  propofée  &  toutes  les  autres  -,  &c 
comme  il  y  en  a  deux  plus  grandes  que  la  féconde,  il  n'y 
aura  que  deux  différences  qui  ayent  chacune  le  figne  — , 
ainfï  le  produit  aura  le  figne  -t-. 

<  Par  un  femblable  raifonnement  on  verra  que  la  fubflitution 
de  la  troifiéme  racine  inégale  de  la  propofée-dans  l'équation 
des  limites ,  donnera  une  fomme  qui  aura  le  figne  —  ;  8c  que 
la  fubftitution  de  la  quatrième  ou  dernière  racine  inégale  de 
la  propofée,  donnera  une  fomme  qui  aura  le  figne  -+-. 

D'où  il  fuit,  i°.  que  la  quatrième  racine  inégale  de  la 
propofée  furpafïè  la  plus  grande  racine  de  l'équation  des 
limites  j  que  la  troifiéme  racine  inégale  de  la  propofée  eft 
moindre  que  la  plus  grande  ou  cinquième  racine  de  l'équa- 
tion des  limites,  mais  elle  en  furpafïè  la  quatrième  5  que  la 
féconde  racine  inégale  de  la  propofée  eft  moindre  que  la 
quatrième  racine  de  l'équation  des  limites,  mais  elle  en  fur- 
pafïè la  troifiéme  -,  enfin  que  la  première  ou  plus  petite  raci- 
ne inégale  de  la  propofée  eft  moindre  que  la  troifiéme  racine 
de  l'équation  des  limites,  mais  qu'elle  furpaffe  la  féconde, 
c'eft-à-dire,  celle  qui  eft  immédiatement  plus  grande  que 
la  racine  égale  commune  aux  deux  équations. 

20.  Par  conséquent  la  3%  4e  &:  5e  racine  d  d'équation  des 
limites,  ont  chacune  deux  limites,  elles  font  par  eonfequent 
réelles  ;  la  première  l'eft  auffi,  étant  la  racine  égale  de  la  pro- 
pofée :  La  féconde  racine  de  l'équation  des  limites  eft  donc 
auffi  une  grandeur  réelle,  puifque  les  racines  imaginaires  font 
toujours  deux  à  deux. 

30.  Il  eft  donc  évident  que  la  féconde  racine  de  l'équation 
des  limites  eft  moindre  que  la  première  racine  inégale  de  la 
propofée* 
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Que  la  troifïéme  racine  de  l'équation  des  limites  furpafïe 
la  première  racine  inégale  de  la  propofée,  &;  eft  moindre 
que  la  féconde. 

Que  la  quatrième  racine  de  l'équation  des  limites  furpafTe 
la  féconde  racine  inégale  de  la  propofée ,  &  eft  moindre 
que  la  troiiîéme. 

Enfin  que  la  cinquième  racine  de  l'équation  des  limites 
furpafTe  la  troisième  racine  inégale ,  6c  eft  moindre  que  la 
quatrième  ou  plus  grande  racine  inégale  de  la  propofée. 

4°.  Par  confequent  les  racines  de  l'équation  des  limites 
étant  fubftituées  de  fuite  dans  la  propofée,  la  première  don- 
nera zéro  5  &:  les  autres  donneront  des  fommes  qui  auront 
alternativement  les  lignes  -h  &  — - ,  ou  —  &  -h  ,  &  l'on  aura 
deux  limites  de  chacune  des  racines  inégales  de  la  propo- 
fée, en  prenant  pour  dernière  limite  le  plus  grand  coèneient 
négatif  de  la  propofée  augmenté  de  l'unité. 

Second     Cas. 

S I  les  deux  racines  égales  font  les  plus  grandes ,  êc  qu'on 
fubftitue  la  première  ou  la  plus  petite  racine  de  la  propofée 
dans  l'équation  des  limites,  à  la  place  de  l'inconnue,  on  trou- 
vera en  raifonnant  comme  dans  le  premier  cas,  qu'elle  don- 
nera une  fomme  toute  connue  qui  aura  le  figne  — ,  cette 
fomme  étant  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre 
la  première  racine  delà  propofée  et  les  cinq  autres,  èc  qui 
ont  chacune  le  ligne  — .  i 

La  fubititutiori  de  la  féconde  racine  inégale  de  ia  propo- 
fée dans  l'équation  des  limites ,  donnera  une  fomme  qui  aura 
le  figne  •+-. 

La  fubftitution  de  la  troifiéme  donnera  une  fomme  qui 
aura  le  figne — . 

La  fubftitution  de  la  quatrième  ,  qui  eft  la  plus  grande 
racine  inégale,  donnera  une  fomme  qui  aura  le  figne  -*-. 

La  fubftitution  de  la  cinquième  &  fixiéme,  qui  font  les  ra- 
cines égales ,  donnera  zéro. 

D'où  il  fuit  i°.  que  la  première  ou  plus  petite  racine  de 
la  propofée  eft  moindre  que  la  plus  petite  racine  de  l'équa- 
tion des  limites. 

La  féconde  racine  de  la  propofée  eft  moyenne  entre  la 
première  &,  la  féconde  racine  de  l'équation  des  limites. 
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Et  ainfi  de  fuite  jufqu'à  la  quatrième  Se  plus  grande  racine 
inégaie  de  la  propofée,  qui  eft  moyenne  entre  la  troifîéme 
&  la  quatrième  racine  de  l'équation  des  limites  ;  &  les  deux- 
racines  égales  de  la  propofée,  qui  font  la  cinquième  6c  la  fi- 
xiéme,  font  chacune  égale  à  la  cinquième  racine  de  l'équa- 
tion des  limites. 

2°.  Par  confequent  la  première,  la  féconde  Se  la  troisième 
racine  de  l'équation  des  limites ,  ont  chacune  deux  limites  j 
ainfi  elles  font  réelles. 

La  cinquième  eft  auïîî  une  grandeur  réelle,  puifque  c'eft 
la  racine  égale  de  la  propofée. 

La  quatrième  racine  de  l'équation  des  limites  eft  donc 
auffi  réelle  3  puifque  les  racines  imaginaires  ne  peuvent  être 
que  deux  à  deux. 

30.  La  première  racine  de  l'équation  des  limites  eft  moyen- 
ne entre  la  première  racine  de  la  propofée  &  la  féconde  ra- 
cine. 

La  féconde  racine  de  l'équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  féconde  &c  la  troifîéme  racine  de  la  propofée. 

La  troisième  racine  de  l'équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  troifîéme  &  la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

Enfin  la  quatrième  racine  de  l'équation  des  limites  fur-' 
parle  la  quatrième  ôc  plus  grande  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée. 

Ainfi  prenant  zéro  pour  la  moindre  des  limites  de  la  pro- 
pofée ,  &  fubftituant  de  fuite  dans  la  propofée  à  la  place  de 
l'inconnue,  zéro,  la  première,  la  féconde,  la  troifîéme,  la 
quatrième  racine  de  l'équation  des  limites,  les  fommes  toutes 
connues  qui  en  viendront  auront  alternativement —  Se  ■+-, 
ou  -+-  &  —  ;  ôc  l'on  aura  deux  limites  pour  chacune  des  ra- 
cines inégales  de  la  propofée. 

Troisième     Cas. 

L  O  r  s  qjj'  1  l  y  a  des  racines  inégales  dans  la  propofée; 
moindres  que  les  racines  égales,  par  exemple  deux,  &;  qu'il 
y  a  encore  d'autres  racines  inégales  plus  grandes  que  les 
racines  égales ,  par  exemple  deux ,  il  eft  toujours  évident 
qu'en  fubftituant  la  première,  c'eft-à-dire  la  plus  petite  des 
racines  inégales  de  la  propofée ,  à  la  place  de  l'inconnue 
dans  l'équation  des  limites ,  la  fomme  toute  connue  qui 
Tome  I,  P  p 
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en  viendra, aura  le  figne —  $  puifqu'elle  eft  le  produit  des 
cinq  différences  qui  font  encre  la  première  racine  6c  les  cinq 
autres  de  la  propofée,  lefquelles  différences  ont  chacune  le 
figne — . 

Si  on  fubftitue  la  féconde  racine  inégale  de  la  propofée, 
la  fomme  qui  en  viendra  aura  le  figne  -h>  étant  le  produit 
des  cinq  différences  qui  font  entre  la  féconde  racine  6c  tou- 
tes les  autres,  defquelles  différences  la  première  a  le  fîgne  4-, 
de  chaque  autre  le  figne  — >. 

Si  on -fubflitue  la  troifiéme  6c  la  quatrième  racine  de  la 
propofée,  elles  donneront  zero^  pareeque  ce  font  les  deux 
racines  égales. 

Si  on  fubftitue  la  cinquième  racine  de  la  propofée,  qui 
eft  la  troifiéme  des  inégales  ,  la  fomme  aura  le  figne  — .- , 
parcequ'elle  eft  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre 
la  cinquième  racine  delà  propofée  6c  toutes  les  autres,  dont 
une  feule  a  le  figne  - — ,  6c  toutes  les  autres  le  figne  -k 

Enfin  fi  on  fubftitue  la  fixiéme  racine  de  la  propofée,  qui 
eft  la  quatrième  des  inégales,  la  fomme  aura  le  figne-*-. 

D'où  il  fuit,  i°.  que  la  première  ou  la  plus  petite  des  ra- 
cines de  la  propofée  eft  moindre  que  la  première  racine  de 
l'équation  des  limites. 

La  féconde  racine  de  la  propofée  furpafïè  la  première 
racine  de  l'équation  des  limites ,  6c  elle  eft  moindre  que  la 
féconde. 

La  troifiéme  &  la  quatrième  racine  de  la  propofée  font 
égales  à  la  troifiéme  de  l'équation  des  limites  ^  puifqu'elles 
donnent  zéro. 

La  cinquième  racine  de  la  propofée  furpaffe  la  quatrième 
racine  de  l'équation  des  limites ,  mais  elle  eft  moindre  que 
la  cinquième. 

Enfin  la  fixiéme  racine  de  la  propofée  furpaffe  la  cinquiè- 
me &  plus  grande  racine  de  l'équation  des  limites. 

20.  Par  confequent  la  première  racine  de  l'équation  des 
limites  a  deux  limites  ;  la  troifiéme  eft  la  racine  égale  com- 
mune aux  deux  équations. 

La  cinquième  racine  de  l'équation  des  limites  a  deux  li- 
mites ,  qui  font  la  cinquième  6c  fixiéme  racine  de  la  propofée. 

Ces  trois  racines  de  l'équation  des  limites  font  donc 
réelles, 
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La  féconde  6c  la  quatrième  le  font  auïTi,  car  il  eft  iinpofîi- 
ble  qu'elles  foient  imaginaires ,  étant  impoffible  qu'il  y  ait 
une  grandeur  réelle  entre  deux  racines  imaginaires,  qui  don- 
ne zéro  5  &  la.  troifiéme  ôc  quatrième  racine  de  la  propofée 
donnent  zéro,  &  font  entre  la  féconde  &c  la  quatrième  ra- 
cine de  l'équation  des  limites. 

Ainfî  toutes  les  racines  de  l'équation  des  limites  font 
réelles. 

3°.  La  première  ou  plus  petite  racine  de  l'équation  des 
limites  eft  donc  moyenne  entre  la  première  Scia  féconde  ra- 
cine de  la  propofée. 

La  féconde  racine  de  l'équation  des  limites  furpaflè  la 
féconde  racine  de  la  propofée. 

Ainfî  en  prenant  zéro  pour  la  moindre  limite  de  la  pre- 
mière racine  de  la  propofée,  l'on  a  les  limites  de  la  première 
£c  de  la  féconde  racine  inégale  delà  propofée. 

La  troifiéme  racine  de  l'équation  des  limites  eft  la  troi- 
iiéme&;  la  quatrième  de  la  propofée. 

La  quatrième  racine  de  l'équation  des  limites  eft  moindre 
que  la  cinquième  racine  de  la  propofée. 

La  cinquième  racine  de  l'équation  des  limites  eft  moyen* 
ne  entre  la  cinquième  ôc  la  fîxiéme  racine  de  la  propofée. 

Ainfî  en  prenant  le  plus  grand  coëfîcient  négatif  de  la 
propofée  augmenté  de  l'unité ,  l'on  aura  toutes  les  limites 
âes  racines  de  la  propofée. 

X. 

Pour  les  racines  imaginaires. 

IL  eft  donc  évident  que  quand  toutes  les  racines  d'une 
équation  propofée  font  réelles  Se  poiîtives,  toutes  les  raci- 
nes de  l'équation  des  limites  le  font  auffi  :  Par  confequent  s'il 
y  a  des  racines  imaginaires  dans  l'équation  des  limites,  qui 
ne  peuvent  être  que  deux  à  deux ,  il  y  a  autant  de  racines 
imaginaires  dans  la  propofée. 

Mais  il  faut  remarquer  que  quand  toutes  les  racines  de 
l'équation  des  limites  font  réelles,  ce  n'eft  pas  une  marque 
afTurée  qu'il  n'y  ait  point  de  racines  imaginaires  dans  la  pro- 
pofée ,  comme  on  le  voit  dans  cet  exemple. 

Soit  l'équation  du  fécond  degré  xx  —  *ax  ■+-  aa  ==s  o  ? 
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dont  deux  racines  font  imaginaires  :  qu'on  la  multiplie  par 
l'équation  linéaire  x  —  ^  —  g  =  o  j  le  produit  eft  une 
équation  du  troifiéme  degré  x*  —  ^axx  ■+■  $aax  —  4}=:o, 
dont  deux  racines  font  ima-      — gXX    +.  iagX  —  aag 
ginaires.      Qu'on  multiplie  -t-#*     — aff 

chaque   terme   du  produit  — ffg 

par  rexpofant  du  degré  de 

l'inconnue  de  ce  terme,  6c  le     3         1 

dernier  terme  par  zéro  :  on      "~~J       T~ 

aura  1  équation  des  limites ,     J  .  •> 

qui  étant  divilee  par  $x3  don-  &  ~ô 

ne  l'équation  du  ie  degré,  •" 

qui  eft  l'équation  des  limites,     x~x~ZTTâx~^âa      =110^ 

dans  laquelle,  fi  l'on  fuppofe  ±~x    -+.*„-£ 

que  le  dernier  terme  -h <aa  •  -t-i/r" 

.+_  *  ag  -|-  i  ff  eft  moindre  * 

que  le  quarré  de  la  moitié  du  coëfîcient  —  la  —  y  g  du  ie 
terme,  qui  eft  -h  <?<*  -h -|  *?g  -J-  j  gg >  ou  qu'il  lui  eft  égal  5  il 
eft  certain  que  les  deux  racines  de  cette  équation  du  fécond 
degré  3  qui  eft  l'équation  des  limites ,  feront  toutes  deux 
réelles  &  pofitives  :  Mais  il  eft  évident  que  le  dernier  terme 
■+-  aa  -+-  \ag  -¥■  j  ff  3  fera  moindre  que  aa  -+.  ~  ag  •+>  ±  gg> 
^  V-j-j^eft  moindre  que  ^]>kgg  =  :jg° 

Ainfi ,  dans  ce  cas  l'équation  des  limites  aura  toutes  fes 
racines  réelles,  6c  cependant  l'équation  propofée  aura  deux 
de  fes  racines  imaginaires. 

En  voici  un  exemple  en  nombres.  Soît** —  6x-h  9=0, 
dont  les  racines  font  imaginaires.  Qu'on  -+-  i 

la  multiplie  par  l'équation  linéaire    .     .     .    x  —  9=0, 

on  aura  l'équation  du  3e  degré  x1  —  i$xx  4-  64.x  — 90=0, 
dont  deux  racines  font  imaei- 
naires.  Qu  on  la  multiplie  par 

la  progrefîîon  arithmétique, 

on  aura  le  produit 3^  —  $oxx  -+•  64.x     =  o  , 

qui  étant  divifépar '3*,  fe  ré- : 

duit  à xx  —  10^  +  21  {     =°? 

dont  les  deux  racines  font  réelles ,  l'une  étant  Xms  5  ■+■  V}  T , 
Se  l'autre  étant  #=-.  5  —  v^  j. 
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Corollaire     XI. 

144.  A  Près  les  remarques  précédentes,  il  eft  évident  qu'en 
prenant  zéro  pour  la  plus  petite  des  limites  des  racines  dune 
équation  quelconque,  dont  tous  les  termes  ont  alternative- 
ment-h  &: — ,  &:  le  plus  grand  coëfkient  négatif  de  cette 
équation,  augmenté  d'une  unité  ou  d'un  plus  grand  nom-  ■ 
bre ,  pour  la  plus  grande  des  limites ,  &:  les  racines  de  l'équa- 
tion des  limites  pour  les  limites  moyennes  ^  l'on  aura  toutes 
les  limites  des  racines  de  la  propofée ,  deux  limites  pour 
chacune. 

Zéro  &  la  première  racine  de  l'équation  des  limites,  feront 
les  limites  de  la  première  racine  de  la  propofée. 

La  première  &la  féconde  racine  de  l'équation  des  limites,, 
feront  les  limites  de  la  féconde  racine  de  la  propofée. 

La  féconde  &  la  troifîéme  racine  de  l'équation  des  limites, 
feront  les  limites  de  la  troifîéme  racine  de  la  propofée. 

Et  ainfi  de  fuite  jufqu'à  la  dernière  racine  de  l'équation  des 
limites  -y  cette  dernière  racine  &  le  plus  grand  coëfkient  né- 
gatif de  la  propofée,  augmenté  de  l'unité  ou  d'un  autre  nom- 
bre, feront  les  limites  de  la  dernière  racine  de  la  propofée, 

Ainfi  zéro  étant  fubftitué  à  la  place  de  l'inconnue  dans  la 
propofée ,  la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra  fera  le  der- 
nier terme  de  la  propofée,  avec  fon  fîgne  qui  eft  -+■  dans  les 
équations  des  degrez  pairs  ,  èc  —  dans  les  équations  des  de- 
grez  impairs, 

La  première  racine  de  l'équation  des  limites  étant  enfuite 
fubftituée  dans  la  propofée  à  la  place  de  l'inconnue,  la  fom- 
me aura  un  figne  oppofé  au  précèdent. 

La  féconde  racine  de  l'équation  des  limites  étant  enfuite 
fubftituée  dans  la  propofée ,  la  fomme  toute  connue  aura  un 
figne  oppofë  au  précèdent  r&  ainfi  de  fuite. 

Corollaire    XI L 

*45 •  L  O  R  s  qu'u  n  e  des  racines  de  l'équation  des  limites  étant 
fubftituée  dans  la  propofée,  donne  zéro,  il  y  a  deux  racines 
égales  dans  la  propofée. 

Si  plufieurs  racines  différentes  de  l'équation  d^s  limites, 
étant  fubftituées,  donnent  zéro,  il  y  a  deux  fois  autant  de 
racines  égales ,  deux  à  deux ,  dans  la  propofée.  *  *  74» 
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Corollaire     XIII. 

146.  ^  Ors  qu'une  des  racines  de  l'équation  des  limites  étant 
fubftituée  dans  la  propofée  à  la  place  de  l'inconnue,  la  fom- 
nie  qui  en  vient  n'a  pas  le  figne  qu'elle  devroit  avoir,  &  n'eft 
pas  zéro ,  il  y  a  deux  racines  imaginaires  dans  la  propofée. 

Si  plufieurs  racines  de  l'équation  des  limites  étant  fubfti- 
tuées  dans  la  propofée ,  les  fommes  qui  en  viennent  n'ont 
pas  le  figne  qu'elles  devroient  avoir,  fi  les  racines  de  la  pro- 
pofée étoient  toutes  réelles ,  ou  ne  font  pas  zéro ,  il  y  aura 
deux  fois  autant  de  racines  imaginaires  dans  la  propofée , 
que  l'on  trouvera  de  fois  des  fignes  contraires  à  ceux  qu'on 
devroit  trouver. 

Ainfi  fi  l'on  trouve  deux  fois  que  les  racines  de  l'équation 
des  limites  étant  fubftituées  dans  la  propofée,  donnent  des 
fignes  contraires  à  ceux  qu'elles  devroient  donner,  il  y  a 
quatre  racines  imaginaires  dans  la  propofée. 

Corollaire    XIV. 

147.  L/Eq^uat  1  on  des  limites  pouvant  elle-même  être  con- 
fiderée  comme  une  équation  principale ,  fi  on  en  multiplie 
chaque  terme  par  Pexpofant  du  degré  de  l'inconnue  de  ce 
terme  ,  6c  le  dernier  terme  par  zéro,  le  produit  fera  fon 
équation  des  limites ,  à  qui  il  faudra  appliquer  tout  ce  qu'on 
a  dit  de  l'équation  des  limites  :Et  fi  on  continue  de  multi- 
plier chaque  terme  de  cette  nouvelle  équation  des  limites 
par  l'expofant  du  degré  de  l'inconnue  de  ce  terme,  &  le 
dernier  terme  par  zéro  _,  on  aura  l'équation  des  limites  de 
l'équation  précédente  ^  en  continuant  cette  opération  juf- 
qu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  à  une  équation  linéaire,  l'on  aura 
toutes  les  limites  des  racines  de  toutes  ces  équations  des 
limites. 

Car  la  racine  de  l'équation  linéaire  avec  zéro  &  le  plus 
grand  coëficient  négatif  de  l'équation  des  limites  du  fécond 
degré  ,  augmenté  de  l'unité ,  feront  les  -limites  des  racines 
de  cette  équation  du  fécond  degré. 

Les  racines  de  celle-ci  avec  zéro  et  le  plus  grand  coëfi- 
cient négatif  de  l'équation  du  troifiéme  degré,  augmenté 
de  l'unité  3  feront  les  limites  de  l'équation  des  limites  du 
troifiéme  degré  j  &  ainfi  de  fuite  jufqu'à  l'équation  propofée. 
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SECTION     IL 

OÙ  Von  explique  la  méthode  de  trouver  les  limites  des 
racines  d'une  équation  numérique  quelconque. 

:  PROBLEME      I. 

148*   TROUVER  les  limites  par  ordre  de  toutes  les  racines  d'une 
équation  numérique  quelconque. 

O  N  fuppofe  que  l'équation  eft  fans  fractions,  que  Ton  pre- 
mier terme  n'a  pas  d'autre  coëficient  que  l'unité,  6c  que  tous 
fes  termes  ont  alternativement  les  lignes  -hôc — .  On  a  vu  dans 
le  troisième  Livre  les  moyens  de  lui  donner  ces  préparations. 
i°.  Il  faut  multiplier  chaque  terme  de  l'équation  propo- 
fée  par  le  nombre  qui  eft  l'expofant  du  degré  de  l'inconnue 
de  ce  terme,  &  multiplier  le  dernier  terme  par  zéro.  Il  fauc 
divifer  le  produit  par  l'inconnue  linéaire  ,  èc  il  fera  l'équa- 
tion des  limites  de  la  propofée,  moindre  d'un  degré  que  la 
propofée ,  &;  dont  toutes  les  racines  prifes  de  fuite  feront  les 
limites  des  racines  de  la  propofée.  Il  faut  multiplier  chaque 
terme  de  cette  première  équation  des  limites  par  l'expofant 
du  degré  de  l'inconnue  de  ce  terme ,  &  le  dernier  terme 
par  zéro  3  ôc  le  produit  étant  divifé  par  deux  fois  l'inconnue 
(  car  on  trouvera  que  tous  les  termes  fe  peuvent  divifer  par 
2x)fera  la  féconde  équation  des  limites,  dont  les  racines 
feront  les  limites  de  la  précédente.  Il  faut  multiplier  chaque 
terme  de  cette  féconde  équation  des  limites  par  Fexpofane 
du  degré  de  l'inconnue ,  &  le  dernier  terme  par  zéro  -,  &c 
-,  parcequ'on  trouvera  que  chaque  terme  fe  peut  divifer  par  3^ 
il  faut  divifer  le  produit  par  3*;  &  l'on  aura  la  troifiéme 
équation  des  limites,  dont  les  racines  feront  les  limites  de 
la  précédente.  On  continuera  d'opérer  de  cette  manière 
jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  à  une  équation  linéaire  ;  ce  fera 
la  dernière  équation  des  limites. 

20.  Il  faudra  prendre  zéro  pour  la  moindre,  limite  de  l'é- 
quation du  fecqnd  degré  ^  la  racine  de  l'équation  linéaire 
pour  la  féconde  limite  ;  &  le  plus  grand  coëficient  négatif 
augmenté  de  l'unité  ou  d'un  nombre  arbitraire,  pour  la  troi- 
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îiéme  &  plus  grande  limite  de  la  même  équation  du  fécond 
degré  5  ê^  l'on  aura  ainfî  toutes  les  limites  des  racines  de  Pc- 
quation  du  fécond  degré. 

H  faudra  prendre  pour  les  limites  des  racines  de  l'équation 
du  troifiéme  degré ,  zéro,  les  deux  racines  de  l'équation  du 
fécond  degré ,  de  le  plus  grand  coëficient  négatif  de  l'équa- 
tion du  troifiéme  degré,  augmenté  de  l'unité  j  &  l'on  aura 
ainfî  toutes  les  limites  des  racines  de  l'équation  du  troifiéme 
degré,  deux  limites  pour  chacune. 

Il  faudra  prendre  de  même  zéro ,  les  racines  de  l'équation 
du  troifiéme  degré ,  ôc  le  plus  grand  coëficient  négatif  de 
l'équation  du  quatrième  degré,  augmenté  de  l'unité  ou  d'un 
autre  nombre,  pour  les  limites  de  l'équation  des  limites  du 
quatrième  degré  $  6c  l'on  aura  ainfi  deux  limites  pour  cha- 
que racine  de  cette  équation. 

Il  faudra  faire  la  même  chofe  pour  les  équations  fuivan- 
tes  jufqu'à  la  propofée,  dont  zéro ,  les  racines  de  la  première 
équation  des  limites ,  &  le  plus  grand  coëficient  négatif  de 
la  propofée ,  augmenté  de  l'unité  ou  d'un  autre  nombre , 
feront  les  limites ,  &  il  y  en  aura  deux  pour  chacune  des  ra- 
cines de  la  proppfée. 

On  enfeignera.dans  la  Section  fuivante  la  manière  de  trouver 
chaque  racine  d'une  équation, lorfqu'on  en  a  les  deux  limites. 

J?our  les  racines  égales. 

QUand  une  des  racines  d'une  des  équations  des  limites' 
étant  fubftituée  dans  toutes  les  équations  qui  la  précèdent, 
donne  zéro  aujieu  de  donner  une  fomme  qui  ait  le  h-  ou  le — , 
qu3elle  doit  avoir ,  il  y  a  dans  ce  cas  des  racines  égales  dans 
la  propofée.  Voici  la  manière  d'en  déterminer  le  nombre. 

Si  une  feule  des  racines  de  la  première  équation  des  limi- 
tes étant  fubftituée  dans  la  propofée,  donne  zéro,  il  y  a  deux 
racines  égales  dans  la  propofée. 

Si  deux  racines  étoient  égales  dans  la  première  équation 
des  limites,  &;  donnoient  zéro  étant  fubftituées  dans  la  pro- 
pofée ,  il  y  auroit  trois  racines  égales  dans  la  propofée  j  6c 
ainfî  de  fuite. 

Si  deux  racines  de  l'équation  des  limites,  quoiqu'inégales 
entr'elles ,  étoient  auffi  les  racines  de  la  propofée ,  elle  auroit 
quatre  racines  égales,  deux  à  deux. 

Si 
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Si  une  des  racines  de  la  féconde  équation  des  limites  étant 
fubftituee  dans  la  première  équation  des  limites,  &  dans  la  pro- 
pofée, donne  zéro,  il  y  a  trois  racines  égales  dans  la  propofée. 

S'il  y  avoit  deux  racines  égales  dans  la  féconde  équation 
des  limites,  &;  qu'elles  donnaflènt  zéro  étant  fubftituées  dans 
les  précédentes,  il  y  auroit  quatre  racines  égales  dans  la  pro- 
pofée j  &  ainfi  de  fuite. 

Si  une  des  racines  de  la  troifiéme  équation  des  limites  étant 
fubftituee  dans  la  féconde,  &  dans  les  précédentes ,  donne 
zéro ,  il  y  a  quatre  racines  égales  dans  la  propofée  y  ôc  ainfi 
des  autres  qui  fuivent  la  troifiéme  équation  des  limites,  jus- 
qu'à l'équation  linéaire,  dont  la  racine  étant  fubftituee  dans 
l'équation  des  limites  du  fécond  degré  Ôc  dans  les  autres  qui 
la  précèdent ,  Ci  elle  donne  zéro ,  toutes  les  racines  de  la  pro, 
pofée  feront  égales. 

Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  des  racines  égales  eft  une  fuite 
évidente  de  ce  qu'on  en  a  démontré  dans  la  dernière  Se&ion 
du  quatrième  Livre. 

Quand  on  trouve  par  la  méthode  de  ce  Problême,  que  la 
propofée  contient  des  racines  égales,  le  plus  court  eft  de  du 
vifer  la  propofée  par  l'équation  compofée  de  toutes  les  raci- 
nes égales,  &  l'on  aura  un  quotient  qui  contiendra  les  feules 
racines  inégales  de  la  propofée,  dont  on  trouvera  les  limites 
par  le  premier  article. 

Pour  les  racines  imaginaires. 

(JUand  une  racine  d'une  des  équations  des  limites  étant 
fubftiruée  à  la  place  de  l'inconnue  dans  l'équation  qui  la 
précède  immédiatement,  6c  dont  fes  racines  font  les  limites, 
la  fomme  qui  en  vient  n'a  pas  le  figne-i-  ou  — ,  qu'elle  de- 
vroit  avoir  fi  les  racines  étoient  toutes  réelles  £c  inégales , 
&  que  cette  fomme  n'eft  pas  zéro  ;  dans  ce  cas  il  y  a  deux 
racines  imaginaires  dans  l'équation  qui  la  précède,  &  dans 
toutes  les  autres  équations  des  limites  qui  la  précèdent,  juf. 
qu'à  la  propofée,  qui  a  aufîi  deux  racines  imaginaires. 

Si  deux  racines  d'une  des  équations  des  limites  ne  don- 
noient  dans  celle  qui  la  précède  immédiatement,  ni  le  fîgne 
qu'elles  doivent  donner,  ni  zéro,  il  y  auroit  quatre  racines 
imaginaires  dans  la  propofée  ;  &  ainfi  de  fuite. 

Les  autres  racines  réelles  de  l'équation  qui  précède  n'au* 
Tome  I,  Q3 
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roient  pas  moins  leurs  limites ,  il  y  en  auroic  deux  pour  cha- 


X*      — 

■  1 1  \xx  ■+■  3  744^  — 
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2                     I 
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■  2  2  8ATX-H3744AT 

=  0, 

y  xx  — 

•  2  28x  -t-  3744 

=  0. 

2 

I                 o, 

pour  les  limites  moyennes. 

Toute  cette  méthode  eft  une  fuite  évidente  de  tout  ce  qui 

précède.  ,u^i  1 

Application  au  Problème  a  des  exemples. 

Exemple      I. 

1   Our   trouver  les  limites  des  racines  dé  l'équation  du 
troifiéme  degré   .    . 
i0.  On  multipliera  fès 
termes  par   .    . 
on  divifera  le  produit 
par  x  j  &:  l'on  aura 
l'équation  des  limites 
On    multipliera   &s 
termes  par     .     . 
&c  Ton  aura  le  pro- 
duit    .....     6xx — 228^  =  0, 
qui  étant  divifé  par 
6x ,  donnera      .       .      x  — -38      =  o  r 
qui  eft  la  dernière  équation  des  limites,  ou  l'équation  linéaire 
des  limites. 

20.  Pour  avoir  à  prefent  les  limites ,  Ton  ôtera  le  coëfTcient 
du  premier  terme  de  l'équation  des  limites  du  fécond  degré 
$xx  —  228*  -+>  3744  =  o ,  ce  qui  fe  fera  ici  en  divifant 
chaque  terme  par  3,  &  l'on  aura  xx  —  ~}6x  ■+-  1  248  ==  o, 
pour  Téquation  des  limites  du  fécond  degré. 

Zéro  à  la  racine -h  38  de  l'équation  linéaire,  feront  les  li- 
mites de  la  ire  racine  de  l'équation  xx  —  j6x  -t-  1 148  =0. 

-h  38  &-t-77,  qui  eft  le  plus  grand  coê'ficient  négatif  de 
cette  équation  augmenté  de  l'unité  y  feront  les  limites  de  fa 
féconde  racine. 

Ainfi  en  (ubftituant  zéro  au  lieu  de  x  dans  l'équation  xx 
■ —  y6x  ■+-  1  248  =  o ,  l'on  aura  -+-  i  248. 

En  fubftituant  la  féconde  limite  38  ,  on  aura —  19,6. 

En  fubftituant  la  troifiéme  limite  -+-  77,  on  aura  -+-  1 3  2  y. 

Et  l'on  trouvera  par  les  méthodes  de  la  Sccftion  fuivante, 
que  les  deux  racines  de  xx  —  76X-*-  1  248=0,  font  246c  52. 
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Aïnfî  zéro  oc  14  font  les  limites  de  la  première  racine  de 
la  propofée  x1 —  1 14**  ■+■  3  744-v  —  30240  =  o,  c'eft_à- 
dire,  la  première  racine  de  la  propofée  efl  entre  zéro  £c  24  s 
6c  en  fubftituant  zéro  au  lieu  de  l'inconnue  x  dans  la  propo* 

fée,  la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra, aura  le  figne j 

en  fubftituant  24,  la  fomme  aura -4-, 

24  6c  5  2  font  les  limites  de  la  féconde  racine  de  la  pro- 
pofée, 6c  en  fubftituant  5  2  ,  la  fomme  aura  — . 

Enfin  5  2  &  le  plus  grand  coëficient  négatif  de  la  propo- 
fée, augmenté  de  l'unité,  qui  eft  30241 ,  font  les  limites  de 
la  troisième  racine  de  la  propofée  j  &  en  fubftituant  3  0241 
la  fomme  qui  en  viendra  aura  ■+-. 

L'on  a  donc  les  limites  de  toutes  les  racines  de  la  propo- 
fée, deux  limites  pour  chacune  5  ce  qu'il  faloit  trouver. 

Second  exemple  oà  il  y  a  des  racines  égalés. 

POur  trouver  les  limites  des  racines  de  cette  équation 
du  troifiéme  degré  .  .  x%  —  30.0;  -+-28 Sx — 864  =  0, 
i°.  on  multipliera  fes 

termes  par 3  2  1  o, 

6c  Ton  aura  la  première 


équation  des  limites  .  .  3**    —  6oxx  4-  2 8 8a?  =  o, 
qui  étant  divifée  par  x3 

donnera     .     .     .     .    .  $xx  —  6ox    -1-288  =  o  j 
multipliant  cette  équa- 
tion par       ....      2            1            o 
Ton  aura  la  dernière 


équation  des  limites  . .  6xx  —  6ox    =  o , 

qui  étant  divifée  par  6x^ 

fe  réduit  à  l'équation 

linéaire     .     .'.     .     .     x    — 10      =0. 

i°.  Pour  avoir  les  limites  de  l'équation  du  fécond  degré  $xx 
—  6ox  -1-288=0,  on  divifera  ks  termes  par  3  ,  6c  Ton 
aura  xx  —  2 ox  -1-96  =  0  pour  la  première  équation 
des  limites.  Les  limites  de  la  première  racine  de  xx  —  20A; 
.+-  96  =  o,  font  zéro  6c  la  racine  10  de  la  dernière  équa- 
tion des  limites.    Les  limites  de  la  féconde  racine  de  xx 

zox  -+-  96  =0  ,  font    10  &  fon  plus  grand  coëficient 

négatif  augmenté  de  l'unité  ,  qui  eft  21.  On  trouvera  par 
les  méthodes  de  la  Section  fuivante ,  que  les  racines  de  1& 
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première  équation  des  limites  **  —  20*  4-  96  =  o ,  font  S 
&12. 

Ainfî  o,  8,  12,  865,  font  les  limites  des  racines  de  la 
propofée  :  mais  parcequ'on  trouve  que  12  étant  fabftitué 
dans  la  propofée  à  la  place  de  x  3  la  fomme  qui  en  vient  eft 
zéro,  6c  qu'ainfl  1  2  en  eft  une  racine  j  la  propofée  a  deux 
racines  égales  12,12,  ôc  il  ne  lui  refte  plus  qu'une  racine 
inégale,  dont  les  limites  font  o  &  8. 

Mais  le  plus  court  eft  de  divifer  la  propofée  par  l'équa- 
tion compofée  des  deux  racines  égales  12  &  12,  qui  eft  xx 
—  24* 4-  144  =  0,  &  le  quotient  x  —  6  =  0,  contiendra 
la  racine  inégale. 

Troijiême  exemple  où  il  y  a  des  racines  imaginaires. 

1   Our.  trouver  les  limites  des  racines  de  cette  équation 

du  quatrième  degré   *4 — 76**4-  1872** — 13120* 4-35136  ==0, 

i°.  on  multipliera  {es 

termes  par     ...  4  3  2  i  o, 

&:  l'on  aura  la   ite 

équation  des  limites  4*4  —  2  2  8  *'  4-  3  744**  —  1 5 1 2  ox  =  or 
qui  fe  réduit  en  di- 

vifant  par  4*  à  .  .  .  *? 57**4-936*      — 3780   =0. 

On  multipliera  cette 

équation  par    ...  3  2  1  o , 

&:  on  aura  la  féconde  

équation  des  limites  3** 
qui  étant  divifée  par 
3*,  fe  réduit  à  .  .  .  ** 
On  multipliera  cette 
équation  par    .    .   ..  2 
&  on  aura  la  dernière  


114** 

4- 

936* 

' — 

O 

38* 

4- 
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= 

O 

I 

O, 

équation  des  limites  xxx —  38*  =  o, 
qui  étant  divifée  par 
2*3  fe  réduit  à  l'équa- 
tion linéaire     .    .    .     *   —  19     =0. 

20.  Pour  avoir  les  limites  des  deux  racines  de  l'équation' 
des  limites  du  2e  degré  ** —  38*4-  3  12=0,  on  prendra, 
zéro  pour  première  limite^  la  racine  19  de  l'équation  linéaire 
des  limites  * —  19=0,  pour  féconde  limite  j  àc  le  plus 
grand  coefficient  négatif  de  l'équation  **  —  38*4-312  =  0, 
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augmenté  de  l'unité,  qui  eft  39,  pour  la  troifîéme  limite. 
Ainfi  les  trois  limites  feront  o,  19,  39. 

On  trouvera  par  les  méthodes  de  la  Section  fuivante,  en 
fe  fervant  de  ces  limites,  que  les  deux  racines  delà  féconde 
équation  des  limites  xx —  38x4-  3  1  2  =  0,  font  1 2  &  26. 

Ainfi  les  limites  de  la  première  équation  des  limites  x1 

—  $7xx-\-y$6x —  3780  =  0,  feront  o,  12,  26,  3781,  par 
le  moyen  defquelles  on  trouvera  que  les  racines  de  la  pre- 
mière équation  des  limites  x* —  57 xx -v-93  6 x — 3780  =  0, 
font  6,  21 ,  30. 

Par  confequent  les  limites  des  racines  de  la  propofée  x* 

—  76^-i-  1872  xx — 15120x4-351  36  =  0,  font  o,  6,  21,30* 
15  121.  Ce  quilfaloit  trouver. 

En  fubftituant  zéro  dans  la  propofée  au  lieu  de  x  3  la  fom- 
me  toute  connue  qui  en  vient  eft  le  dernier  terme ,  &  elle 
a  le  figne-K 

En  iubftituant  la  féconde  limite  6,  la  fomme  a  le  figne — „ 
En  fubftituant  la  troiiîéme  limite  21  ,  la  fomme  a  le 

figne-*-. 

En  fubftituant  la  quatrième  limite  30,  la  fomme  qui  de- 
vroit  avoir  le  ligne  — ,  a  encore  le  figne -k  C'eft  une  mar- 
que certaine  qu'il  y  a  deux  racines  imaginaires  dans  la  pro- 
pofée, &  deux  racines  réelles ,  dont  on  trouvera  par  les  mé- 
thodes de  la  Section  fuivante,  que  la  première  eft  4 ,  &c  que  la 
féconde  eft  incommenfurable ,  plus  grande  que  8  y  ôt  moin- 
dre que  9 . 

R    E    M    A   R    Q^  U    E. 

J.  O  u  r  faire  concevoir  clairement  la  méthode  du  Pro- 
blême ,  on  a  choifi  des  exemples  dont  les  équations  des^  li- 
mites euffent  ces  deux  conditions  :  i°.  qu'elles  iè  trouvaient 
fans  fractions,  le  coëricient  de  leur  premier  terme  étant  un 
divifeur  exact  de  tous  les  autres  termes  :  20.  que_4:outes  les 
racines  des  équations  des  limites  fuftènt  commenfurables. 
Quand  ces  deux  conditions  ne  fe  trouvent  pas ,  /jui  eft  le 
cas  le  plus  ordinaire,  on  verra  à  la  fin  de  la  Section  fuivante 
le  moyen  de  trouver ,  nonobftant  cela,  les  limites  qu'on 
cherche. 


ÇLq  "j 
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■    PROBLÈME     IL 

x49»  QUAND  on  a  les  limites  des  racines  d'une  équation,  trouver 
les  limites  des  racines  de  toute  équation  en  laquelle  on  trans- 
formera la  première. 

PAr  exemple  on  a  l'équation*' — 114** -h  3  744* — 30240 
=  0,  donc  on  connoîc  les  limites  o,  24,  52,  24241  j  on  veut 
la  transformer  en  une  autre ,  foit  en  fuppofant  par  exem- 
ple *     —  10=^  qui  fe  réduit  à  *  =  y     +10, 
ou  *      4-io  =j/  x  =  y     —  10, 

ou  10    — x    =y  *=io  — /, 

ou  10*  =  y  X~T5) 

onTS  —y  x^ioy, 

ou  enfin  de  quelqu'autre  manière  qu'on  voudra.  Subftituant 
enfuite  la  valeur  de  *  prife  dans  quelqu'une  de  ces  équations 
où  *  eft  linéaire ,  au  lieu  de  *  dans  la  propofée,  l'équation 
qui  en  naîtra  fera  la  transformée. 

Pour  avoir  les  limites  des  racines  de  la  transformée,  il 
faut  fubftituer  les  limites  fucceflivement  à  la  place  de  *  dans 
l'équation  où  *  eft  linéaire,  &;  qui  a  fervi  à  faire  la  transfor- 
mation }  &  les  valeurs  de  y  toutes  connues  qui  viendront  de 
ces  fubftitutions ,  feront  les  limites  des  racines  de  la  trans- 
formée j  par.  exemple  en  fubftituant  o  à  la  place  de  *  dans 
l'équation  *— *  io=j/3  on  aura  o —  10  =jj  ainfi  la  pre- 
mière limite  de  la  transformée  fera  —  10. 

En  fubftituant  24,  on  aura  la  féconde  limite  24  —  10 
=  14=/. 

En  fubftituant  52  ,  on  aura  52  —  ro  =  42  =/,  ainfi  la 
troifiéme  limite  de  la  transformée  fera  42. 

11  en  eft  de  même  des  autres  transformations. 

Démonstration. 

*  36.  IL  eft  évident  par  la  transformation,  *que  les  racines  de  la 
transformée  font  les  racines  mêmes  de  la  propofée,  dimi- 
nuées ou  augmentées  de  la  grandeur  connue  10,  ou  de  telle 
autre  qu'on  voudra ,  ou  multipliées  où  divifées  par  cette 
même  grandeur,  &c.  Par  confequent  fi  l'on  diminue,  ou  fi 
l'on  augmente,  ou  fi  l'on  multiplie,  ou  fi  l'on  divife,  &c. 
chaque  limite  de  la  propofée  de  la  même  manière ,  il  eft 
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vifible  que  les  grandeurs  qui  en  viendront,  feront  les  limites 
des  racines  de  la  transformée,  ceft  à-dire,  ces  racines  feront 
des  grandeurs  moyennes  entre  ces  limites. 

Mais  en  fubftituant  chaque  limite  des  racines  de  la  pro- 
pofée  à  la  place  de  x  3  dans  l'équation  qui  a  fervi  à  la  trans- 
formation, dans  laquelle  équation  x  eft  linéaire,  il  eft  évi- 
dent que  les  limites  de  la  propofée  font  diminuées  ou  aug- 
mentées de  la  grandeur,  par  exemple  i  o,  dont  les  racines  de 
la  propofée  font  diminuées  ou  augmentées  dans  la  trans- 
formée j  ou  bien  qu'elles  font  multipliées  ou  divifées,  &c. 
par  la  même  grandeur  10,  par  laquelle  les  racines  de  la 
propofée  font  multipliées  ou  divifées,  &c.  dans  la  transfor- 
mée. Les  grandeurs  qu'on  trouve  par  ce  Problême  font  donc 
les  limites  de  la  transformée. 

Corollaire. 

O I  l'on  transforme  une  équation  propofée  x1  — iiâ^xx,  &c„ 
en  une  autre  dont  les  racines  foient  celles  de  la  propofée  y 
diminuées  chacune  d'une  des  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée, par  exemple  de  24,  qui  eft  la  plus  petite  des  deux 
limites  de  la  féconde  racine  de  là  propofée,  en  fuppofant 
x  —  24=^3  il  eft  évident  que  la  plus  petite  des  deux  limi- 
tés de  la  féconde  racine  de  la  transformée  fera  zéro  5  la  Se- 
conde limite  fera  la  différence  qui  eft  entre  la  limite  24  &  la 
limite  fuivante  5  2 ,  c'enVà-dire  fa  féconde  limite  fera  28  ;  &: 
les  limites  des  racines  fuivantes  de  la  transformée,  fi  elle  en 
a  plufieurs,  feront  les  différences  qui  fe  trouvent  entre  la 
limite  246c  chacune  des  limites  fuivantes  delà  propofée. 

K   E    M    A    R    Q^U    E    S* 
I. 

VJ^Uand  on  trouve  par  le  Problême  précèdent  une  gran- 
deur négative  pour  la  première  limite  de  la  première  racine 
d'une  transformée  5  comme  on  a  trouvé  la  grandeur  néga- 
tive —  10,  il  faut  prendre  zéro  pour  première  limite  de  la 
première  racine  de  la  transformée  ^  &;  non  pas  la  grandeur 
négative  — 10  :  Cela  eft  plus  commode  dans  la  pratique» 

IL 
Quand  toutes  les  racines  d'une  équation  font  poiitives  ? 
ou  toutes  négatives  &  réelles,  comme  le  coëficient  du  fécond 
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terme  en  eft  la  Tomme,  fi  l'on  prend  le  tiers  de  ce  coëfîcient, 
il  elle  eft  du  troisième  degré ,  le  quart  fi  elle  eft  du  4e  degré , 
Ôc  ainfi  de  fuite  j  cette  grandeur  fera  une  limite  moyenne,  au 
moins  entre  la  plus  petite  &  la  plus  grande  des  racines. 

Ainfî  la  plus  petite  des  racines  eft  entre  zéro  &  cette  li- 
mite moyenne  j  &  la  plus  grande  des  racines  eft  entre  cette 
limite  moyenne  ôt  le  plus  grand  coëficient  négatif  de  la  pro- 
pofée,  augmenté  de  L'unité  ou  d'un  autre  nombre. 

On  pourra  trouver  la  plus  petite  &  la  plus  grande  racine 
de  la  propofée  en  fe  fervant  de  ces  limites  par  les  méthodes 
de  la  Sedion  fuivante. 


A 


VERTISSEMENT. 


L  Eu  x  qui  commencent  &  ceux  qui  ne  fçavent  pas  le  calcul 
des  différences,  doivent  pafïer  à  la  Section  fuivante. 

THEOREME       X. 

ijo.  LES  racines  de  l'équation  des  limites  formée  par  la  méthode 
du  premier  Problème  >  font  les  véritables  limites  des  racines  de 
la  propofée  dont  elle  efi  l'équation  des  limites  3  c'ejl-à  dire 3  elles 
font  les  véritables  limites  moyennes  entre  la  plus  petite  &  la 
plus  grande  racine  de  la  propofée. 

1  Our  bien  entendre  ce  Théorème,  il  faut  remarquer,  i°. 
■  que  dans  une  équation  propofée  comme  xx  —  76^-+-  1  248 
=  o;  dont  les  racines  font  24  &  52 ,  toutes  les  grandeurs 
qui  font  entre  248c  52  ,  comme  25,  26,  27,  28  ,  &c.  font  des 
grandeurs  moyennes,  ou  des  limites  entre  la  première  ra- 
cine 24  Se  la  féconde  racine  5  2  $  St  que  la  fubftitution  de 
chacune  de  ces  grandeurs  à  la  place  de  x  dans  la  propofée, 
donnera  différentes  fommès  toutes  connues,  dont  chacune 
aura  toujours  le  même  figne-~. 

2°.  Que  les  fommes  toutes  connues  qui  naifTentdela  fub- 
ftitution de  -+•  25,  26  27,  &c.  vont  toujours  en  augmentant, 
c'eft- à-dire,  celle  qui  vient  de  la  fubftitution  de  2  5  eft  moin- 
dre que  celle  qui  vient  de  la  fubftitution  de  26,  &  celle-ci 
moindre  que  celle  qui  vient  de  la  fubftitution  de  27  j  ÔC 
elles  vont  ainfî  en  augmentant  jufqu'à  la  fubftitution  de  la 
limite  38  trouvée  par  le  premier  Problême,  qui  donne  une 
fomme  qui  eft  la  plus  grande  de  toutes. 

Ec 
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Et  fubftituant  enfuite  3  9, 40, 41, 41  &  les  autres  nombres 
fuivans,  les  fommes  toutes  connues  qui  naiflènt  des  fubfti- 
tutions  vont  en  diminuant,  celle  qui  vient  de  la  fubftitution 
de  3  9  étant  plus  grande  que  ceUe  qui  vient  de  la  fubftitu- 
tion  de 40,  &  celle-ci  plus  grande  que  celle  qui  vient  delà 
fubflitution  de  41 ,  &  ainfi  de  fuite  jufqu  à  la  fubflitution  de 
la  racine  52  qui  donne  zéro. 

Or  j'appelle  la  véritable  limite  la  grandeur  38,  qui  efi 
celle  de  coûtes  les  limites  qui  font  entre  la  racine  14  &  la 
racine  52,  qui  étant  fubflituée  dans  la  propofée ,  donne  la 
plus  grande  fomme  toute  connue ,  les  autres  limites  don- 
nant chacune  de  moindres  fommes  toutes  connues  :  Et  je  dis 
que  les  limites  qu'on  trouve  par  le  Problême,  c'efl-à-dirç 
les  racines  de  l'équation  des  limites  y  font  les  véritables  li- 
mites moyennes  des  racines  de  la  propofée  entre  la  première 
&  la  dernière  racine  de  la  propofée  j  c'efl-à-dire,  qu'étant 
fubflituées  dans  la  propofée,  les  fommes  toutes  connues  qui 
en  viennent,  font  plus  grandes  que  celles  qui  viennent  de  la 
fubflitution  des  autres  limites ,  qui  ne  font  pas  celles  que  j'ap^ 
pelle  les  véritables,  6c  lefquelles  véritables  limites  fe  trou-. 
vent  par  le  premier  Problême. 

Pour  le  démontrer,  i°.  il  faut  fuppofer  dans  le  fécond 
membre  d'une  équation  propofée  ,  comme  x*  —  1  i^xx 
.+■  3  744*  —  3  o  240  =s  o ,  dont  les  racines  font  12,  42  ,  60  , 
au  lieu  de  zéro,  une  grandeur  indéterminée  y  3  6c  l'on  aura 
xl —  1 i^-xx-t-  3744.*: —  30240  -=.y. 

20.  Il  faut  concevoir  diflin&ement  que  x  repréfentant  tous 
les  nombres  imaginables  qu'on  peut  fubflituer  à  fa  place  dans 
le  premier  membre,  y  repréfente  toutes  les  fommes  connues 
qui  naîtront  de  la  fubflitution  de  chacune  de  ces  grandeurs 
à  la  place  de  x. 

Et  pour  concevoir  diflinclement  toutes  ces  grandeurs  que 
repréfente  y3  il  faut  commencer  par  la  fubftitution  de  zéro 
à  la  place  de  x  ;  &  allant  fucceffivement  par  ordre,  il  faut 
concevoir  qu'on  fubflitue  à  la  place  de  x,  après  la  fubftitu- 
tion de  zéro,  un  nombre  fi  petit  qu'il  diffère  de  zéro  moins 
qu'aucune  grandeur  donnée ,  quelque  petite  qu'elle  puiffe 
être ,  6c  cette  grandeur  moindre  qu'aucune  grandeur  don- 
née ,  eft  ce  qu'on  appelle  une  grandeur  infiniment  petite  3  ou 
une  différence. 

Tome  I.  K.r 
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Il  faut  enfuite  concevoir  qu'on  fubftitue  après  la  grandeur 
précédente  une  autre  grandeur  plus  grande ,  mais  qui  ne 
iurpaiTe  la  précédente  que  d'une  grandeur  infiniment  peti- 
te, ou  d'une  différence. 

Concevant  ainfi  de  fuite  qu'on  fubftitue  des  grandeurs 
par  ordre  qui  ne  fe  furpaffent  que  d'une  grandeur  infiniment 
petite,  on  concevra  en  même  temps  que  les  fommes  toutes 
connues  qui  naiffent  par  ordre  de  ces  fubftitutions ,  vont 
toujours  en  diminuant ,  &  font  repréfentées  parj,  ôt  que 
le  premier  y  furpafie  le  fécond  d'une  grandeur  infiniment: 
petite,  le  fécond  furpafte  le  troifîéme  d'une  grandeur  infi- 
niment petite ,  ôc  ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  que  concevant 
que  la  première  racine  delà  propofée  x1 —  1 14^x4-3744^ 
■ —  3  0240  =y ,  qui  eft  1 2  y  étant  fubftituée  à  la  place  de  x, 
la  Tomme  toute  connue  qui  en  vient  eft  zéro  $  ainfij/  repré- 
fente  alors  zéro  y  &  n'eft  aucune  grandeur  réelle. 

Continuant  de  concevoir  qu'on  fubftitue  à  la  place  de  x 
nn  nombre  qui  furpaffe  la  première  racine  1 2  d'une  gran- 
deur infiniment  petite,  ê£  en  fuite  une  autre  qui  furpafie  le 
précèdent  d'une  différence,  èc  ainfi  de  fuite,  on  concevra 
en  même  temps  que  y ,  qui  eft  toujours  égale  à  chaque 
fomme  toute  connue  qui  vient  de  chacune  de  ces  fubfti- 
tutions ,  devient  encore  une  grandeur  réelle  qui  va  en  aug- 
mentant d'une  grandeur  infiniment  petite ,  jufqu'à  ce  que 
concevant  qu'on  fubftitue  la  première  limite  qui  eft  24,  y 
devient  la  plus  grande  fomme  toute  connue  que  puaient 
donner  les  fubftitutions  fucceflives  de  chacun  de  tous  les 
membres  qui  font  entre  la  première  racine  12  6c  la  féconde 
racine  42. 

Et  concevant  qu'on  fubftitue  enfuite  une  grandeur  qui 
furpafle  la  véritable  limite  24  d'une  différence ,  &  enfuite 
une  autre  qui  furpaffe  la  précédente  d'une  différence,  ôc  ainfi 
de  fuite,  ^/  représentera  les  fommes  toutes  connues  qui  naif- 
fent  de  ces  fubftitutions ,  qui  vont  en  diminuant,  &  dont 
chacune  furpafle  celle  qui  la  fuit  d'une  différence,  jufqu'à 
ce  que  concevant  que  l'on  fubftitue  à  la  place  de  x  la  féconde 
racine  42  ,  l'on  conçoive  en  même  temps  que  la  fomme 
toute  connue  qui  naît  de  cette  fubftitution  eft  zéro ,  & 
qu'ainfi  y  repréfente  alors  zéro ,  &  n'eft  aucune  quantité 
réelle. 
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On  continuera  le  même  raifonnement  furies  fubftitutions 
des  grandeurs  qui  font,  entre  la  féconde  racine  42  6c  la  troi- 
ïïéme  racine  60 ,  &  fur  les  fommes  repréfentées  par  y  qui  en 
naîtront  ^  6c  ainfî  de  fuite  dans  les  équations  des  degrez  plus 
élevez  j  6c  en  fuite 

y.  On  remarquera  que  dans  les  fubftitutions  des  grandeurs 
qui  font  entre  deux  racines  de  la  propofée ,  par  exemple 
des  grandeurs  qui  font  entre  la  première  racine  12  &  la 
féconde  42,  à  la  place  de  x  3  les  y 3  c'en;  à-dire  les  grandeurs 
que  reprefente  y ,  vont  toujours  en  augmentant  d'une  dif- 
férence jufqu'à  la  fubftitution  de  la  véritable  limite  24. 

Que  dans  la  fubftitution  de  24,  l'augmentation  cefïè, 
c'eft-à  dire  qu'elle  eft  nulle  ou  égale  à  zéro ,  &  qu'ainu*  la 
différence  de  y  eft  nulle  dans  cette  fubftitution. 

Et  qu'enfin  dans  la  fubftitution  des  grandeurs  fuivantes , 
jufqu'à  celle  de  la  racine  42,  au  lieu  d'augmentation  ,  c'eft 
une  diminution,  Sclesj  vont  en  diminuant  jufqu'à  ce  qu'ils 
deviennent  zéro  dans  la  fubftitution  de  la  féconde  racine  42. 
D*où  il  fuit,  pour  la  démonftration  du  10e  Théorème, 
que  lorfque  l'augmentation  ou  la  différence  de  y  eft  égale 
à  zéro,  alors  la  valeur  de  x  eft  celle  qui  étant  fubftituée  à 
fa  place  dans  la  propofée  é  donne  une  fomme  qui  eft  la  plus 
grande  de  toutes  celles  que  donne  la  fubftitution  des  autres 
grandeurs  moyennes  entre  deux  racines,  8c  que  cette  valeur 
de  x  eft  la  véritable  limite  entre  ces  deux  racines. 

Pour  trouver  donc  les  véritables  limites  des  racines ,  il 
ne  faut  que  prendre  la  grandeur  qui  exprime  la  différence 
dej/  3  la  fuppofer  égale  à  zéro  ,  èc  les  racines  de  l'équation 
qui  naîtra  de  cette  fubftitution ,  c'eft-à-dire  les  valeurs  de  x 
dans  cette  équation ,  feront  les  véritables  limites  des  racines 
de  la  propofée. 

Or  le  calcul  des  différences  apprend  que  pour  prendre 
la  différence  de  x*  —  1  \\xx  -+-  3744-*:  —  3  0240  =y , 
il  faut  multiplier  3  2  1  o, 

chaque  terme — ■■■ 

par  l'expofant     3  xxdx  —  22  8 xdx  -+-  3  744^*  =  dy 
de  fon  inconnue,  8c  par  la  différentielle  dxb  qu'il  faut  mul- 
tiplier le  dernier  terme  par  zéro  ,  8c  écrire  au  fécond  mem- 
bre dy  au  lieu  de j,  8c  divifer  chaque  terme  par  x,  Ôc  l'on 
aura  la  différence  3  xxdx  —  2  2  $xdx  ■+•  3  744^*  =  dy, 

R.r  ij 
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11  faut  enfuite  fuppofer  dy=.o  t  &  l'on  aura  ^xxdx 

Il  faut  divifer  chaque  terme  par  dx  3Sc  Ton  aura  l'équa- 
tion 3**  —  1 2  Sx -h  3744=0}  ou  divifant  par  3  ,  xx — -jGx 
-h  r  248  ==  o ,  dont  les  racines  étant  fubftituées  dans  la  pro- 
pofée  à  la  place  de  x  3  les  fommes  toutes  connues  qui  en 
naîtront,  feront  plus  grandes  que  toutes  celles  que  pour- 
ront donner  les  fubftitutions  des  autres  grandeurs  moyen- 
nes entre  les  racines  de  la  propofée. 

Par  conféquent  les  racines  de  l'équation  des  limites ,  qui 
eft  la  même  que  celle  qu'on  vient  de  trouver ,  font  les  vé- 
ritables limites  des  racines  de  la  propofée.  Ce  qu'il  faloii 
démontrer. 

Corollaire    I. 

"351.    Si  l'on  conçoit  dans  x1 — 1 14*.*; -h  3  744* — 30240=^,, 
que  y  repréfente  les  plus  grandes  fommes  toutes  connues 
•que  donnent  les  fubftitutibns  fucceflîves  des  véritables  limi- 
tes des  racines  de  la  propofée,  c'eft-à-dire,  par  ce  dixième 
Théorème,  les  fommes  que  donnent  les  fubftitutions  fuc- 
ceffives   des  racines  de  l'équation  des  limites  xx  —  y6x 
-*-  1  248  =  o  -,  8t  qu'on  tranfpofe  y  dans  le  premier  mem- 
bre -x  les  racines  de  l'équation  des  limites  xx  — »  j6x  -+•  1 148 
=  0,  feront  des  racines  exactes  de  l'équation  x* —  1 14.XX 
-H3744X  —  30240 — y  5=  o  -,  car  les  racines  246c  52  de 
l'équation  des  limites  étant  fubftituées  l'une  après  l'autre 
dans  l'équation  x1  —  11 4-xx  -+-  3  744*  —  3  o 240  — y  =  o , 
la  femme  qui  viendra  de  la  i*e  fubftitution  fera  -4-7776; 
bey  repréfentant  cette  même  fommelà,  Ton  aura -h  7^76 

—  7776  =  0,  ainfi  la  première  racine  24  de  l'équation  des 
limites  étant  ftibftitnée  à  la  place  de  x  dans  l'équation  x* 

—  t  14*.*;-+-  3744^  —  30240 — j/  =  o,  donne  zéro  ;  24  eft 
donc  une  racine  de  cette  équation.  La  fomme  qui  viendra 
delà  fubftitution  de  52  fera  —  3  200  j  àiy  repréfentant  cette 
même  fomme,,  — y  fera  égal  à  -+-  3.200  -y  ainfî  l'on  aura 

—  3  200  -+-  3  200  =  o.  La  féconde  racine  5  2  de  l'équation 
des  limites  étant  fubftituée  à  l'a  place  de  x  dans  #3 —  1 14.0: 
h-  3744X  —  30240 — j/  =  o,  donnant  zéro,  eft  donc  une 
racine  de  cette  équation. 
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Corollaire     IL 

D'O  u  il  fuit  que  chaque  équation  linéaire  comme  x —  24 
s=o,  x —  52=0,  dont  le  premier  terme  eft  A^&le  fécond 
l'une  des  racines  de  l'équation  des  limites  y  eft  un  divifeur 
exact  de  Péquation  x* —  1  i^xx  -+-  3744*  —  30240  — y 
=s  o ,  &  de  l'équation  des  limites  xx  —  y6x  -+-  1  248  =  o  5 
en  fuppofant  que^  repréfente  par  raport  à  x —  24  =  0, 
la  fomme  toute  connue -h  7776,  que  donne  la  fubftitution 
de  24  à  la  place  de  x  dans  la  propofée,  Se  quej/  repréfente 
par  raport  à  x —  52=0,  la  fomme  toute  connue  —  3  200 
que  donne  la  fubftitution  de  5  2  à  la  place  de  x  dans  la  pro- 
pofée. 

Corollaire     III. 

A?  R  e  s  avoir  tranfpofé y  du  fécond  membre  dans  le  pre- 
mier membre  d'une  équation  x*  —  1  \%xx  -+-  3  744*  —  3  024a 

=  0,  fî  on  la  divife  par  fon  équation  des  limites  xx  —  j6x 

.+.  1248=0,  6c  après  être  arrivé  à  un  refte  où  x  ait  un 

degré  de  moins  que  dans  le  divifeur  xx — 7  6.x:  h-  1  248  =  0, 

on  divife  ce  divifeur  par  ce  premier  refte  ^  6c  qu'on  continue 

la  méthode  de  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun, 

jufqu'à  ce  qu'on  fbit  arrivé  à  un  refte  j/y — 4576JM- 248  83200 

=  0,  dans  lequel  x  ne  fe  trouve  plus,  6c qui  n*a  d'inconnue 

que^/j  ôc  qu'on  fuppofe  ce  refte  yy —  4576^/4-24883200 

égal  à  zéro ,  ôc  le  dernier  divifeur  où  x  eft  linéaire  auffi  égal 

à  zéro,  qui  eft  —  3.92.x;  -t-  171 84 — y  =  o  3   ou  -+-  59 ix 

—  171  84  -hj/=  o.    Il  fuit  du  Corollaire  précèdent  que  le 

refte,  ou  l'équation  yy  —  4576)/ -+-24883  200  =  0,  (qui  fera 

toujours  du  même  degré  que  l'équation  des  limites  y  comme 

l'opération  le  démontre ,  )  aura  pour  fes  racines ,  ou  pour 

les  valeurs  de  y,  les  femmes  toutes  connues  que  donnent  les 

fubftitutions  fuccefïives  des  racines  de  l'équation  des  limites 

à  la  place  de  x  dans  la  propofée,  qui  font  ici  -4-  7776  8c 

—^3  200  5  &  en  mettant  fucceflivement  ces  valeurs  dey  dans 

le  dernier  divifeur  où  x  eft  linéaire,  c'eft-à-dire  dans  392* 

_  i-yj  84  =  0,  l'on  aura  les  deux  équations  linéaires  #  —  24 

s^o  }  x  —  j  2  =0  ,  qUj  font  les  divifeurs  communs  aux 

Hr  iij 
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équations  x3 —  1 14**  *+*  3744*  —  30240=0,  où  y  rcpré- 

— y 
fente    fucceffivement  -h  7776  6c  — 3100,  6c  xx — -j6x 
•+- 1 248  «  o,  &  qui  contiennent  les  racines  de  l'équation 
.    des  limites  xx  —  76x4-  1  248  =  o.  . 

Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  du  précèdent  8c  de 
la  méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de 
deux  équations  :  car  les  racines  de  yy —  4576J/-+-  24883  200 
s=o,  font  telles  3  qu'étant  fubftituées  à  la  place  dsy  dans 
le  dernier  divifeur  où  x  eft  linéaire ,  qui  eft  3  9  zx  —  171 84 

-^y 
=  o,  6c  dans  x3 — 1  i^xx^r  3 744* -—  30240  =  0,  l'équa- 

tion  linéaire  eft  changée  en  deux  autres,  qui  divifent  exacte- 
ment l'équation  des  limites,  6c  qui  par  conféquent  en  con- 
tiennent les  racines  •  6c  ces  mêmes  équations  linéaires  divi- 
fent auiîi  exactement  x5 —  1 14.0;  ■+-  3  744*  —  3  ox4°  =  °  > 

— y 

où  l'on  fuppofe  à  la  place  de  y3  (es  deux  valeurs  -t-  7776 1 

—  3200. 

Corollaire     IY. 

Pour  les  racines  égales. 

154.  O  û  1  T  une  équation  qui  a  des  racines  égales  x* —  i^1 
-i-  7  ixx  —  64.x  -h  16  =  0,  dont  l'équation  des  limites  eft 
x*  — ■  1  ixx  -+-  3  6x  —  16  =  oy  qu'on  mette  y  a  la  place  de 
zéro,  (  conformément  à  la  fuppofition  du  2e  Corollaire  qui 
précède,)  l'on  aura  x4 — 1 6x* -1-7 2 xx  —  64.x-*-  i6==j/.  Les 
racines  de  l'équation  des  limites  étant  fubftituées  fucceffive- 
niént  à  la  place  de  x  dans  cette  équation ,  les  fommes  toutes 

*  iç 2.  connues  qui  en  viendront  feront  les  valeurs  de  y*h  par  con- 
féquent les  racines  égales  étant  communes  à  la  propofce£c 
à  l'équation  des  limites,  il  y  aura  tout  autant  de  valeurs  de  y 
égales  à  zéro ,  qu'il  y  aura  de  ces  racines  communes. 

Corollaire     V. 

Qui  contient  une  méthode  four  connoître  quand  une  équation 
propofée  a  des  racines  égales. 

155.  O'O  u  il  fuit  5c  du  troisième  Corollaire,  que  fi  l'on  tranf- 
pofe^y  dans  le  premier  membre  5  qu'on  cherche  eniuite  le 
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plus  grand  divifeur  commun  de  x* —  i6x'-h  "jixx  —  64* 
-i-  1 6  ==  o  >  6c  de  l'équation  des  limites  x —  1  ixx  ■+•  3  6x 

—y 

—  16  ==  o,  &  qu'on  continue  l'opération  jufqu'à  ce  qu'on 
foit  arrivé  à  un  refte  où  x  ne  fe  trouve  plus ,  6c  qui  n'ait 
pour  inconnue  que  y ,  en  fuppofant  ce  refte  égal  à  zéro  3  il 
y  aura  autant  de  y  égaux  à  zéro  dans  l'équation  de  ce 
refte,  qu'il  y  a  de  racines  communes  à  la  propofée  x*  —  i6xl 
-H  72.0;  —  64.x  •+-  1 6  =  o  ,  &;  à  l'équation  des  limites  x3 

—  nxx-t-  }6x  —  16  =  0,  ce  qui  marquera  qu'il  y  a  des 
racines  égales  dans  la  propofée  j  c'eft-à-dire,  y  auroit  trois 
dimenfions  dans  l'équation  faite  du  refte,  fi  les  quatre  ra- 
cines de  la  propofée  étoient  inégales ,  mais  au  lieu  de  cela ,  y 
n'aura  que  deux  dimenfions ,  s'il  y  a  une  racine  commune 
à  la  propofée  6c  à  l'équation  des  limites  3  y  n'aura  qu'une 
dimenflon  dans  l'équation  du  refte,  s'il  y  a  deux  racines  com- 
munes 3  Scy  fe  trouvera  entièrement  égale  à  zéro  dans  l'é- 
quation faite  du  refte,  fi  toutes  les  racines  de  l'équation  des 
limites  font  auffi  les  racines  de  la  propofée  >  6c  que  les  quatre 
racines  de  la  propofée  foient  égales. 

Dans  cet  exemple  on  trouve  pour  refte  y  — *  144  =  0 ,  ce 
qui  fait  connoître  qu'il  y  a  deux  racines  communes  à  la  pro- 
pofée 6c  à  fon  équation  des  limites,  6c  que  la  propofée  con- 
tient par  conféquent  des  racines  égales. 

D'où  l'on  voit  que  pour  connoître  fî  une  équation  pro- 
pofée contient  des  racines  égales,  il  n'y  a  qu'à  ajouter  — y 
à  fon  dernier  terme ,  6c  enfuite  chercher  le  plus  grand  di- 
vifeur commun  de  cette  équation  6c  de  fon  équation  des  li- 
mites ;  Se  continuer  l'opération  jufqu'à  ce  qu'on  ait  un  refte 
qui  n'ait  que  y  pour  inconnue ,  &  fuppofer  ce  refte  égal  à 
zéro.  Si  l'inconnue  y  eft  au  même  degré  dans  cette  équa- 
tion ,  qu'eft  x  dans  l'équation  des  limites ,,  c'eft  une  marque 
qu'il  n'y  a  pas  de  racines  égales  dans  la  propofée  :  Si  l'incon- 
nue y  eft  à  un  degré  moindre  dans  cette  équation  du  refte 
que  celui  de  x  dans  l'équation  des  limites,  c'eft  unemîarque 
qu'il  y  a  des  racines  égales  dans  la  propofée. 
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SECTION      III. 

O^  /  00  explique   différentes  méthodes  pour  trouver 

les  racines  d'une  équation  lorfquon  a  deux  limites 

pour  chacune. 

PROBLEME      III. 

e  |6.  Sjyp \A  JWD  on  a  deux  limites  d'une  racine  d'une  équation  nu- 
mérique }  l'une  moindre  &  l'autre  plus  grande  que  cette  raci- 
nes  ou  ,  ce  qui  revient  au  même }  lorfque  la  fubflitution  de  l'une 
eji*  en  fuite  de  l'autre  à,  la  place  de  l'inconnue  _,  donne  des  fem- 
mes toutes  connues  dont  les  fignes  font  differens  j  trouver  cette 
racine  quand  elle  efi  commenfurable  j  en  trouver  une  valeur 
approchée  quand  elle  efi  inpommenfurable  î  ejf  continuer  l'ap- 
proximation tant  qu'on  voudra. 

t 
Première     Méthode     par     substitution 

ou      PAR      DIVISION. 

V/N  appliquera  îa  méthode  à  un  exemple  en  l'énonçant 
pour  la  rendre  plus  claire. 

Il  faut  trouver  les  racines  de  xx  —  y6x  ■+■  1 248  =  o  $  les 
limites  de  la  plus  petite  font  zéro  &  3  8  j  la  première  étant 
fubftituée  donne  -t-,  $c  la  féconde  donne  —  -y  les  limites  de 
la  plus  grande  font  38  &  77  j  la  première  étant  fubftituée 
donne  —  ,  &  la  féconde  donne  -t-. 

i°.  On  prendra  la  différence  des  deux  limites,  &:  l'on  ajou- 
tera la  moitié  de  cette  différence,  prifes  en  nombres  entière, 
à  la  moindre  limite ,  ce  qui  donnera  une  fomme  ;  ainfi  la  dif- 
férence des  deux  limites  zéro  5c  38  de  la  première  racine, 
eft  3  8  ,  dont  la  moitié  eft  1 9,  Se  la  fomme  de  la  moindre  li- 
mite zéro  Se  de  cette  moitié,  eft  19.  La  différence  des  deux  li- 
mites 38  ôc  77  eft  39,  dont  la  moitié  eft  19  ou  20  ^  on  pren- 
dra laquelle  on  voudra,  quand  la  différence  eft  un  nombre 
impair  :  on  ajoutera  cette  moitié  à  la  moindre  limite  3  8,  &  la 
fomme  fera  57011  58  ,  il  n'importe  pas  laquelle  on  prenne. 

20.  On  fubftituera  la  fomme  qu'on  vient  de  trouver  à  la 
place  de  l'inconnue  x  dans  la  propofée  j  ainfi  on  fubftituera 
■+«  19  pour  la  première  racine,  5c  -h  57  pour  la  féconde >y 

ou  » 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  divifera  l'équation  propo- 
sée par  l'équation  linéaire  x  moins  cette  fomme,  c'efiVà-dire 
par  x  —  19  =  0,  pour  trouver  la  première  racine ,  &  par 
x  —  57  =  0,  pour  trouver  la  féconde.  On  remarquera  le 
ilgne  de  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fui  fti- 
tution  ,  ou  du  refte  qui  viendra  de  la  divifîon,  6c  s'il  eft  con- 
forme au  figne  que  doit  donner  la  première  limite ,  ou  à 
celui  que  doit  donner  la  féconde  limite  j  par  exemple  en 
fubftkuant  19,  on  trouve  le  figne  •+-  conforme  au  figne  que 
donne  la  moindre  limite  zéro  des  deux  limites  o  6c  38  de  la 
première  racine  j  en  fubflituant  57,  on  trouve  le  figne  -h 
conforme  au  figne  que  donne  la  plus  grande  limite  77  des 
deux  limites  38  6c  77  de  la  féconde  racine. 

30.  On  laifïera  à  prefent  comme  inutile  celle  des  deux 
limites  d'une  racine  dont  la  grandeur,  fubftituée  à  la  place 
de  Xf  a  donné  le  figne,  d>c  on  prendra  cette  grandeur  à  fa 
place  pour  être  une  des  limites  de  la  racine  qu'on  cherche, 
avec  l'autre  limite  dont  la  grandeur  fubftituée  n'a  pas  donné 
le  figne. 

Dans  notre  exemple  en  cherchant  la  première  racine  de 
la  propofée  dont  zéro  6c  3  8  font  les  limites,  la  grandeur  1 9 
ayant  donné  le  figne  de  la  moindre  limite  zéro,  c'eft  à-dire  -t-, 
la  limite  zéro  fera  déformais  inutile  pour  trouver  la  première 
racine  j  on  prendra  à  fa  place  la  grandeur  19  qui  a  donné  le 
même  figne  ■+-  de  la  première  limite  zéro,  6c  la  féconde  li- 
mite fera  38. 

On  trouve  de  même  en  cherchant  la  féconde  racine,  que 
la  grandeur  57  étant  fubftituée  à  la  place  de  x,  donne  le 
figne  h- de  la  plus  grande  des  deux  limites  38  6c  77  delà 
féconde  racine  j  ainfi  il  faut  laifier  la  plus  grande  limite  77 
comme  inutile,  6c  prendre  à  fa  place  la  grandeur  57  pour  la 
plus  grande  limite,  èc  la  plus  petite  3  8  demeure  la  même. 

Il  faut  à  prefent  chercher  la  première  racine  de  la  propofée 
entre  les  nouvelles  limites  19  6c  3  8 ,  6c  la  féconde  entre  les 
limites  38  6c  57,  en  faifant  une  opération  femblable  à  celle 
du  premier  èc  du  fécond  article ,  c'eft-à-dîre  en  prenant^ 
pour  trouver  la  valeur  de  la  première  racine ,  la  moitié  delà 
différence  de  ces  deux  limites  196c  38,  laquelle  moitié  eft  9, 
l'ajoutant  à  la  moindre  limite  19,  ce  qui  donnera  la  fomme 
28 ,  6c  fubitituant  cette  grandeur  28  à  la  place  de  x  dans  la 
Tome  I.  >  S  f 
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propofée  :  Se  comme  la  fomme  qui  en  vient  a  le  {igné  — -, 
qui  eft  celui  que  donne  la  fubftitution  de  la  plus  grande 
limite,  il  faut  laiffer  la  limite  38  comme  inutile,  6c  mettre 
à  fa  place  iS  pour  la  plus  grande  limite  de  la  première  ra- 
cine, dont  la  plus  petite  limite  fera  1 9  •  6c  continuer  l'opéra- 
tion en  ajoutant  la  moitié  en  nombres  entiers  de  la  diffé- 
rence 9  des  deux  dernières  limites  19  6c  28  ,  laquelle  moitié 
eft  5  ou  4, -à  la  plus  petite  limite  1 9,  ce  qui  donnera  la  fom- 
me 24 ,  6c  fubftituant  cette  grandeur  24  à  la  place  de  x  dans 
la  propofée  :  Et  comme  on  trouve  que  la  fomme  qui  en  vient 
eft  zéro,  la  grandeur  24  eft  la  plus  petite  racine  de  la  pro- 
pofée. 

On  cherchera  la  féconde  racine  comme  on  a  fait  la  pre- 
mière ,  en  prenant  9  qui  eft  la  moitié  de  la  différence  19 
qui  fe  trouve  entre  les  deux  dernières  limites  38  6c  57  delà 
féconde  racine  de  la  propofée,  6c  ajoutant  cette  moitié  9  à 
la  moindre  limite,  la  fomme  fera  47,  qui  étant  fubftituée 
à  la  place  de  .#  dans  la  propofée,  donne  le  ligne  —  con- 
forme à  celui  qui  vient  de  la  fubftitution  de  la  moindre  li- 
mite 38.  On  laiffera  la  limite  38  comme  inutile,  6c  on  pren- 
dra à  fa  place  47,  6c  la  plus  grande  limite  fera  encore  57 j 
ainfî  les  deux  limites  de  la  féconde  racine  feront  47  &  57. 
On  prendra  5,  qui  eft  la  moitié  exa&e  de  leur  différence, 
qui  eft  10,  on  l'ajoutera  à  la  moindre  limite  47,  6c  la  fomme 
fera  52  j  on  fubftituera  51  à  la  place  de  x  dans  la  propofée, 
£c  l'on  trouvera  que  la  fomme  qui  en  vient  eft  zéro  j  ce  qui 
fera  voir  que  la  grandeur  52  eft  la  féconde  racine  de  la  pro- 
pofée. 

Remarque. 

IL  eft  vifible  qu'en  cherchant  une  racine,  par  cette  mé- 
thode, entre  deux  limites,  entre  lefquelles  cette  racine  eft 
une  grandeur  moyenne,  on  augmente  à  chaque  opération 
la  plus  petite  limite,  ou  l'on  diminue  la  plus  grande ^  c'eft 
pourquoi  on  arrive  enfin  à  trouver  la  racine  même,  quand 
elle  eft  commenfurable.  Mais  quand  en  luivant  la  méthode, 
on  arrive  à  deux  limites,  l'une  moindre,  6c  l'autre  plus  grande 
que  la  racine ,  ou  qui  donnent  par  leur  fubftitution  des  frgnes 
differens,  qui  ne  différent  entr'elles  que  de  l'unité,  il  eft 
certain  que  la  racine  eft  incommenfurable  >  car  on  fuppofe 
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l'équation  fans  fra&ions ,  6c  que  fon  premier  terme  n'a  pas 
d'autre  coëficient  que  l'unité  ^ainfi  fa  racine  étant  entre  deux 
nombres  qui  ne  différent  que  de  l'unité,  elle  ne  peut  pas  être 
un  nombre  entier  j  Se  on  a  démontré  *  qu'une  fraction  ne   *  $4, 
peut  pas  être  la  racine  d'une  telle  équation. 

Continuation  de  la  première  méthode. 

40. 0  N"  continuera  d'augmenter  par  la  méthode  la  moin- 
dre limite,  Se  de  diminuer  la  plus  grande  limite  delà  racine 
qu'on  cherche  ,  jufqu'à  ce  qu'on  trouve  une  grandeur  qui 
étant  fubftituée  à  la  place  de  l'inconnue,  donne  zéro  j  ou, 
quand  la  racine  eft  incommensurable,  jufqu'à  ce  qu'on  ait 
trouvé  deux  limites,  l'une  moindre  que  la  racine,  6c  l'autre 
plus  grande,  qui  ne  différent  entr'elles  que  de  l'unité  5  6c 
alors  la  moindre  limite  fera  la  valeur  approchée  delà  racine, 
plus  petite  que  la  racine,  6c  la  plus  grande  limite  fera  la  va- 
leur approchée  plus  grande  que  la  racine  $  ~6c  l'une  Se  l'autre 
valeur  approchée  ne  différent  pas  de  la  racine  exacte  de  l'u- 
nité entière. 

Pour  continuer  l'approximation ,  on  fe  fervira  ordinai- 
rement de  la  troifîéine  méthode  qui  fuit,  comme  étant  la 
plus  courte,  mais  on  le  pourra  faire  auffi  par  cette  première, 
le  calcul  en  fera  un  peu  plus  long-,  on  prendra -J,  qui  eft  la 
moitié  de  la  différence  des  deux  dernières  limites ,  qui  ne 
différent  entr'eliesque  de  l'unité,  6c  on  l'ajoutera  à  la  moin- 
dre des  deux  dernières  limites  ^  on  fubftituera  cette  gran- 
deur à  la  place  de  l'inconnue,  6c  on  la  prendra  au  lieu  de  la 
limite  dont  elle  donnera  le  fïgne.  Enfuite  on  prendra  la  moi- 
tié de  la  différence  qui  eft  entre  cette  nouvelle  limite  6c 
l'autre  limite  qui  eft  demeurée  ,  on  ajoutera  cette  moitié 
à  la  moindre  de  ces  deux  limites,  Se  la  fomme  fera  la  gran- 
deur qu'il  faut  fubftituer  à  la  place  de  l'inconnue  dans  la 
propofée ,  6c  on  prendra  cette  grandeur  au  lieu  de  la  limite 
dont  elle  donnera  le  fïgne. 

On  continuera  ainfï  de  trouver  des  valeurs  qui  appro- 
chent de  plus  en  plus  à  l'infini  de  la  racine  exa&e ,  qu'on  ne 
peut  pas  trouver  autrement,  puifqu'elle  eft  incommenfu. 
rable. 

Sfij 


3*4  Analyse    demontr  e*e. 

Exemple  où  les  racines  font  incommenfurMes* 

POur  trouver  les  racines  de  l'équation  xx —  ioa:-^6jv 
zsxrQi  dont  la  première  a  pour  limites  zéro  6c  i  or  la  féconde 
10  &  1 1  :  i°.  on  prendra  la  moitié  de  la  différence  des  limi- 
tes zéro  &  io,  laquelle  moitié  eft  5 ..,  on  l'ajoutera  à  zéro,. 
6t  la  fo  m  me  fera  5  -y  on  fubftituera  5  a  la  place  de  x  dans  la, 
propofée,  6c  l'on  trouvera  la  fomme  toute  connue- — 10  j 
ainfi :  5  donnant  le  figne  —  de  la  plus  grande  des  deux  limi- 
tes o  ôc  1  o,  on  prendra  5  pour  la  plus  grande  limite  au  lieu 
de  10,  oc  zéro  demeurera  pour  la  moindre  limite; 
«     On  prendra  la  plus  grande  moitié  en  nombres  entiers  de* 
îa  différence  des  limites  o  &  5,  cette  moitié  eft 3  ,  on  la 
fubftituera  à  la  place  de  x  3  &t  elle^  donnera -^  uÇi  ainfi  3 
donnant  le  figne  delà  moindre  des  deux  limites  zéro  &  5, 
on  prendra  3  pour  la  moindre  limite  au  lieu  de  zéro,  6c  la, 
plus  grande  fera  5  $  on  ajoutera  1,  qui  eft  la  moitié  de  la 
différence  de  ces  deux  limites  3  6t  5  ,  à  la  plus  petite  3  ,  6c 
on  fubftituera  la  fomme  4  au  lieu  de  x  3  6c  l'on  trouvera 
qu'elle  donne  la  fomme  •+•  1 ,  qui  a  le  même  figne  ■+-  que- 
donne  la  moindre  limite. 

L'on  a  donc  les  deux  limites  4  &  f,  qui  ne  diffèrent  que- 
dé  l'unité,  dont  l'une  donne -h  6c  l'autre  —  5  ainfi  la  pre- 
mière racine  de  la  propofée  eft  plus  grande  que  4,  &  moin- 
dre que  5  ,  6C  elle  eft  incommenfurable. 

Pour  en  trouver  la  valeur  en  fractions  qui  en  approche 
tant  qu'on  voudra ,  on  prendra  \  qui  eft  la  moitié  de  la  dif- 
férence 1  des  deux  limites  4  6c  5 ,  on  l'ajoutera  à  là  moindre 
limite  4,  6c  la  fomme  fera  47  =  f  3  on  fubftituera  £  à  la 
place  de  x  dans  la  propofée,  de  on  trouvera  la  fomme  toute 
connue  —  4  J ,  qui  a  le  figne  —  que  donne  la  plus  grande 
des  deux  limites  4  6c  5  -,  ainfi  on  prendra  4  {  =  £  au  lieu 
âe  $  ,êi  les  deux  limites  ou  valeurs  approchées  de  la  pre- 
mière racine  feront  4  6c  4  j.  On  prendra  ~  qui  eft  la  moitié 
de  la  différence  \  de  ces  deux  limites  4,  4  -£>  on  ajoutera 
cette  moitié  ~  à  la  plus  petite  4,  6c  la  fomme  4  ^.=  ~  fera 
la  grandeur  qu'on  fubftituera  à  la  place  de  x  dans  la  propo- 
fée, Ôc  on  trouvera  la  fomme  —  1  i-I,  qui  a  le  figne  que 
donne  la  plus  grande  des  deux  limites  4 ,  4  { j  ainfi  on  pren* 
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cfe  4  |  au  lieu  de  la  plus  grande  limite  ^  &  4  demeurera 
pour  la  plus  petite. 

On  continuera  l'approximation  en  ajoutant  |  qui  eft  la 

moitié  de  la  différence  des  deux  dernières  limites  4,4^,  à 
la  moindre  4  -y  &  l'on  fubftituera  la  fomme  4 1  =  ^  à  la 
place  de  at  dans  la  proposée ,  &  Ton  trouvera  la  fomme 
—  ^  qui  a  encore  le  figne  que  donne  là  plus  grande  lu 
mite  4^$  ainfi  on  prendra  4 -|  pour  la  plus  grande  limite^ 
au  lieu  de  4-^,  &  4  demeurera  la  moindre  limite. 

Pour  continuer  l'approximation,  on  ajoutera -~ v qui  eft 
là  moitié  de  la  différence  des  deux  limites  4 ,  4-|,  à  la  moin- 
dre limite  4,  8c  on  fubftituera  là  fomme  4  -^-  =  —-,  à  la 
place  de  x  dans  la  propofée,  &  on  trouvera  la  fomme  toute 
connue  -t-^|,  qui  a  le  même  figne  que  donne  la  fubftitution 
de  la  moindre  limite  4  j  ainfi  4  -^  fera  une  valeur  appro^ 
chée  de  la  première  racine  moindre  que  la  première  racine, 
êc  4 1-  fera  une  valeur  approchée  de  la*  même  racine  plus 
grande  que  cette  racine,  qui  eft  entre  4-^  &  4  ■§. 

On  peut  continuer  l'approximation  à  l'infini  :  mais  Pap* 
proximation  qu'on  vient  de  faire  fufrît  pour  faire  concevoir 
la  méthode. 

i°.  On  appliquerai  même  méthode  à  la  recherche  delà 
féconde  racine  delà  propofée,  dont  les  limites  font  1D&215 
&  après  avoir  trouvé  qu'elle  eft  entre  1  5, &  16,  on  conti- 
nuera l'approximation  en  fradions ,  en  ajoutant  la  moindre 
limite  1  p,  la  moitié  de  la  differeneequi  eft  entre  1  y  &  16  y 
c'eftà-dire  1 3  &  on  fubftituera  la  fomme  1  5  \i  la  place  de  x 
dans  la  propofée ,  Ôc  le  refte  comme  dans  l'approximation  de 
la  première  racine. 

Cette  première  méthode  eft  évidente  après  tout  ce  qui 
précède  ,  puifqu'elle  en  eft  une  fuite  necenaire  ,„&  elle  n'a 
pas  befoin/de  démonstration^ 

Seconde  méthode  parle  moyen  de  la transformation  ,  qui  fer?- 
a  diminuer  &  à  augmenter  les  racines. 

1  rr,   P°  u  R  rendre  la  méthode  plus  facile  à  entendre,  on  Pap- 
'     pliquera  à  un  exemple  en  l'énonçant,  &Pon  fera  en  même 
temps  les  raifonnemens  qui  la  démontrent. 

Sfiij 


3i<3  Analyse     démontre' e. 

Soit  l'équation  xx — -7 6* h-  i  248  =0,  donc  il  faut  trou- 
ver la  plus  petite  racine  par  cette  méthode  3  les  limites  de 
la  première  racine  font  la  plus  petite  1  9,  qui  étant  fubftituée 
à  la  place  de  x \3  donne  une  fomme  toute  connue  qui  aie 
figne  -f-  j  la  plus  grande  33  ,  qui  étant  fubftituée  à  la  place 
de  x  ,  donne  une  iomme  qui  a  le  figne  — . 

Il  faut  commencer  par  la  moindre  limite  19,  6c  fuppofer 
H-  1 9  -+-  une  indéterminée  f=  x ,  6c  fubftituer -h  1  9  -\-f=.x 
à  la  place  de  x  dans  la  propofée ,  comme  on  le  voit  dans 
l'exemple  figuré  $  le  dernier  terme  de  la  transformée  qui  en 
viendra,  aura  toujours  le  même  figne  que  donne  la  moindre 
limite  5  dans  notre  exemple  il  a  le  ligne-*-. 
*j8.         Il  eft  évident  *  que  par  cette  première  transformation, 
l'on  diminue  la  première  &  plus  petite  racine  dont  on  fait 
la  recherche ,  de  la  grandeur  1 9  ,  ainfi  on  la  peut  déjà  con- 
cevoir comme  partagée  en  deux  parties ,  dont  l'une  eft  la 
moindre  limite  1 9 ,  Se  l'autre  eft  la  plus  petite  racine  de  la 
transformée,  dont  il  faut  continuer  la  recherche.  Il  eft  de 
même  évident  qu'ôtant  la  moindre  limite  19  de  la  plu* 
grande  3  8 ,  la  différence  19  furpaiTe  la  première  racine  de  la 
transformée  ,  puifque  3  8  furpafiè  la  première  racine  de  la 
propofée  3  ainfi  il  faut  prendre  la  moitié  en  entiers  9  ou  10, 
il  n'importe  pas  laquelle,  de  la  différence  19,  6c  fuppofer 
cette  moitié  9 -h  une  nouvelle  indéterminée  g,  égale  à  la 
première  indéterminée  /",   &  fubftituer  -t-9-t-g=/  à  la 
place  de  f  dans  la  première  transformée. 

La  féconde  transformée  qui  vient  de  cette  fubftitution , 
*  50.  ayant  le  figne  —  au  dernier  terme ,  on  eft  afTuré  *  que  la  pre- 
mière racine  de  la  première  transformée  eft  devenue  néga- 
tive dans  la  féconde,  &  qu'ainfi  on  l'a  trop  diminuée  en  la 
diminuant  de  9. 

On  fçait  donc  déjà  que  la  première  racine  de  la  propofée 
eft  plus  petite  que  19-5-9  =  18,  àc  que  la  grandeur  donc 
elle  eft  plus  petite  que  28  ,  eft  moindre  que  9.  C'eft  pour- 
quoi il  faut  diminuer  la  première  racine  de  la  féconde  trans- 
formée qui  eft  négative  ,  d'une  grandeur  moindre  que  9  j 
c'eft  à- dire,  il  faut  prendre  la  moitié  de  9  en  entiers  qui 
eft  4,  la  rendre  négative,  fuppofer — 4 -+-  une  nouvelle  in- 
déterminée h,  égale  à  l'indéterminée  g,  &  fubftituer  —  4 
+  ^  =  gà  la  place  de  g  dans  la  féconde  transformée  :  Ec 
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comme  Ton  trouve  que  le  dernier  terme  de  la  troifiéme 
transformée  qui  vient  de  cette  ilibftitution ,  eft  zéro  ^  il  eft 
évident*  que  la  grandeur  4  eft  juftement  celle  dont  la  pre- 
mière racine  de  la  féconde  transformée  avoit  été  trop  di- 
minuée ,  8c  qui  étoit  devenue  négative  par  cette  diminu- 
tion j  8c  qu'ainfi  4  eft  la  grandeur  qu'il  faut  ôter  de -4-  28 , 
pour  avoir  la  racine  qu'on  cherche,  qui  eft  par  confequenc 
i^^_^  —  4=24.  Ce  qu'il  faloit  trouver. 

Exemple  figure  pour  trouver  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
xx  —  76x-4-  1248  =  0,  dont  la  moindre  limite  eft  it%qui 
étant  fubftituée  à  la  place  de  x ,  donne  une  fomme  qui  a  le 

Jïgne  -t-,  &  dont  la  plus  grande  limite  efi  38  ,  qui  donna  h 

Jîgne — . 

E  QJJ  ATION      PROPOSEE, 
XX  —  j6x  H-  1 148  ==s=  O. 


1  L  faut  commencer  par  la  moindre  limite  1 9  ,  8c  fuppo- 


37. 


fer 


-*"  1 9  •+■/=  * 


Il  faut  ôter  la  moindre  limite 
19  de  la  plus  grande  38,  & 
prendre  la  moitié  en  entiers, 
qui  eft  9 ,  de  la  différence  qui 
eft  19,  8c  fuppofer 
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Etant  arrivé  à  une  transfor 
mée  dont  le  dernier  terme 
eft  zéro,  la  racine  eft  com-  mée. 
menfurable,,  &  elle  eft  égale  à  la  fomme  des  grandeurs  con 
nues  des  équations  linéaires  qui  ont  fervi  aux  transforma- 
tions j  ainfi  AT  =  4-i9-t-9--^4.==  24.  CV  quilfaloit  trouver. 
En  diminuant  la  première  racine  de  la  proposée  par  les 
transformations,  on  diminue  auffi  la  féconde  j  ainfî  en  ajou- 
tant la  première  racine  24  à  la  racine  28  de  la  dernière  trans- 
formée qui  eft  linéaire ,  la  fomme  5  2  eft  la  féconde  racine 
de  la  propofée  ,  dont  cependant  on  va  faire  la  recherche 
par  la  méthode ,  pour  la  faire  mieux  concevoir. 

On  trouvera  donc  de  même  que  la  féconde  racine  eft  j  2  • 
on  en  voit  les  'Opérations  dans  l'exemple  figuré. 

Pour  trouver  la  plus  grande  racine  de  xx —  76X  h-  i  248  =  ot 
dont  la  plus  petite  limite  eft  38 ,  qui  étant  fubftituée  donne  le 
Jtgne-i-,  &  la  plus  grande  eft  77,  cpui  étant  fubftituée #  donne 
le  Jîgne4-,. 
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On  ôtera  la  moindre  limite  première 
38  delà  plus  grande  77,;&  on  transfor 
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-+-  19  donnant  au  dernier 
terme  de  la  transformée  le 
ilgne  -+-  de  la  plus  grande  li- 
mite 77,  on  prendra  en  en- 
tiers la  moitié  9  de  19,  6c 

on  fuppofera. 
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—  9    donnant   au    dernier  Troifième 

terme   de  la   tranformée  le  transfor-        96 -\-  ioh-\-  hh 

ligne  —  de  la  moindre  limi-  mèe. 
te ,  on  prendra  en  entiers  la 
moitié  4  de  9,  6c  on  fuppo- 
fera 


+  4  +  /  z=.h 

Etant  arrivé  à  une  transfor- 
mée dont  le  dernier  terme 
eft  zéro,  la  racine  qu'on  cherche  eft  commenfurable,  &  elle 
eft  égale  à  la  fomme  des  grandeurs  connues  des  équations  li- 
néaires qui  ont  fervi  aux  transformations  3  ainfi  la  plus  gran- 
de racine  de  la  propofée  eft  a;  =  4-  3  8  -h  19  —  94-4=52; 
Ce  quil  faloit  trouver. 

Continuation  de  la  méthode  quand  la  racine  quon  cherche 
eft  incommenfurable . 


Ors  q^u'e  n  cherchant  une  racine  par  cette  méthode; 
on  arrive  à  une  transformation  où  l'on  eft  obligé  pour  con- 
tinuer, de  prendre  la  moitié  de  l'unité,  la  racine  qu'on  cher- 
che eft  incommenfurable,  n'étant  pas  un  nombre  entier, 
puifqu'on  trouverok  une  transformée  dont  le  dernier  terme 
feroit  zéro  3  c'eft  à-dire ,  on  trouvèrent  la  racine  exactement, 
fi  elle  étoit  un  nombre  entier  ^  elle  ne  peut  pas  être  auffi  une 
fraction , *  car  on  fuppofe  la  propofée  fans  fractions,  8c  que 
fon  premier  terme  n'a  pas  d'autre  coëficient  que  l'unité. 
Dans  ce  cas  la  fomme  de  toutes  les  quantitez  connues  des 
équations  linéaires  qui  ont  fervi  aux  transformations ,  efb 
la  valeur  approchée  en  nombres  entiers  de  la  racine  qu'on 
cherche. 

On  continuera  tant  qu'on  voudra  l'approximation  en  pre- 
nant y,  c'eft-à-dire  la  moitié  de  l'unité  précédée  du  ligne -t- 
ou  — ,  félon  que  le  dernier  terme  de  la  dernière  transfor- 
mée aura  le  ligne  de  la  moindre  ou  de  la  plus  grande  limi- 
te, c'eft-à-dire  -t-  dans  le  premier  cas ,  de  —  dans  le  fécond  ^ 
Tome  /»  Tt 
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une  nouvelle  indéterminée 


&c  on  fuppofera -r- w«  -  -,-  ««^  uUu,wnv  nju^tumucc, 
égale  à  rindéterminée  de  la  dernière  transformée  ,  6c  le 
refte  comme  dans  l'exemple  figuré  qui  fuit. 

Exemple      figure. 

Pour  trouver  la  plus  grande  racine  de  xx  —  20X  •+•  65  =  o, 
dont  la  moindre  limite  efi  \o3  qui  étant  fubflituèe  à  la  place 
de  x,  donne  le  Jîgne  —  ■>  &  la  plus  grande  efi  zi  9  qui  donne 
lefigne  -k 

xx  !  =  -*-  100  -+•  zof-t-ff 
V^/Nfuppofera-Hio-h/=s=A:   —  ibx  =  —  200  —  20/ 

+.65    |=-h65 


On  ôtera  la  moindre  limite 
ïo  de  la  plus  grande  2 1 ,  on 
prendra  la  moitié  en  entiers 
6  du  refte  1 1 ,  &  on  fuppofera 


-$5*-*-ÏÏ 


gT*f 


3  6  -+■  1 2g 
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Le  dernier  terme  de  cette 
transformée  ayant  le  figne  h- 
de  la  plus  grande  limite ,  le 
nombre  6  eft  trop  grand ,  il 
faut  en  prendre  la  moitié  3  , 
&  fuppofer 


Seconde 
transfor- 


mée, 


H-  1   «+•  1 2g  •+• 


gg 

=  -4-  9   —  6h  •+-  hh 

"-,3  *-h==*% 

<■+■  1  ig 

=  —  36  -t-  12^ 

H-I 

=  -t-  1 

Le  dernier  terme  de  cette 

Troifiéme 

transformée  ayant  le  (îgne 

transfor- 

— 26-+-  6h  -\-kh 

—  de  la  moindre  limite ,  on 

mée. 

ôtera  3  de  6 ,  6c  on  prendra 

la  moitié  du  refte  3  en  en- 

tiers ,  qui  eft  2 ,  &  on  fuppo- 

fera 

«■H  2  -+-  /  =s=  h 


hb 

=  4-4  -4-4/ 

6b 

=  -H   12-4-6/ 

16 

=  —   2.6 

II 


L  r  v 
Le  dernier  terme  ayant  le 
fîgne — de  la  moindre  limi- 
te,  on  ôtera  2  du  refte  pré 
cèdent  3 ,  il  reliera  1  ,dont  il 
faut  prendre  la  moitié  T,  & 
fuppofer 


k  = 


Le  dernier  terme  ayant  en- 
core le  fîgne  — ,  il  faut  ôter 
~  du  dernier  refte  1  ,.&  pren- 
dre la  moitié  du  refte  T,  la- 
quelle eft  ^ ,  &  fuppofer 


4-  i  4-  I  =  k. 


Le  dernier  terme  ayant  en~ 
core  le  fîgne  —  ,il  faut  ôter 
|  du  dernier  refte  I-,  il  refte- 
ra  | ,  dont  il  faut  prendre  la 
moitié  i ,  6c  fuppofer 


*i 


02 


=    / 


RE       VI. 

Quatriè- 
me trans- 
formée. 
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ii 
loi 
10 


—  io4- 10/4-  a 


1 

4  ■ 

5- 

10 


10^ 


kk 


Cinquiè- 
me trans- 
formée. 


kk 
-4i 


Sixième 
transfor- 
mée. 


Il 


4-  II 


15 
1  6 


—  4?-*~  11&-Ï-M 


1  6 


£/-*-# 


^  +  11/ 

4i 


T  5 

1  6 


II  |;/4-// 


I-i-*- 


^  -h  ^  02  4-  ?#0£ 


Le  dernier  terme  ayant  en  Septième 
core  le  fîgne  —  de  la  moin-  transfor- 
dre  limite,  la  fomme  de  tou-  mèe. 
tes  les  grandeurs  connues  des  équations  linéaires  qui  ont 
fervi  aux  transformations,  eft  une  valeur  approchée  moin- 
dre que  la  racine  qu'on  cherche  $  ainfî  4-104-6  —  3  -+-  £ 
4-TH-i-*-!=i5-*-ireft  une  valeur  approchée  moindre 
que  la  racine  qu'on  cherche ,  qui  eft  moyenne  entre  1  5  -| 
èc  ié.  On  peut  continuer  l'approximation  tant  qu'on  vou- 
dra, en  ôtant  \  du  dernier  refte  ^,  &  prenant  la  moitié  du 
refte  \ ,  laquelle  moitié  eft;  ^ ,  & fuppofant +i+«=»î3 &c, 

Ttij 
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Quand  zéro  eft  une  des  limites  de  la  racine  qu'on  cherche; 
il  faut  prendre  la  moitié  de  la  plus  grande  limite ,  &  fuppo- 
fer  cette  moitié  pofitive  plus  une  indéterminée  ,  égale  à  l'in- 
connue de  la  propofée  ,&:  continuer  l'opération  comme  dans 
les  exemples  précedens. 

Par  exemple  fi  l'on  cherche  la  première  racine  de  xx 
-i—  20x^4-  65  =0,  dont  la  moindre  limite  eft  zéro,  qui 
étant  fubftituée  à  la  place  de  l'inconnue,  donne  h-,  ôc  la 
plus  grande  limite  eft  10,  qui  étant  fubftituée  donne — ,  il 
faut  prendre  la  moitié  de  10  qui  eft  5,  &  fuppofer  -+-  5  -4-/ 
z=  x  3  ôc  faire  l'opération  comme  dans  les  exemples  pré- 
cedens. 

Cette  féconde  méthode  eft  démontrée  par  les  raifonne^ 
mens  qu'on  a  faits  en  l'énonçant. 

Troifiéme  méthode  far  le  moyen  de  la  transformation ,  qui  fert 
k  multiplier  les  racines  d'une  équation. 

Avertissement. 

ï  ^S.    C>Et  t  e   méthode  fert  à  trouver  une  valeur  approchée 
d'une  racine  d'une  équation  qui  en  diffère  moins  que  de  -^ , 

ou  100  v  ou  ïàb  >  ou  kxTôô,  &  ^nfl  à  Infini     , 

On  peut  l'appliquer  immédiatement  à  la  recherche  d'une 
racine  dont  "on  a  deux  limites,  Tune  moindre  &  l'autre  plus 
grande  quetcette  racine  :  mais  pour  éviter  la  longueur,  du 
calcul,  il  eft  mieux  de  trouver  par  la  première  méthode, 
avant  de  fe  fervir  de  cette  troifiéme,  deux  valeurs  en  entiers 
approchées  de  la  racine,  qui  ne  différent  entr'elles  que  de 
l'unité.,  &  il  faut  enfuite  fe  fervir  de  cette  troifiéme  méthode 
pour  trouver  des  valeurs  en  fra&ions  décimales  qui  appro- 
chent tant  qu'on  voudra  de  la  racine. 

i\  Il  faut  mettre  un  zéro  devant  le  coefficient  du  fécond 
terme,  c'eft-à-dire,  multiplier  ce  coëficient  par  10,  fi  l'on 
veut  une  valeur  approchée  qui  ne  diffère  de  la  racine  que 
de  ~  j  il  faut  mettre  deux  zéros,  h"  l'on  veut  une  valeur  qui 
ne  diffère  que  de  y—-  ^  il  faut  mettre  trois  zéros ,  fi  l'on  veut 
une  valeur  qui  ne  diffère  que  de  l5^, ,  &:  ainfi  de  fuite. 

Il  faut  mettre  devant  le  coëficient  du  troifiéme  terme 
deux  fois  autant  de  zéros  qu'on  en  a  mis  au  fécond  terme  5 
devant  celui  du  quatrième  terme,  trois  fois  autant  de  zéros  3 
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devant  le  coëficient  du  cinquième  terme,  quatre  fois  autant 
de  zéros  qu'on  en  a  mis  au  fécond  terme ,  &  ainfî  de  fuite. 

Par  exemple  fi  Ton  a  mis  deux  zéros  au  fécond  terme,  il 
en  faut  mettre  deux  fois  deux  ,  c'eft-à-dire ,  quatre  zéros  au 
troisième  ^  trois  fois  deux ,  c'eft-à-dire  fîx  zéros  au  quatrième 
terme ,  6c  ainfi  de  fuite. 

20.  Il  faut  mettre  devant  chacune  des  deux  limites  autant 
de  zéros  qu'on  en  a  mis  au  fécond  terme. 

30.  Il  faut  enfuite par  la  première  méthode,  trouver  deux 
valeurs  approchées  de  la  racine  qu'on  cherche,  qui  ne  dif- 
férent entr'elles  que  de  l'unité. 

40.  Enfin  il  faut  écrire  chaque  valeur  fur  une  ligne  pour 
les  numérateurs ,  &  écrire  au-deiïbus  de  chacune  pour  déno- 
minateur, l'unité  avec  autant  de  zéros  qu'on  en  a  mis  au  fé- 
cond terme.  Ces  deux  fractions  font  les  valeurs  approchées 
qu'on  cherchoit. 

Exemple. 

1  Oui  trouver  une  valeur  approchée  de  la  plus  petite 
racine  de  xx —  20X-+-  65  ==0,  qui  n'en  diffère  pas  de  j-^, 
dont  on  a  par  la  première  méthode  les  deux  limites  appro- 
chées en  entiers  4 ,6c  5 ,  qui  ne  différent  entr'elles  que  de 
l'unité  -,   i°.  On  mettra  trois  zéros  au  fécond  terme,  &  ilx 
au  troifléme  ,  &:  l'on  aura  la  transformée  xx —  20000.*; 
•+-  65000000  =  0 ,  dont  les  racines  font  celles  de  la  pro-^ 
pofée,  multipliées  chacune  par  1000.  2°.  On  mettra  autant 
de  zéros  devant  chacune  des  limites  4  6c  5 ,  qu'on  en  a  mis 
au  fécond  terme,  6c  l'on  aura  4000,  &  5000  pour  les  li- 
mites de  la  transformée.  30.  On  cherchera  par  la  première 
méthode  deux  valeurs  approchées  en  entiers  a  qui  ne  diffè- 
rent entr'elles  que  de  l'unité ,  de  la  première  racine  de  la 
transformée ,  dont  la  moindre  limite  eft  4000,  qui  donne  -+-, 
èc  la  plus  grande  5000,  qui  donne  — ,  &  l'on  trouvera  que 
ces  valeurs  font  4094  6c  409  5.  40.  il  faut  écrire  ces  valeurs 
en  fraction,  6c  leur  donner  1000  pour  dénominateur,  6c 

l'on  aura  ^%~  &  y§§~  pour  les  valeurs  approchées  de  la 
première  racine  de  la  propofée  xx  —  20*-+-  65  =  0,  dont 
la  première  \°090±  eft  moindre  que  cette  racine,  ck;  la  féconde 
r§§£  eft  plus  grande  5  &  l'une  6c  l'autre  n'en  différent  pas 

«te»*.  Ttiiî 
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Il' eft  fi  facile  d'appliquer  cette  méthode  à  tous  les  exera> 
pies  qu'on  voudra,  qu'il  eft  inutile  d'en  groffîr  ce  traité. 

Dêmonftration  de  cette  méthode. 

LEs  racines  de  la  transformée  font  les  racines  de  la  pro- 

*  $6.  pofée ,  multipliées  chacune  par  i  ooo  * ,  les  limites  de  la  pre- 
^trans-  miere  racine  de  la  propofée  ,.  qui  font  4  §c  fy  étant  multi- 
formee.  ^\{^QS  par  j  000  5  font  les  limites  de  la  première  racine  de  lai 

*  149.  transformée  *j  par  confequent  les  valeurs  4094  &:  40 9  f 

qu'on  trouve  en  employant  la  première  méthode  y  font  les 
valeurs  approchées  de  la  première  racine  de  la  transformée; 
il  eft  donc  évident  qu'en  divifantees  valeurs  par  1000  ,  les 
fra&ions  qui  en  naîtront  feront  les  valeurs  approchées  de  la 
première  racine  de  la  propofée. 

Il  eft  clair  que  cette  dêmonftration  eft  générale,  Se  qu'on 
ne  l'a  appliquée  à  un  exemple  que  pour  la  rendre  plus  facile 
&  plus  courte. 

Quatrième  méthode  par  le  moyen  de  la  transformation >  qui  fert 

à  diminuer  &  à  augmenter  les  racines  des  équations  3  mais 

d'une  manière  un  peu  différente  de  la  féconde  méthode. 

Avertisse  m  en  t. 

1 59'  (j  ^  o  1  Qjjro  n  puiflè  fe  fervir  de  cette  méthode  pour  ap- 
procher à  l'infini  d'une  racine  d'une  équation,  lorfqu'on  en 
connoît  deux  limites  quelconques,  l'une  moindre &:  l'autre 
plus  grande  que  la  racine,  avec  le  ligne  que  donne  chacune 
de  ces  limites ,  étant  fubftituées  dans  l'équation  à  la  place 
de  l'inconnue ,  èc  même  lorfqu'on  ne  connoît  qu'une  des 
deux  limites  de  la  racine  qu'on  cherche,  pourvu  qu'on  fca~ 
che  Ci  elle  eft  moindre  ou  plus  grande  que  cette  racine,  ôc 
le  ligne  qu'elle  donne,  étant  fubftituée  dans  l'équation  à  la 
place  de  l'inconnue  ^  cependant  on  abrégera  de  beaucoup  le 
calcul ,  (i  l'on  trouve  par  la  première  méthode  les  limites  qui 
ne  différent  pas  delà  racine  qu'on  cherche  de  l'unité  entière  5 
c'eft  à-dire,  qui  ne  différent  entr'elles  que  de  l'unité. 

On  appliquera  cette  méthode  à  un  exemple  en  Pénonçanr, 
pour  la  faire  mieux  concevoir,  &  l'on  fera  dans  les  opéra- 
tions qu'elle  preferit ,  les  raifonnemens  qui  en  font  la  dêmon- 
ftration ,  qu'on  mettra  dans  la  deraierc  évidence  dans  les 
remarques. 
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Soit  propofé  de  trouver  par  cette  méthode  les  racines  de 
l'équation  x4 —  80*5-*-  lyySxx-^-  149 3 7* -4-  5000  =  0, 
qui  font  toutes  incommenfurables  ;  la  première  6c  plus  petite 
racine  eft  moindre  que  l'unité ,  6c  elle  eft  plus  grande  que  ^, 
qui  étant  fubftituée  à  la  place  de  x>  donne  une  fomme  toute 
connue  qui  a  ■+-,  6c  elle  eft  moindre  que  T?6  qui  donne  —  j 
la  féconde  eft  entre  1 2  qui  donne  — ,  6c  13  qui  donne  4-5 
la  3  e  racine  eft  entre  3  2  qui  donne  4-,  6c  3  3  qui  donne  — j 
la  4e  eft  entre  34  qui  donne  — ,  6c  3  5  qui  donne  4-. 

Pour  trouver  celle  de  ces  racines  qu'on  voudra ,  par  exem- 
ple la  féconde  qui  eft  entre  1 2  qui  donne — ,  6c  1 3  qui  don- 
ne 4-,  i°.  on  fuppofera  la  moindre  limite  12  plus  une  in- 
déterminée fy  égale  à  x  >§c  l'on  aura  -4-12  4-/=  x  \  fi  on 
vouloit  fe  fervir  delà  plus  grande  limite  1 3  ,  on  fuppoferoit 
1 3  — /==  x.  On  fubftituera  dans  la  propofée  1 2  4-/==#> 
à  la  place  de  x  ;  (  En  voici  l'opération.  ) 

x4  =  4-  20736    4-6912/    4-  864//    4-48/*4-/4 
—  8o*'  =  —  138240—  34560/—  i8  8ojf— 80/' 
4-  1998*.*==  -h  287712  4-47952/ -h  19987/ 
—  14937*=  —  179244—  14937/ 

H- 5000        =   -H  5000 

êc  Ton  aura  la  _  .-:  >  ->  or/.  r,      -, 

transformée         °      =  ~  4°3  *      -h  î  3  67/  -  1  »//    -  3  */*  +/*5 

on  la  fuppofera  -  ,./  /%        r+ 

reprelenteepar  ïy  rJJ  J         J 

Il  eft  évident  *  que  les  racines  de  la  transformée  font  *  38» 
celles  de  la  propofée,  diminuées  chacune  de  la  quantité  1 2 , 
parcequ'elles  font  toutes  pofitives.  Ainfi  la  première  ou  plus 
petite  racine  de  la  propofée  étant  moindre  que  1 2  ,  elle  eft 
trop  diminuée  pour  demeurer  pofitive,  6c  elle  eft  devenue 
négative;  6c  la  féconde  racine  qu'on  cherche  étant  dimi- 
nuée de  1 2  dans  la  transformée,  elle  eft  encore  pofitive,  6c 
fa  grandeur  dans  la  transformée  eft  exactement  le  refte  de 
la  féconde  racine  de  la  propofée  ,  dont  on  a  ôté  la  gran- 
deur 1 2  j  c'eft-à-dire  le  refte  de  la  féconde  racine  de  la  pro- 
pofée ,  après  en  avoir  ôté  1 2  ,  eft  la  plus  petite  des  racines 
qui  reftent  pofitives  dans  la  transformée;  d'où  l'on  voit  que 
pour  avoir  la  valeur  approchée  de  la  féconde  racine  de  la 
propofée  ,  il  faut  trouver  la  valeur  approchée  de  la  plus 
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petite  âcs  racines  pofitives  de  la  transformée,  ajouter  cette 
valeur  approchée  à  la  quantité  i  2 ,  8t  la  fomme  fera  la  va- 
leur approchée  de  la  féconde  racine  de  la  propofée. 

Pour  trouver  cette  valeur  approchée  de  la  plus  petite 
racine  de  la  transformée ,  c'eft-à-dire  la  plus  petite  valeur 
de  f  dans  la  transformée ,  il  y  a  deux  manières  r  Et  pour 
faire  des  formules  pour  l'une  éc  pour  l'autre  de  ces  maniè- 
res, il  faut  fe  fervir  de  l'équation  littérale  o  =53  —  r  -+■  qf 

Première  manière  de  trouver  la  valeur  approchée  de  f. 

LA  première  manière  eft  de  fe  fervir  d'abord  des  deux 
derniers  termes  feuls  -t-  qf-—r~  o  de  la  transformée,  en 
négligeant  tous  les  autres  dans  lefquels  les  puiiTances  de  / 
vont  en  diminuant 3  puifque /eft  moindre  que  l'unité,  8c 
de  fuppofer  ces  deux  derniers  termes  égaux  à  zéro  -x  &  l'on 
aura  /=  -J. 

Cette  valeur  de  /eft  un  peu  trop  petite  j  car  puifque  r 

~qf—?ff—  nf+"f\  il  eft  vifible  que/=^_p/^</+/i> 

Y 

&  que         y._  nff+.f  eft  plus  grande  que  -|,  puifque  le 

dénominateur  de  la  première  eft  plus  petit  que  le  dénomi- 
nateur de  la  féconde  -,  aind  on  corrigera  la  première  valeur 
de  /"=  i ,  en  mettant  cette  valeur  de  /,  au  lieu  de  f3  dans 

f~  q-tfLnff+-p  '  &  l'on  aura  /  =  ^  __  pr  ^_  g,  .   „,» 

c'eft  la  formule  dont  il  faut  fe  fervir  pour  trouver  la  valeur 
de /par  cette  première  manière. 

Cette  formule  de  la  valeur  de  /*=  — ^ m — ^ 

q  q  qq      "*"    qi 

cfr 

qu'on  peut  auiïï  exprimer  par/=  — ; - -, 

*■        r  r  4  —  M4 r  —  n1 rr  ■*" r 

donne  une  valeur  un  peu  trop  petite  -,  car  le  confequenc 

de  la  fra&ion fr  r  ntr ^ ,  eft  plus  grand  qu'il  ne  de- 

q  -q  qq    "+"    q> 

vroit  être,  puifque  fi  l'on  conçoit  la  véritable  valeur  de/", 
qui  furpafTe  f,  à  la  place  de  f  dans  le  confequent  de  la  fra- 

Pr   r  „rr 3,  il  eft   vifîble   que  les  grandeurs 

q    y     qq        "+-      qi 

négatives 
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négatives  — Ç —  ~  du  confequent,  feroient  plus  grandes 
qu'elles  ne  font  ^  ainfï  elles  ôteroient  une  plus  grande  quan- 
tité de  la  grandeur  q  3  que  n'en  ôten-c  les  grandeurs  néga- 
tives —  £  —  gk    La  valeur  de  f  = fr    r       ■      ri-y 

eft  donc  plus  petite  qu'elle  ne  devroit  être,  puifque  le  dé- 
nominateur en  eft  plus  grand  qu'il  ne  devroit  être. 

Pour  avoir  la  valeur  approchée  de /par  cette  formule  y 
qui  eft  ce  qu'on  cherche  ,.  on  mettra  dans  cette  formule 

y 

/  = -r -„rr   ■    y,-,,  ou  plutôt  dans   celle-ci,  qui  eft 

q        T        H.»"*"  ?J 

route  préparée /=  -^ 2 — les  grandeur* 

^    — -  pqqr  —  nqrr  -+*  r'  a 

numériques  de  la  transformée,  à  la  place  des  lettres  qui  les 

,r  _  1}  r       623944475023068        ,. 

repreientent,  &1  on  aura/ =       J^TrT/J — n ,  ,.,    i  ou  bien 
*  *        82488 566008668 i? 

en  réduifant  cette  fraction  en  fraction  décimale,  ce  qui  eft  plus 
commode  pour  le  calcul,  on  aura/= JL% s  ±m- 

5* — Ml*  —  nqrr -Jr  r 

o ,  7  5^640^  La  valeur  approchée  par  cette  première  manière 
de  la  féconde  racine  de  la  propofée ,  eft  donc  12  ,  75  640V 

Seconde  manière  de  trouver  la  valeur  approchée  de  f. 

A  féconde  manière  de  trouver  la  valeur  approchée  de  la; 
plus  petite  des  racines  pofkives  ,  repréfentée  par  f3  de  la 
transformée,  qui  eft  repréfentée  par  o  =  —  r  °*-qf~~pff 
—  nP  .-*-/*,  eft  de  fe  fervir  des  trois  derniers  termes  feuls 
o  =  — 1  r-¥-  qf- — pff  de  cette  transformée.,  en  négligeant 
d'abord  les  autres  — .  »/*  h-/4j  comme  très-petits  par  raport 
aux  trois  derniers ,  &  de  fuppofèr  que  ces  trois  termes  font 
une  équation  du  fécond  degré  o  =  —  r  ■+-  qf-*-  pff  y  ou 
bien  en  tranfpofant,  pour  rendre  le  terme  —  pff  poiîtif , 
l'on  aura  pff- —  qf  -*r  r  =  o ,  qui  fe  réduit  à  ff '—  f  / *-f-  j 
=  o  5  on  prendra  enfuite  par  la  méthode  qui  fert  à  réfoudre* 
les  équations  du  fécond  degré,  la  plus  petite  des  deux  raci- 
nes de  cette  équation,  qui  eft/=  ±  — >/■  f& —  f-,  qu'on 

peut  aufîi  exprimer  ainfî  /=  ^— — v~^ j  e'eft  In- 
formulé dont  il  faut  fe  fervir  d'abord  pour  trouver  par  eetfce 
Tome  I,                                                             r  u 


3  3$  Analyse     d  e  m  o  n  t  r  e'e. 

féconde  manière  la  valeur  approchée  de /qu'on  cherche; 
en  fubftituant  les  grandeurs  numériques  de  la  transformée 
à  la  place  des  lettres  qui  les  représentent  s  &  l'on  trouvera 
en  faifànt  le  calcul ,  6c  fe  fervant  des  fradions  décimales  > 
\q  —  l/Tqq=Tr_     1683,  f  —  V*®**  —  7x648 


ô,  7539^  ainfi  on  a  déja/aa-ii — ^2 — ^«=0,  7539^ 

Il  faut  corriger  cette  valeur  qui  eft  trop  petite  3  car  difpo- 
fant  .ain.fi  la  transformée  $ff —  qf^-  r-\-np  — /4==  o  ,  ou 
bien  ff  _-*-  t  f  +  j  +  ?£1  — Ç__0j  &  regardant  cette 
équation  comme  du  fécond  degré ,  dont  le  premier  terme 
eft  ff3  le  fécond  — .  \  f3  &  le  troifiéme  ^  £;+.•  f£^#J 
on  trouve  en  la  refolvant,  que  la  plus  petite  de  tes  deux 
racines  eft  /==  J  —  V^  — -  ï-  ^—  s£?  h-  Ç,  qui  peut  auffi 

,        ,           .   rr       |f — ^i## — ~}r  —  npf* -h ff* 
^exprimer  ainfi  /  =  -^ —        d    * 

Or  il  eft  évident  que  V  ^  —  j  3   eft  plus  grande  que 


^ih  —7 ~  "f  •+-f>!la  première  étant  ôtée  de  £ ,  laifie 
donc  un  refte^- — y.O—  iT  qui  eft  moindre  que  le  refte 

3?  77  ^w  -—  f  — ? ;:*+■  Çî  <îui  eft  celui  <iue  ^^  k 

feconde,  étant  ôtée  de  i  3  ainfi  la  première* valeur  /"=  ~ 
—  V^  —  f ,  eft  plus  petite  qp'il  ne  faut.     - 

Pour  la  corriger  on  fuppofera  /=  J  __  v^_  f  =  m3 
de  on  fubftituera  ?&  i  la  place  de  /  dans  le  fécond  membre 
de/=  £_  v^—f  _^f-HÇL,  &  l'on  aura  la  formule 
corrigée  /==  i  —  V"S  —  i  —  ^  WJ  h-  =*L ,  qui  fe  peut 
auffi  exprimer  de  cette  manière  pour  la  commodité  du 
calcul     /W  ?  —  -^g  —  ^  —  a/'"' *■  M 

Pour  trouver  par  cette  formule  la  valeur  approchée  de  fa 
qui  eft  ce  qu'on  cherche,  on  fubftituera  dans  cette  formule 
à  la  place  des  lettres,  les  grandeurs  numériques  de  la  trans- 
formée que  repréfentent  ces  letties  h  &.  à  la  place  de  m  3 

la  grandeur  ■"  ^  ."""" — illZllLi   qui  eft  égale  dans  notre 
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exemple  à  o,  7 5 3 9 1V ,  &  l'on  trouvera  en  employant  les 
fractions  décimales ,  la  valeur  approchée  qu'on  cherche , 

f=z-h-J— ±_li L L. i ==0,  j^6^i6ocfvli\ 

Cette  valeur  cîe  f3  ou  de  la  plus  petite  des  racines  pofïtives 
de  ia  transformée  précédente,  eft  encore  un  peu  plus  petite 
que  cette  racine  j  car  il  eft  évident  que  m  étant  moindre 
que  la  valeur  exacte  de  /dans  la  transformée,  la  grandeur 
négative  —  -™-3  eft  moindre  que  la  grandeur  z£ ,  en  fupJ 
pofant  que  /  repréfente  fa  valeur  exacte,  par  confequent  Ja 
grandeur  négative  —  ^,  étant  moindre  qu'il  ne  faut  dans 

y/  JLL  —  l.  —  |  ms  -+-  ^ ,  cette  grandeur  entière  a ,  pour 
ainfi  parler ,  une  plus  grande  grandeur  pofitive  qu'elle  ne 
devroit  avoir  j  elle  ôte  donc  plus  qu'elle  ne  devroit  ôter 
de  la   grandeur^,   d'où,  il  fuit  que  la   quantité  totale  ^ 

—  V$p  —  j  —  fœJ+f,  qu'on  fuppofe  égale  à  f3  eft 
cependant  un  peu  plus  petite  que  la  valeur  exacte  de/;  ainfi 
la  valeur  approchée  de  f3  qu'on  trouve  par  cette  féconde 
manière,  qui  eft  /=o,  75641 609™",  eft  un  peu  plus  petite 
que  la  valeur  exacte  de  / 

Joignant  cette  valeur  de /à  la  moindre  limite  1 2 ,  l'on  a 
12,  7564-i6o9VIU  pour  la  valeur  approchée  delà  féconde 
racine  de  la  propofée. 

On  peut  continuer  l'approximation  de  cette  féconde  ra- 
cine à  l'infini  par  cette  quatrième  méthode ,  comme  on  le 
va  voir.  Mais  il  eft  bon  de  remarquer  auparavant  que  fi  l'on 
ne  pouvoit  pas  s'afTurer ,  comme  on  l'a  fait ,  que  la  valeur 
approchée  de /qu'on  a  trouvée  par  ces  deux  manières,  fût 
moindre  ou  plus  grande  que  fa  valeur  exacte,  on  le  pour- 
roic  toujours  en  fubftituant  cette  valeur  approchée  de  /à 
la  place  de  /  dans  la  transformée  3  car  h  la  fornme  toute 
connue  qui  en  viendroit  ,  avoit  le  figne  de  la  moindre  li- 
mite, ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  celui  du  dernier  terme 
de  la  transformée ,  il  eft  évident  que  la  valeur  approchée 
fèroit  moindre  que  la  valeur  exacte  de/  Si  cette  fomme 
avoitle  figne  de  la  plus  grande  limite  de  la  racine  dont  on 
fait  la  recherche,  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  le  figne 
oppofé  à  celui  du  dernier  terme  de  la  transformée ,  il  eft 

Vu  ij 
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évident  que  la  valeur  approchée  feroit  plus  grande  que  la 

valeur  exa&e  de  f. 

Il  faut  aufîî  remarquer  que  fi  l'on  s'étoît  fervi  de  la  plus 
grande  limite  1 3,  aivlieu  delà  moindre  limite  1 2,  pour  trou- 
ver la  féconde  racine  de  la  propofée,  &c  que  l'on  eût  fuppofé 
13  —  f=x  pour  la  première  transformée,  il  faudroit  ôter 
de  1 3  la  valeur  approchée  def3  au  lieu  de  l'ajouter  à  iz, 
comme  on  Pa  fait  en  fe  fervant  delà  moindre  limite  1 1. 

Continuation  de  l'approximation  de  la  féconde  racine  de  la  pro- 
pofée 3  ou  continuation  de  la  quatrième  méthode. 

2.0.  Jr  O  u  R  continuer  l'approximation  de  la  féconde  racine, 
on  fuppofera  la  valeur  approchée  de  /qu'on  vient  de  trou- 
ver par  Pune  ou  l'autre  des  deux  manières  précédentes  plus 
une  indéterminée  g3  égale  à  fh  ce  qui  donnera  o,  75640"^ 
4-  g  =/>  ou  o ,  75  641 6o9vnl  -h  g  ==/;  on  fubftituera  cette 
valeur  défi  fa  place  dans  la  transformée  précédente,  &  l'on 
trouvera  une  féconde  transformée. 

Si  la  valeur  approchée  de  f  étoit  plus  grande  que  f3  on 
fuppoferoit  pour  trouver  la  féconde  transformée,  cette  valeur 
de/moins  g_,  égale  àf 

Comme  il  ne  s'agit  ici  que  de  faire  concevoir  clairement 
la  méthode,  pour  rendre  le  calcul  un  peu  moins  long,  on 
ne  prendra  que  le  dernier  chiffre  71  ou  -fe  de  la  valeur  de/ 
qu'on  a  trouvée ,  pour  la  valeur  approchée  de/,  &:  l'on  fup- 
pofera 7T-+-g  =*/*;  on  fubftituera  cette  valeur  de  /  à  fa 
place  dans  la  transformée  précédente ,  comme  on  le  voit 
ici  : 

f"    ==  h-  o,  1401'* -h  i,37img+  ^^"gg-H^S'g'-^g4 
— •  32/*    =_  10,976"  —  47,o4ng—  67,  2Igg  — 31g* 

—  18//   t=—  8,81"    —25,2^    _  i8gg 

•+"  5367/=  -h  375^>  9'1  -h  5367g 

—  403  6  =  —  403  6 


On  trouvera  la 


transformée         °         =  ~  ^,<>W^^^U'g-^>^gg^%^^. 

on  la  fuppofera 

lepréfentéepar     o        =  —  r  ■+■  qg  — ^7gg  —  ngs      -Hg\ 

Il  eft  évident  par  les  raifonnemens  qu'on  a  faits  fur  Ja 
première  transformée  ,  que  la  plus  petite  valeur  pofitive 
de  g,  c'eft-à  dire  la  plus  petite  des  racines  pofîtivesde  cette 
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féconde  transformée ,  eft  exactement  ce  qui  refte  delà  valeur 
de  la  féconde  racine  de  la  propofée,  après  en  avoir  ôté  i  z  ,. 
6c  encore  la  valeur  approchée  de /dans  la  première  trans- 
formée ^  ainfi  il  faut  pour  continuer  l'approximation  de  la 
féconde  racine  de  la  propofée ,  trouver  la  valeur  approchée 
delà  plus  petite  racine  g  de  cette  féconde  transformée. 
Pour  la  trouver  par  la  première  manière ,  on  fe  fer  vira 


r 


de  la  formule  g  =  — .      p    m — -^  \  ou  plutôt  de  la 

#  t  qq  ■  "*■  ?' 

formule  e  =  A £- $,qui  eft  plus  propre 

^  —  Î4îr  —  nqrr  •+•  r     x  k         x      *■ 

pour  le  calcul  j  6c  on  trouvera  en  fubftituant  dans  cette  for- 
mule ,  au  lieu  des  lettres ,  les  grandeurs  numériques  de  la 
féconde  transformée,  qui  font  repréfentées  par  ces  lettres, 
g  =  o,  o5644ivl  ;  ainft  en  ajoutant  cette  valeur  approchée 
de  g  à  i  2,  71  qu'on  a  déjà,  la  valeur  approchée  de  la  féconde 
racine  de  la  propofée  fera  1 1 ,  756441™,  qui  eft  un  peu  plus 
petite  que  la  véritable  féconde  racine  de  la  propofée. 

Pour  trouver  la  valeur  de  g  par  la  féconde  manière ,  on 

fe  fer  vira  d'abord  de  la  formule  g  =  ^ ^  ^ — > 

on  fubftituera  dans  cette  formule  à  la  place  des  lettres ,  les 
grandeurs  numériques  de  la  féconde  transformée,  repréfen- 
tées par  ces  lettres,  6c  on  trouvera  g  =0,  0564408033  ix'$ 
&  fuppofant  enfuite  la  lettre  m  =  g  =0,  0564408033  iXI 

«1  T  ^  *  M  ~ZJ!L  5  on  prendra  la  formule  corrigée 

g  =  \q  —  *Ul—l>r—*1»»%+'1™.  on  fubftituera  dans 

cette  formule  les  grandeurs  numériques  de  la  transformée, 
à  la  place  des  lettres  qui  les  repréfentent  ^  on  y  fubftituera 
auffi  la  valeur  de  m  =  o ,  05  6440  ,  6cc.  à  la  place  de  m3  6c 
on  trouvera  g  =0,  05 6441 79448 07440 iXVI1 3  on  ajoutera 
cette  valeur  approchée  de  g  aux  parties  12,  7'  delà  ieconde 
racine  de  la  propofée,  qu'on  a  déjà  trouvées,  6c  l'on  aura 
pour  la  valeur  approchée  de  cette  féconde  racine  x  =  1  2  , 
7  5  644 1 79448  07440  2XV".  Cette  valeur  approchée  eft  de  très 
peu  plus  petite  que  la  véritable. 

Vu  iij 


i6o. 
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3°.  On  peut  continuer  l'approximation  delà fccon de  ra- 
cine de  la  propofée,,  enfuppoiantla  valeur  approchée  de  g 
qu'on  vient  de  trouver,  plus  une  nouvelle  indéterminée  h5 
égale  à  giôt  fubftituant  cette  valeur  de  g  à  fa  place  dans  la 
féconde  transformée,  il  en  viendra  une  troifiéme  transfor- 
mée y  on  trouvera  la  valeur  approchée  de  la  plus  petite  ra- 
cine pofitive  h  de  cette  troifiéme  transformée,  par  laquelle 
on  voudra  des  deux  formules  précédentes,  &;  ainfi  à  l'infini, 

R.   E    M    A    R    Q^U    E. 

\^,  Ette  quatrième  méthode  convient  avec  la  féconde  dans 
la  première  opération ,  par  laquelle  on  trouve  la  première 
transformée  ,  mais  elle  en  eft  différente  dans  la  manière  de 
trouver  les  valeurs  approchées  de  la  plus  petite  racine  pofi- 
tive de  chacune  des  transformées ,  par  le  moyen  des  formules 
qu'on  a  expliquées.  Le  calcul  de  cette  quatrième  méthode 
eft  long,  mais  en  récompenfe  on  approche  à  chaque  opéra- 
tion extrêmement  de  la  racine  qu'on  cherche 

Ceux  qui  veulent  fe  la  rendre  familière ,  peuvent  l'appli- 
quer à  la  recherche  de  la  première ,  de  la  troifiéme  Se  de 
la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

Corollaire  de  la  quatrième  méthode. 

Jr  O  u  R  avoir  les  formules  des  équations  de  chaque  degré; 
qui  fervent  à  trouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre 
racine  pofitive  de  chacune  des  transformées,  on  fuppofera 
que  k  repréfente  l'indéterminée  ou  l'inconnue  de  chacune 
des  transformées ,  &  que  ces  transformées  font  repréfen- 
tées  par  les  équations  littérales  qui  fui  vent  : 

o  =  ...  q  . . .  pk  . . .  nkk  . . .  lé 

o  =  ...  r  .  . .  qk  . . .  pkk  . . .  nkl  . . .  k* 

o  =  . . .  s  . . .  rk  . .  .  qkk  ...  pk1  ...  nlz   ...  fc 

o  =  . . .  t  ...  sk  ...  rkk  ...  qU  ...  pl€  ...  n&  ...  k\ 

On  ne  met  pas  la  formule  du  fécond  degré ,  dont  on  trouve 
facilement  les  racines  approchées,  par  la  méthode  qui  eft 
particulière  aux  équations  du  fécond  degré  :  On  ne  met 
pas  les  fignes ,  mais  feulement  des  points  entre  les  termes, 
pour  marquer  que  les  fignes  de  ces  équations  générales  pour 
chaque  degré  ,  doivent  être  déterminées  par  les  fignes  des 
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transformées  qu'on  trouve,  c'eft  à-dire  leur  être  femblables: 
On  ne  mettra  pas  les  lignes  devant  les  grandeurs  des  for- 
mules fuivantes  pour  la  même  raifon.  Enfin  on  ne  met  pas 
les  équations  qui  pafTent  le  fixiéme  degré,  dont  on  a  rare- 
ment befoin,  chacun  peut  les  ajouter,  8c  leurs  formules,  ce 
qui  en:  facile. 

Formules  de  la  première  manière. 

Pour  le troifiéme  degré  k  =  ri  - 
Pour  le  quatrième  degré  k  =  ^ 


npq...qq 


pqqr  . . .  nqrr 


Pour  le  cinquième  degré  k  ■  ass  -j 

k 


4 

r  s 


qr*s . . .  frfss . . . nrsi  ...s 


Pour  le  fîxiéme  degré 


s6 . . .  n*t . . .  qsht . . .  psst' . , 
Formules  de  la  féconde   manière. 


nst 


Pour  le  troisième  degré. 

Formules  par  où  il  faut- 
commencer. 


S— ,"*rg'"V'ifl>-"»gr__ 


m. 


Formules  corrigées. 


h "'ïP-'.ViPP  ...nq. 


nm' 


Pour  le  quatrième  degré. 


Pour  le  cinquième  degré. 


Vjrr 


V 


m. 


i—lv  *'"**■ 


Pour  le  fîxiéme  degré. 


rt 


m. 


rt 


qrm\  ..prm   ...nmï 


rm 


Pour  fe  fervir  de  ces  formules,  il  faut  d'abord  fuppofer 
la  plus  petite  limite  de  la  racine  dont  on  veut  trouver  la  va- 
leur approchée,  plus  une  nouvelle  indéterminée  f3  égale  à 
l'inconnue  x  de  l'équation  propofée.  (  On  fuppofe  que  la 
limite  ne  diffère  pas  de  la  racine  qu'on  cherche  d'une  unité 
entière.  )  Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  x  à  fa  place  dans- la 
propofée ,  6c  l'on  aura  la  première  transformée. 
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Pour  trouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre  des  racL 
nés  pofitives  de  cette  transformée,  on  fuppofera  que  cette 
transformée  eft  repréfentée  par  l'équation  générale  qui  lui 
convient  5  dans  le  troifîéme  degré ,  par  k*  *..  nkk3  Sec.,  &;  ainfi 
des  autres.  On  fuppofera  que  l'inconnue /de  cette  trans- 
formée eft  repréfentée  par  la  lettre  k  des  formules. 

Si  l'on  veut  fe  fervir  des  formules  de  la  première  manière,, 
on  fubftituera  dans  la  formule  du  degré  de  la  propofée,  les 
grandeurs  numériques  delà  transformée,  à  la  place  des  let- 
tres qui  les  repréfentent  j.  &  après  la  fubftitution ,,  on  aura  la 
valeur  approchée  qu'on  cherche. 

Si  l'on  veut  fe  fervir  des  formules  de  la  féconde  manière,, 
il  faut  faire  deux  opérations  :  i°.  Il  faut  fubftituer  dans  la 
formule  du  degré  qui  convient  à  la  transformée,  par  laquelle 
on  a  marqué  qu'il  faloir  commencer,  les  grandeurs  numé- 
riques de  la  transformée ,  à  la  place  des  lettres  qui  les  re- 
préfentent 5  &  après  la  fubftitution ,  on  aura  la  valeur  qu'on 
cherche  5  mais  il  la  faut  corriger.  On  nommera  cette  valeur 
non  corrigée  m  h  iq.  &  on  fubftituera  dans  la  formule  cor- 
rigée la  valeur  de  my  &  les  valeurs  des  autres  lettres  de  la 
formule  à  la  place  de  ces  lettres  ^ ,&.  ce  qui  viendra  de  la  fub- 
ftitution fera  la  valeur  approchée  qu'on  cherche. 

Pour  continuer  l'approximation,  on  fuppofera  la  valeur 
approchée  qu'on  vient  de  trouver  plus  une  nouvelle  indé- 
terminée g ,  égale  à  l'indéterminée  /'de  la  première  trans- 
formée. Si  la  valeur  approchée  furpaftbitla  véritable  valeur 
âef,  on  fuppoferoit  cette  valeur  moins  g 3  égale  if  On  fub* 
ftituera  cette  valeur  de  fi  fa  place  dans  la  première  trans- 
formée, &  il  en  viendra  une  féconde  transformée:  on  trou- 
vera la  valeur  approchée  de  la  plus  petite  racine  pofitive  g 
de  cette  transformée  parles  formules,  comme  on  a  trouvé 
la  valeur  approchée  de  f3  &;  on  continuera  l'approximation; 
tant  qu'on  voudra. 

La  fomme  de  la  limite  de  la  racine  qu'on  cherche ,  qui  a 
fervi  à  la  première  opération ,  &;  de  toutes  les  valeurs  ap- 
prochées des  inconnues  des  transformées,  prifes  de  fuite,, 
fera  la  valeur  approchée  de  la  racine  qu'on  cherche. 

L'exemple  qu'on  en  a  donné  fuffit  pour  faire  concevoir 
l'application  des  formules. 

Avertis  sèment. 
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AvERTlSSEMEN    T, 

NT  pourroic  chercher  une  racine  négative  d'une  équation 
propofée  par  les  méthodes  précédentes ,  en  employant  des 
limites  négatives  j  mais  comme  il  eft  facile  *  de  faire  en  forte 
que  les  racines  négatives  d'une  équation  propofée  de  vieil-, 
nent  pofitives  3  en  changeant  les  lignes  des  termes  pairs,  il 
vaut  mieux  chercher  les  racines  par  les  limites  pofitives ,  cela 
accoutume  à  une  même  méthode  3  6c  la  rend  plus  facile. 

Remarque  fur  cette  quatrième  méthode  <£  approximation  3 
quil  faut  fe  rendre  familières, 

L 

K^i  Et  t  e  méthode  fait  trouver  une  racine  d'une  équation 
propolée  par  parties ,  que  Ton  découvre  les  unes  après  les 
autres  3  elle  ïuppofe  qu'on  fixait  par  une  autre  voye  la  pre- 
mière partie  de  la  racine,  qui  en  diffère  très  peu  :  mais  elle 
fait  trouver  les  autres  parties  par  des  transformées ,  dont 
les  racines  pofitives  font  les  racines  pofitives  de  la  propofée, 
diminuées  chacune  de  la  fomme  déjà  trouvée  des  parties  de 
la  racine  dont  on  fait  la  recherche,  6c  donc. les  racines  né- 
gatives font  les  négatives  de  la  propofée  augmentées  cha- 
cune de  la  même  fomme  ;  &;  quand  la  fomme  déjà  trouvée 
des  parties  de  la  racine  donc  on  faic  la  recherche ,  mrpafle 
cecce  racine,  ou  furpafle  auffi  d'autres  racines  pofitives  de 
la  propofée,  la  racine  de  la  propofée  donc  on  faic  la  recher- 
che ,  6c  coûtes  ces  autres  racines  pofitives,  fonc  devenues 
négatives  dans  la  transformée  où  cela  fe  renconcre  j  puif- 
qu'elles  ont  écé  crop  diminuées  -,  6c  il  ne  leur  refte  à  chacune 
dans  cette  transformée,  que  l'excès  donc  la  fomme  déjà 
trouvée  des  parties  delà  racine  qu'on  pourfuit,  rurpafTe  cha- 
cune de  ces  racines  pofitives  de  la  propofée  j  6c  cet  excès  eft 
négatif. 

Ainfi  fi  l'on  appelle  a  la  première  partie  de  la  racine  dont 
on  fait  la  recherche  ,  b 3  la  féconde  partie  -,  c ,  la  troifiéme, 
&  ainfi  de  fuice ,  la  première  partie  a  eft  fuppofée  connue 
d'ailleurs,  6c elle  ferc  à  crouver  la  féconde  partie  b\  en  trans- 
formanc  l'équation  propofée,  par  exemple  xi—nxx-t-px 
_  gr=o,  parla  fuppoficion  de  a-\-f=x3  6c  parla  fubfti- 
tucion  de  cecce  valeur  de  x  à  fa  place  dans  la  propofée, 
Tome  I,  Xx 
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'On  remarquera  fur  cette  première  transformée,  i°.  que 
les  racines  pofitives  de  la  propofée,  &  par  confequent  celle 
que  Ton  cherche,  font  diminuées  chacune  de  la  grandeur  a> 
ainfî  chacune  des  racines  pofitives  de  la  première  transfor- 
mée, eft  precifément  l'excès  des  racines  pofitives  de  la  pro- 
pofée plus  grandes  que  a  fur  cette  grandeur  a  ;  et  fi  a  fur- 
paflè  quelques  racines  pofitives  de  la  propofée,  elles  de- 
viennent négatives  dans  la  transformée,  &  l'excès  de  a  fur 
ces  racines  pofitives  de  la  propofée ,  eft  precifément  leur 
valeur  négative  pour  ainfi  parler,  dans  la  transformée  y  & 
les  autres  racines  négatives  de  la  transformée  étant  aug- 
mentées chacune  de  a,  leur  valeur  dans  la  transformée  eft 
la  fomme  de  chacune  des  racines  négatives  de  la  propofée 
&  de  la  grandeur  a. 

2°.  Par  confequent  le  terme  tout  connu,  (qu'on  nommera 
*ii57.  ici  le  premier,)  de  la  transformée,  étant*  la  fomme  toute 
connue  qui  vient  de  la  grandeur  a  3  fubftkuée  à  la  place  de  x 
dans  la  propofée  -y  cette  fomme  ou  ce  premier  terme  eft  le  pro- 
duit des  différences  qui  font  entre  chacune  des  racines  poii- 
tives de  la  propofée  &la  grandeur  a}  par  les  racines  néga- 
tives de  la  propofée  augmentées  chacune  de  la  grandeur  a. 

I  I. 

1 6z.  La  première  transformée  fait  découvrir  la  féconde  partie 
h  de  la  racine  de  la.  propofée,  dont  on  fait  la  recherche, 
par  la  première  manière  delà  quatrième  méthode  5  c'eft  le 
quotient  qu'on  trouve  en  divifant  le  premier  terme  tout 
connu  delà  première  transformée  par  le  coèficient  du  terme 
fuivant,  c*eft-à-dire  du  terme  où  /eft  linéaire,  (qu'on  nom- 
mera ici  le  fécond  terme,  )  ou,  ce  qui  revient  au  même,  cette 
féconde  partie  b  eft  une  fraction  dont  le  numérateur  eft  le 
premier  terme  tout  connu  de  la  transformée  dont  on  a 
changé  le  figne,  (car  pour  trouver  cette  fraction  ,  on  a  fup- 
pofé  le  premier  terme  égal  au  fécond ,  ce  qui  change  le  (igné 
du  premier  terme ^  &  dégageant /dans  cette  équation,  on 
trouve  la  fraction  dont  on  vient  de  parler,  )  êc  le  dénomina- 
teur eft  le  coencient  du  fécond  terme  de  la  transformée: 
Mais  comme  le  premier  terme  n'eft  pas  égal  au  feul  fécond 
terme,  mais  à  tous  les  autres  termes,  quand  on  veut  avoir 
la  féconde  partie  b  de  la  racine  plus  approchante  de  la  veri- 
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table,  il  faut  ajouter  au  dénominateur  de  cette  fradion  le 
produit  du  coëficient  du  troifiéme  terme  par  cette  fradion , 
le  produit  du  coëfîcient  du  quatrième  terme  par  le  quarré 
de  cette  fradion,  ôc  ainfi  de  fuite,  en  obfervant  d'ajouter 
ces  produits  au  dénominateur  avec  les  fignes  qu'ont  les  coë- 
iîciens  dans  la  transformée  j  Se  la  fradion  qui  naît  de  cette 
opération  eft  la  féconde  partie  b  de  la  racine  qu'on  cherche 
plus  approchante  qu'elle  n'auroit  été. 

Pour  trouver  la  troifiéme  partie  c  ,il  faut  faire  une  féconde 
transformée ,  en  fuppofant  b  -+-  g  =f3  &  fubftituer  cette 
valeur  de  f  à  fa  place  dans  la  transformée  précédente  j  & 
l'on  aura  la  féconde  transformée  ,  qui  fèrvira  à  faire  décou* 
vrir  la  troifiéme  partie  c  de  la  racine  qu'on  cherche,  delà 
même  manière  que  la  première  transformée  a  fervi  à  faire 
trouver  la  féconde  partie  b. 

Cette  troifiéme  partie  de  la  racine  qu'on  cherche,  fervira 
de  même  à  former  une  troifiéme  transformée ,  en  fuppofant 
c-*-h=g,  &  fubfti tuant  cette  valeur  de  g  à  fa  place  dans 
la  féconde  transformée  j  &  cette  troifiéme  transformée  fera 
trouver  la  quatrième  partie  d  de  la  racine  qu'on  cherche, 
&;  ainfi  de  fuite  à  l'infini. 

III. 

On  fera  fur  chacune  de  ces  transformées,  par  raport  à  la 
transformée  qui  la  précède  immédiatement,  les  mêmes  re- 
marques qu'on  a  faites  fur  la  première  transformée  par  ra- 
port à  l'équation  propofée  dont  elle  eft  la  transformée  im- 
médiate j  &  on  remarquera  de  plus,  i°.  que  fi  le  premier 
terme  d'une  transformée  fe  trouvoit  égal  a  zéro ,  l'on  auroit 
la  racine  exade  de  l'équation  propofée  qu'on  Cherche ,  qui 
feroit  égale  à  la  fomme  de  toutes  les  parties  de  cette  racine 
qui  ont  été  découvertes,  jufqu'à  la  transformée  où  cela  ar- 
rive. Car  la  dernière  partie  découverte  étant  fubftituée  à  la 
place  de  l'inconnue  dans  la  transformée  qui  précède  celle 
dont  le  premier  terme  eft  égal  à  zéro ,  donneroit  une  fomme 
toute  connue  égale  a  zéro ,  puifque  cette  fomme  eft  égale  à 
ce  premier  terme  ^  ainfi  elle  feroit  la  racine  exade  de  cette 
transformée  qui  précède  celle  dont  le  premier  terme  eft  égal 
à  zéro  j  l'on  auroit  donc  precifément  ce  qui  manquoit  aux  par* 
ries  déjà  découvertes  de  la  racine  qu'on  cherchoitj  par  consé- 
quent on  l'auroit  entière, 

Xxij 
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i°.  Quand  le  premier  terme  d'une  transformée  a  uto  fTgne 
different  de  celui  du  premier  terme  de  la  transformée  qui 
la  précède  immédiatement,  dans  ce  cas  la  partie  qui  a  fervi 
a  faire  la  transformée  où  cela  fe  rencontre  ,.  eft  plus  grande 
que  la  partie  de  la  racine  que  l'on  cherche  -y  car  fi  cette, 
partie  étoit  plus  petite  que  la  partie  que  l'on  cherche,  elle, 
donneroit  au  premier  terme  de  la  transformée  le  figne  du 
*ix2.  premier  terme  de  la  transformée  précédente  *j  11  elle  étoit 
%tmarquei.  égale ,  elle  donneroit  zéro }  &c  donnant  un  figne  différent , 
elle  eft  plus  grande. 

D'où  l'on  voit  que  fi  c'eft  par  exemple  la  troifiéme  partie  cr 
qui  change  le  figne  de  la  troifiéme  transformée, fuppofé  que 
c  fût  pofitive,.  l'on  trouvera  par  la  méthode  même  la  qua- 
trième partie  d  négative  ;  £c  dans  ce  cas  il  faudra  fuppo- 
fer  —  d  -t-  i  =  b  3  pour  faire  la  quatrième  transformée  -y 
parceque  la  racine  pofitive  dont  on  faifoit  la  recherche , 
étant  devenue  négative  dans  la  troifiéme  transformée ,  la 
troifiéme  partie  c  iè  trouve  plus  grande  qu'il  ne  faut}  ainfi. 
il  faut  la  diminuer  dans  la  transformée  fuivante.. 

I  V. 
164.  On  peut  raporter  immédiatement  chaque;  transformée, 
à  l'équation  propofée  $  onraporteraici  à  l'équation  propo- 
fée,  la  troifiéme  transformée  qui  eft  faite  par  la  fuppofirion 
de  c  -+-  b=gi  &  par  la  fubftitution  de  cette,  valeur  de  g  à 
fa  place  dans  la  féconde  transformée  -T  ôc  ce  que" l'on  en  dira,, 
pourra  facilement  s'appliquer  aux  transformées  les  plus  re- 
culées de  l'équation  propofée. 

Si  l'on  fuppofoit  la  fomme  de  toutes  les  parties  déjà 
découvertes  de  la  racine  qu'on,  cherche ,  plus  une  nouvelle: 
inconnue  h ,  égale  à  l'inconnue  de  l'équation  propofée,  par 
exemple  fi  l'on  fuppofoit  a  -*-  b  ■+■  c  -t*-  h  =  x}  (  on  a  mis  une 
ligne  fur  œ-hb-+-c  pour  marquer  qu'on-  regarde  cette  fom- 
me comme  une.  feule  grandeur,  )  et  qu'on  fubftituât  cette 
valeur  de  x  à  fa  place  dans  l'équation  propofée ,  la  trans- 
formée qui  en  viendroit,  feroit  precifément  la  troifiéme 
transformée  -,  c'eft-à-dire  la  transformée  que  l'on  a  trouvée: 
en  fubftituant  c-t-h^g^  à  la  place  de  g  dans  la  féconde 
transformée. 

Car  les  racines  pofitives  de  la  transformée  qui  viendroit 
de  la  fubftitution  de  <*■+-  b  +  c  -h&  =  x,  à  la  place  de  x 
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dans  la  propofée,  feroient  les  racines  pofitives  de  la  propo- 
fée diminuées  chacune  de  la  grandeur  a  h-  b  ■+-  c 5  les  néga- 
tives de  la  transformée  feroient  les  négatives  de  la  propofée^ 
augmentées  chacune  de  la  grandeur  a  •+-  b  ■+-  c  \  de  s'il  fe 
trouvoit  qxie  la  grandeur  a  -+-  b  -*-  c  furpafsât  quelques  raci- 
nes pofitives  de  la  propofée ,  ces  racines  feroient  devenues» 
négatives  dans  la  transformée ,  &.  chacune  de  ces  racines 
négatives  feroit  l'excès  de  a-*-b-*-c  fur  chacune  des  racines 
pofitives  de  la  propofée,  qui- feroient  moindres  que  a-\-  b-¥-  c, 
Or  en  confiderant  avec  attention- la  fuite  des  transforma- 
tions ,  depuis  la  propofée  jufqu'à  la  troifiéme  dont  h  eft  l'in- 
connue, on  verra  clairement  que  les  racines  pofitives  6t  né- 
gatives de  la  troifiéme  transformée ,  font  precifément  les- 
mêmes  racines  dont  on  vient  de  parler.  Par  confequent  \z 
troifiéme  transformée  eft  precifément  la  même  transformée 
cju'on  trouveroit  en  fubftituant  immédiatement  dans  l'équa- 
tion propofée  a-\-  b-^t-c  -\-h  3  à  la  place  de  x. 

D'où  il  fuit  aufli  que  fi  Ton  fubftituoit  avec  des  fignes 
contraires^  la  fomme  de  toutes  les  parties  qu'on  a  déjà  dé- 
couvertes de  \x  racine  qu'on  cherche  plus  l'inconnue  x  ,  à 
la  place  de  l'inconnue  h ,  dans  la  troifiéme  transformée  r 
l'équation  qui  en  viendroit ,  ferok  exactement  l'équation^ 
propofée  j  par  exemple  fi  l'on  fuppoïè  — a  —  b  —  c  ■+-  x 
==h ,  tk.  qu'on  fubftitue  cette  valeur  de  h  à  fa  place  dans  la 
troifiéme  transformée ,  l'équation  quien  naîtra ,  fera  l'équa<*. 
tion  propofée. 

T. 
65.  Si  la  grandeur  a  qu'on  prend  pour  la  première  partie  de 
la  racine  qu'on  cherche ,  étoit  la  limite  en  deflus ,  c'eft-à~ 
dire,  fi  a  furpafToit  la  racine  qu'on  cherche,  il  fau  droit  fup~ 
poier,  pour  faire  la  première  transformée,.^  — /=  x 3  6c 
fubftituer  cette  valeur  de  x  à  fa  place  dans  la  propofée  :  Er 
l'on  feroit  fur  cette  transformée  6c  fur  les  fuivantes  r  des 
remarques  femblables  à-  celles  qu'on  a  faites  en  fuppofanc 
que  la  première  partie  a  de  la  racine  qu'on  cherche,  eft: 
moindre  que  cette  racine.  Mais  il  eft  mieux  de  prendre  1& 
première  partie  a  plus  petite  que  la  racine,  pour  s'accou- 
tumer à  une  même  méthode. 

Ou  bien,  pour  fuivre  la  même  méthode,  on  fuppofera' 
a^-f==x3  quoiepe  a  furpaftè  la  racine  qu*on  cherche  ^ 

Xx  i% 
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on  fubflituera  a  -t-/dans  la  propofée  à  la  place  de  at,  &  le 
premier  terme  coût  connu  de  la  transformée  qui  en  vien- 
dra, aura  un  fîgne  oppofé  à  celui  du  premier  terme  tout 
connu  de  la  propofée  j  ce  qui  fera  trouver  la  féconde  partie  b 
négative  j  &  pour  faire  la  féconde  transformée,  on  fuppo- 
fera  -p-  ^H-g==/] 

Avertissement. 

O  N  n'a  fait  ces  remarques  que  fur  la  première  manière 
qu'on  a  donnée  dans  la  quatrième  méthode  de  trouver  par 
le  moyen  de  chaque  transformée ,  la  partie  de  la  racine 
qu'elle  doit  faire  découvrir ,  quoiqu'elles  puifTent  auffi  con- 
venir à  la  féconde  manière  ;  parceque  cette  féconde  manière 
renfermant  le  fîgne  radical  V>  &  obligeant  à  l'extra&ion  des 
racines,  le  calcul  en  eft  plus  embaraffant,  &  on  peut  moins 
facilement  s'en  fervir  dans  l'approximation  des  racines  des 
équations  littérales. 

Il  faut  fe  rendre  cqs  remarques  Se  la  quatrième  méthode 
bien  familiaires ,  Se  la  première  manière  qu'on  a  donnée  dans 
la  quatrième  méthode,  de  trouver  par  chaque  transformée 
la  partie  de  la  racine  qu'elle  doit  faire  découvrir ,  afin  de 
concevoir  clairement  la  méthode  d'approximation  des  ra- 
cines des  équations  littérales  qu'on  doit  donner  dans  le  7e 
Livre  ,  qui  n'aura  pas  befoin  de  démonftration  ,  n'étant 
qu'une  application  de  cette  quatrième  méthode. 

La  quatrième  remarque  donne  lieu  à  une  autre  pratique 
de  la  quatrième  méthode,  qu'on  appellera  une  cinquième 
méthode  d'approximation ,  pour  faire  mieux  diftinguer  ces 
deux  manières  de  pratiquer  la  quatrième  méthode. 

Cinquième  méthode  pour  trouver  les  valeurs  approchées  tant  près 
quon  voudra  des  racines  des  équations  3  ou  autre 
pratique  de  la  quatrième  méthode. 

1 66.  i°.  O  N  partagera  en  deux  parties  l'inconnue  de  l'équation 
propofée  dont  on  veut  trouver  les  racines  j  par  exemple  fi 
on  veut  chercher  la  première  racine  de  l'équation  xx —  20* 
-H  65  ==  o ,  qui  efr  entre  4  &  5  ,  on  fuppofera  E  +y  =  x, 
E  repréfentera  la  partie  de  la  racine  que  l'on  connoît  déjà  j 
&  à  mefure  que  l'on  découvrira  les  parties  de  la  racine  qu'on 
cherche  j  on  fuppofera  que  E  reprefente  toutes  ces  parties 
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déjà  découvertes  ;  y  repréfentera  ce  qui  refte  à  découvrir 
de  la  racine  qu'on  cherche. 

On  fubftituera  E  +-y  à  la  place  de  x  dans  la  propofée 
&  l'on  aura  l'équation  EE  *+-  iEy+-yyz=z  o,  qui  repréfen, 
—  20  E —  zoy 

tera  toutes  les  transformées  qui  doivent  fervir  à  découvrir 
les  parties  de  la  racine  qu'on  cherche ,  les  unes  après  les  au- 
tres à  l'infini  :  on  l'appellera  la  transformée  indéterminée. 
On  fuppofe  la  première  partie  4  de  la  racine,  connue  d'ail- 
leurs. Pour  trouver  la  féconde  partie  : 

i°.  On  fuppofera  que  E  repréfente  4,  &:  on  fubftituera  4 
à  la  place  de  E  dans  la  transformée  indéterminée,  &  l'on 
aura  -+-  1  —  1  iy  -*-yy  =  o  5  pour  trouver  la  valeur  de  y}  on 
fera  une  équation  du  premier  &;  du  fécond  terme,  qui  don- 
nera y—  yi.  C'eft  la  féconde  partie  de  la  racine  que  l'on 
cherche  5  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  on  divifera  le  pre- 
mier terme  parle  coëficient  du  fécond  ;.&  changeant  le  ligne 
du  quotient ,  l'on  aura  la  féconde  partie  de  la  racine. 

Si  on  vouloit  une  féconde  partie  plus  approchée ,  on  feroit 
ce  raifonnement,  comme  dans  la  quatrième  méthode.  Le 
premier  terme  1  n'efl  pas  feulement  égal  au  fécond  ny, 
mais  —  1  ===  —  ny  -t-yy,  ainfî  y  ==-~L-y>  &  mettant  la 
valeur  de  y—  -^  déjà  découverte  >  à  la  place  dey  dans  le 
fécond  membre  y  on  auroit  ^  =  jg  qui  eft  une  valeur  un 
peu  plus  approchée.  Mais  pour  éviter  la  longueur  du  calcul, 
on  prendra  ici  y  =  ^ ,  pour  la  féconde  partie  de  la  racine. 

3  .  Pour  avoir  la  troifiéme  partie  de  la  racine,  on  fuppo- 
fera que  E  dans  la  transformée  indéterminée  repréfente  la 
fomme  4  £.  des  parties  de  la  racine  déjà  découvertes,  &: 
que  y  repréfente  ce  qui  en  refte  à  découvrir  :  On  fubftituera 
dans  cette  transformée  4  x\  =  If  à  la  place  de  E3  &  l'on 
aura  4-  —  —  ^  y -*-  yy  =  o.  On  divifera  le  premier  terme 
•+-  —^  par  le  coëficient  —  ^  du  fécond  terme  ,  &:  chan- 
geant le  ligne  du  quotient,  on  aura -h  -~-4  pour  la  troifiéme 
partie  de  la  racine  qu'on  cherche. 

40.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  racine,  on  fup- 
pofera dans  la  transformée  indéterminée,  que  E  repréfente 
la  fomrrie  des  parties  de  la  racine  déjà  découvertes ,  4  -*-  ^ 
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place  dans  la  transformée  indéterminée  j  6c  prenant  enfui  të 
le  quotient  du  premier  terme  de  l'équation  qui  en  viendra, 
divifé  par  le  coëficient  du  fécond  terme,  échangeant  le  figne 
«de  ce  quotient,  ce  fera  la  quatrième  partie  qu'on  cherche. 

On  peut  continuer  cette  approximation  à  l'infini.  Cet 
exemple.,  qui  n'eft  pas  compofé,  fuffit  pour  faire  concevoir 
clairement  cette  méthode,  qui  eft  démontrée  par  la  qua- 
trième méthode ,  &c  par  les  remarques ,  •&  fur-tout  la  4.1.  Il 
£jft  évident  que  la  partie  de  la  racine  repréfentée  par  E  3  ne 
fait  qu'augmenter ,  pendant  que  celle  qui  eft  repréfentée 
par^/,  ne  fait  que  diminuer. 

Pourfe  rendre  cette  méthode  familière,  on  peut  conti- 
nuer l'approximation  précédente  •  èc  chercher  la  féconde 
racine  de  la  proposée,  qui  furpafte  1 5 ,  &  qui  eft  moindre 
.que  1 6.  On  peut  auffi  chercher,  par  la  même  méthode,  les 
racines  de  l'équation  x* —  2700*  -+•  3  1400  =  o,  dont  la 
plus  petite  eft  entre  12  &  13  5  la  2%  entre  446c  45  3  &  la  3% 
entre  578c  j8„ 

On  va  faire  ici  l'application  de  cette  cinquième  méi  hode 
à  l'approximation  des  racines  des  puiftances  numériques  im- 
parfaites. 

TJJage  de  la  cinquième  méthode  d'approximation  des  racines  des 

équations  ^pour  trouver  les  valeurs  approchées  tant  près  qu  on 

voudra  des  racines  des  puiffances  numériques  imparfaites. 

iéj.  \j  N  fuppofe  qu'on  a  trouvé  par  la  méthode  de  l'extra&ïon 
des  racines  de  l'arithmétique ,  la  racine  de  la  plus  grande 
puiftance  parfaite  contenue  dans  la  puiftance  numérique  im- 
parfaite j  ce  fera  la  première  partie  de  la  racine  qu'on  cher- 
che, qui  ne  diffère  pas  de  la  racine  véritable,  qui  eftincom- 
menfurable,  d'une  unité  entière  -y  il  faut  trouver  les  autres 
parties  de  cette  racine,  &  en  continuer  l'approximation  à 
l'infini,  ou  autant  près  qu'on  voudra  de  la  véritable  racine, 
qu'on  ne  peut  pas  exprimer  par  nombres. 

iA  On  fuppofera  que  la  racine  de  la  plus  grande  puifTance 
parfaite  contenue  dans  la  puiftance  numérique  imparfaire 
dont  on  cherche  la  racine,  eft  repréfentée  par  E>  &  l'excès 
de  la  puiftance  numérique  imparfaire  fur  la  plus  grande 
puiftance  parfaite  qui  y  eft  contenue,  eft  repréfentée  par  D: 

ce? 
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ces  deux  nombres  font  fuppofez  connus.  Ainfi  EE  h-  D  fera 
Fexpreffion  de  toutes  les  fécondes  puiifances  numériques  im*. 
parfaites  3  f'+D^  celle  de  toutes  les  troifîémes  puifïàn- 
ces  j  £++Dj  de  toutes  les  quatrièmes  3  &  -t-D>  de  toutes 
les  cinquièmes  3  &  ainfl  de  fuite. 

20.  On  fuppofera  que  £  +  x  repréfentent  les  deux  parties 
de  la  racine  qu'on  cherche  •  fçavoir  E  3  celle  qui  eft  connue  3 
6c  x  y  celle  qui  eft  inconnue  6c  que  l'on  cherche  5  ce  qui  don- 
nera les  équations  fuivantes:  E  -+-  x  —\/EE  -+-  D  3  pour  les 
fécondes  puifîances  :  E-\-x-=y E*-*-  D,  pour  les  troifiémes  : 
E-t-x  —  ^E^-ï-D,  pour  les  quatrièmes 3  6c  ainfi  de  fuite. 

30.  On  ôtera  les  incommenfurables  de  ces  équations,  6c 
l'on  aura  —  D  -+-  iEx  -+-  xx •=  o ,  pour  les  fécondes  puii- 
fances  3  —  D  -+-  3^^^  ■+-  3£atat  h-  #3=  o  ,  pour  les  troifié- 
mes y  —  D  -f-  4£JAr  -4-  6EExx  -h  4-Ex1  -+-  x*  =  o ,  pour  les 
quatrièmes  3  — •  D  -+-  $E*x  -+-  ioE*xx  -+-  ioEEx*  -+-  5 Ex* 
H-  xf  =  o  3,  pour  les  cinquièmes  3,  — D  -+•  GE'x  -+-  1  $E*x& 
•+-  ioElx*  •+-  1  $EEx*  -+-  6~Ex"  -+-  x6  =0  ,  pour  les  fixiémes  y 
&c  ainfi  des  autres  fuivantes.. 

Ces  équations  feront  les  transformées  indéterminées 
comme  dans  la  cinquième  méthode,  chacune  pour  fon  degré. 
E  repréfentera  d'abord  la  première  partie  delà  racine  qu'on 
cherche  3  6c  fubftituant  cette  première  partie  à  la  place  de  E3 
on  trouvera  la  féconde  partie  comme  dans  la  5e  méthode  3 
puis  fubftituant  la  fomme  des.  deux  premières  parties  à  la 
place  de  Ej_  on  trouvera  la  troifiéme  3  après  fubftituant  la 
fomme  des  trois  premières  parties  à  la  place  de  E3  on  trou- 
vera la  quatrième  partie  3  6c  ainfî  à  l'infini. 
168 .  Le  premier  terme  D  eft  toujours  entièrement  connu  quand 
on  commence  l'opération,  puifque  c'eft  le  refte  connu  de  la 
puilTance  numérique  imparfaite,  qui  demeure  après  avoir  ôté 
de  cette  puHTance  imparfaite  la  plus  grande  puiftance  par- 
faite qui  y  eft  contenue. 

Quand  on  a  trouvé  la  féconde  partie  de  la  racine  par  la 
fùbftitution  de  la  première  partie,  qu'on  fuppofe  connue ,  à 
la  place  de  E  3  pour  avoir  la  féconde  valeur  de  D  3  il  faut 
fubftituer  cette  féconde  partie  de  la  racine  qu'on  vient  de 
trouver ,  à  la  place  de  x  3  6c  laifter  la  première  partie  fubftû 
tuée  à  la  place  de  E'>  6c  la  fomme  toute  connue  qui  vient 
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**>  de  cette  fubftitution,  efl  le  fécond  D*,  qui  doit  fervir  pour 
trouver  la  troifiéme  partie. 

Quand  on  aura  trouvé  cette  troisième  partie  par  la  fubfti- 
tution de  la  fomme  des  deux  parties  dçja  découvertes  à  la 
place  de  E  dans  l'équation  transformée  indéterminée ,  où 
l'on  à  laifTé  la  valeur  du  D  précèdent ,  il  faudra  fubftituer 
cette  troisième  partie  à  la  place  de  x3&L  la  fomme  toute  con- 
nue qui  viendra  de  cette  fubftitution,  fera  le  troifiéme  D3 
ou  la  troifiéme  valeur  de  D  3  qui  doit  fervir  pour  trouver  la 
quatrième  partie. 

Quand  on  aura  découvert  cette  quatrième  partie  par  la 
fubftitution  de  la  fomme  des  trois  premières  parties  déjà 
connues  à  la  place  de  E3  il  faudra  fubftituer  cette  quatrième 
partie  qu'on  vient  de  découvrira  la  place  de  x3  &  la  fomme 
toute  connue  qui  naîtra  de  cette  fubftitution ,  fera  le  4e  D , 
ou  la  4e  valeur  de  D 3  qui  doit  fervir  à  faire  découvrir  la  5  e 
partie  j  6c  ainfi  à  l'in-finî.. 

Ou  bien  pour  avoir  la  valeur  de  D ,  qui  fert  à  trouver 
chaque  partie,  par  exemple  la  quatrième,  il  n'y  a  qu'à  éle- 
ver à  la  même  puiffance  dont  on  cherche  la  racine,  la  fomme 
de  toutes  les  parties  déjà  trouvées,  par  exemple  des  trois 
premières  ,  êc  ôter  la  puiffance  de  cette  fomme  de  la  puif- 
fance  numérique  imparfaite  propofée  5  le  refte  fera  la  valeur 
4e  D  qu'on  cherche. 

On  peut  faire  comme  dans  la  quatrième  méthode,  des 
formules  générales  dans  chaque  degré  ,  pour  trouver  les 
parties  de  la  racine  qu'on  cherche ,  les  unes  après  les  autres, 
ïa  première  partie  étant  fuppofée  connue. 

Formules  générales  four  l'approximation  des  racines  des  puiffance  $ 
numériques  imparfaites. 

D 


169. 


.170. 


POttr  les  racines  des 
fécondes  puiflànces    . 


Pour  les  racines  des  troi- 
flémes  puiflànces    .    .    . 


Pour  les  racines'des  qua- 
trièmes puiflànces .... 


x 


X 
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lE  -+• 

2 

D 
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Four  les  racines  des  cin-  j) 

guiémes  puiflànces.    .    .  x  =  — ^ zDQ     -gj -^57- 

On  peut  facilement  trouver,  comme  dans  la  4e  méthode, 
les  formules  pour  les  puiflànces  fuivantes  à  l'infini ,  fi  l'on  em 
a  befoin. 

Pour  trouver  par  le  moyen  de  ces  formules  la  racine  cu- 
bique, par  exemple  de  1  2  :  i°.  le  plus  grand  cube  contenu 
dans  12,  eft  8 ,  dont  la  racine  cubique  eft  2  j  ainfi  ?  —  E j 
1  2  =  8  ■+■  4  =  E1  h-  D,  &  le  premier  D  =  4.  L'équation 
indéterminée  du  troifiéme  degré,  qui  repréfente  toutes  les 
transformées  qui  feront  trouver  les  parties  de  la  racine  qui 
fuivent  la  première  qui  eft  2 ,  eft  —  D  -h  3  EEx  h-  3  Exx  -+•  x* 
=  o  :  La  formule  qui  fèrt  à  trouver  ces  parties  repréfentées 

D 

par  x y  déduite  de  cette  équation,  eft  x 


xEE-±-^-*-DD' 


Ces  chofes  fuppofées  : 

2°.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  racine ,  on  fubfti- 

tuera  dtins  cette  formule  4  à  la  place  de  D3  de  2  à  la  place 

de  Er  de  l'on  aura  la  féconde  partie  = - r  =  — - 

r  iï+2  +  1        127 

Pour  avoir  la  féconde  valeur  de  D3  qui  fèrvira  à  trouver 
la  troifiéme  partie  de  la  racine,  on  fubftituera  dans  l'équa- 
tion —  D  -h  3  EEx  -+-  3  JE*.*;  -+-  *?  =  o ,  4  a  la  place  de  D  ; 
2  à  la  place  de  £;  &  &  à  la  place  de  x,  de  Ton  aura  • — 4 

h-  1 2  x  j|  -h  6  x  jffc  -4-  gU  =  —  ipfv  pour  la  féconde 

valeur  de  D,  qu'on  trouveroit  aufii  en  élevant  la  fomme 

des  deux  parties  déjà  trouvées  2  -h  ^  à  la  3e  puiFancerÔc 

retranchant  cette  3  e  puiflànce  de  la  propofée  12,  le  refte 

feroit  la  féconde  valeur  de  D. 

3P.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  delà  racine  qu'on  cher- 

^       .  _D 

ehe ,  il  faut  fubftituer  dans  la  formule  x  = 


}£E 


D   .    DD 


E  ?     9E+ 

à  la  place  de  D  ,  fa  valeur  qu'on  vient  de  trouver,  de  à  la 
place  de  E  y  la  fomme  2  •+•  ^  des  parties  de  la  racine  déjà 
découvertes ,  &c. 

On  peut  continuer  l'approximation  à  l'infini:  ces  opéra- 
tions fufEfent  pour  faire  clairement  concevoir  la  méthode». 


3  fô  ANALYSE       B  E  M  O  N  T  R  E'e: 

171.  Si  L'on  veut  des  formules  où  il  faut  extraire  la  racine  quar- 
rée,  on  les  formera  comme  dans  la  quatrième  méthode- 
elles/ont  inutiles  pour  tirer  les  racines  des  quarrez  impar- 
faits. Woici  la  manière  de  les  former  pour  trouver  les  valeurs 
approchées  <les  racines  troisièmes  des  troifiémes  puiilànces 
imparfaites  ,  dont  l'équation  indéterminée  eft  —  1)4-3  EEx 
•+■ ■^Exx  4-  at?=  o.  Il  faut  faire  une  équation  des  trois  pre- 
miers termes ,  &  l'on  aura  —  D  4-  3  EEx  4-  3  Exx  =  o ,  ou 

bien -xx  4-  £*  =  ~,  d'où  Ton  tire  x  =  —  1 E 4-V \EE+R. 

C'eft  la  formule  par  où  il  faut  commencer  pour  trouver 
chaque  partie  de  la  racine  qu'on  cherche  ,  la  première 
partie  étant  fuppofée  connue  :  Et  pour  rendre  cette  partie 
delà  racine  encore  plus  approchante,  on  fuppofera  cette 
première  valeur  de  chaque  partie  z=zm}  &  eniui.ce  on  con- 
sidérera l'équation  indéterminée  entière  —  T>  4-  3  EEx 
4-  3  Exx  4-  ^?=;o,  comme  étant  du  fécond  degré  ,  l'or- 
donnant ainfi  3  Exx  4-  3  EEx  =  JD  —  x\,  ou  plutôt  xx 4-  Ex 

*=.§—|,  d'où  l'on  tirera  'M^\  *+?$■&&  §^i 

.^.mettant  dans  le  ^«membre  la  valeur  de  x  d-éja  trouvée., 

.qu'on  aiuppofée^TBZj  on  aura  x—-^-\ E -*-  \  EE+-  -^  —  ~ 

C'eft  la  formule  corrigée,,  qui  à  chaque  opération  fera  trou- 
ver une  partie  très-approchante  delà  racine  qu'on  cherche. 
On  trouvera  de  la  même  manière  que  pour  découvrir  les 
parties  de  la  .racine  d'une  quatrième  puhTance  imparfaite, 
il  faut t commencer,  çn  .cherchant  chaque  partie,  par  la 

formule  *===  —  ±E+-    ±EE  ■*- ^;  &  cette  partie  étant 

découverte  par  cette  formule,  on  la  fuppofera  =  m,  èc  on 
l'approchera  encore  plus  par  cette  formule  corrigée  x  = 

ï*?*"     J^+tEE^  xE        .6EE. 

Pour  la  cinquième  puifTance,  on  commencera  par  la  for- 
mule x  =  —  i  E  4-    -~  EE  .4-  -^-  ;  6c  après  avoir  trouvé 

la  valeur  de  la  partie  qu'on  cherche  par  cette  formule,  on 
la  fuppofera  =  tn3  &  on  fe  fervira  enfuite  de  la  formule 

\J  n"  m1  m*  wf 

■corngce  *  =  _  ±  E  +  V  £  EE  +  ^  -  X  —  IÏE  ~  Î5ET. 


L   i  v   r  e    V  I.  357 

Il  eft  facile  de  trouver  les  formules  pour  l'approximation 
des  racines  des  puiffances  numériques  imparfaites  plus  cle, 
vées ,  fi  l'on  en  a  befoin. 

Pour  fe  fervir  de  ces  formules  dans  l'approximation  des 
racines  des  puiffances  imparfaites,  par  exemple  pour  appro- 
cher de  la  racine  cubique  de  1 2.  =  8  -h  4  :  i°.  on  fubftituera 
dans  la  formule  par  oviil  faut  commencer,  la  première  par- 
tie de  la  racine  qui  eft  1 ,  à  la  place  de  E,  &:  4  à  la  place  de 
D3  6c  l'on  aura  la  féconde  partie  de  la  racine  qu'on  cherche. 
Pour  l'approcher  d'avantage,  on  la  fuppofera cette  féconde 
partie  repréfentée  par  m,  &  on  la  fubftituera  avec  les  pré- 
cédentes valeurs  de  E  &  de  D  dans  la  formule  corrigée,  6c 
l'on  aura  la  féconde  partie  de  la  racine  très-approchée. 

Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  racine,  on  cher- 
chera la  féconde  valeur  de  D  3  comme  aux  articles  1 6  8  ,,  1 69  $ 
on  fubftituera  cette  valeur  de  D  à  fa  place  dans  la  formule 
par  où.  il  faut  commencer,  6t  la  fomme  des  deux  parties  de 
la  racine  déjà  découvertes,  à  la  place  de  E',  &  on  aura  la 
troifiéme  partie  de  la  racine.  Pour  la  corriger,  c'eft  à-dire 
pour  la  rendre  plus  approchante,  on  la  regardera  comme 
repréfentée  par  m,  6c  on  la  fubftituera  avec  les  valeurs  pré- 
cédentes de  D  6c  de  E  dans  la  formule  corrigée  -,  6c  l'on 
aura  la  troifiéme  partie  de  la  racine  très-approchante.  On 
réitérera  l'opération  tant  qu'on  voudra  :  mais  le  calcul  en 
étant  plus  pénible  que  celui  qu'il  faut  employer  dans  l'ufage 
des  premières  formules ,  on  peut  fe  contenter  de  ces  premiè- 
res formules  •  Se  il  fuffit  ici  d'avoir  fait  concevoir  clairement 
la  formation  6c  l'ufage  des  unes  6c  des  autres. 

SECTIO  N     IV. 

Oui* on  enfeignea  refondre  toutes  les  équations  numériques* 
P   R  O-'B  L  ÊM  E    IV. 

I1'    RE  S  OV  D  RE  toute  équation  numérique  de  quelque  degré 
quelle  fuijje  être _,  lorfqu'eïïe  rCa  quune  inconnue. 

GEsT-à-dire  trouver  les  racines  commenfurables  d'une, 
équation  numérique,  lorfqu'elle  en  a  de  commenfura- 
bles  5  trouver  les  valeurs  approchées  des  racines  incommen- 
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furables,  Sl  en  continuer  L'approximation  à  l'infini  $  déter- 
miner fi  elle  a  des  racines  imaginaires  r  &  û  la  propofée  a 
de  ces  racines,  en  déterminer  le  nombre. 

On  fuppofe  que  l'équation  propofée  n'a  point  de  fractions- 
ni  d'incommenfurables  y  que  fbn  premier  terme  n'a  pas  d'au- 
tre coeficient  que  l'unité  -,  qu'elle  a  tous  Tes  termes ,  &.  qu'ils 
ont  alternativement  les  fignes  -t-  &:  — -. 

Met   h  o  d  e. 

*  148»  i°.  1 L  faut  trouver  par  le  premier  Problême*  toutes  les  équa- 
tions des  limites  de  l'équation  propofée. 

20.  La  racine  de  l'équation  linéaire  des  limites  fera  la 
limite  moyenne  des  deux  racines  de  l'équation  des  limites 
du  fécond  degré  $  zéro  &  fon  plus  grand  coeficient  négatif 
rendu  pofitif  3c  augmenté  de  l'unité,,  en  feront  les  limites 
extrêmes.  Par  le  moyen  de  la  limite  zéro  8c  de  la  limite 
moyenne  r  on  trouvera  la  première  &  plus  petite  racine  de 
l'équation  des  limites  du  fécond  degré ,  par  les  méthodes  du 
troifiéme  Problême  fi  elle  efl  commenfurable,  ou  fa  valeur 
approchée  fi  elle  eft  incommenfurable.  On  trouvera  de  mê- 
me en  fe  fervant  de  la  limite  moyenne  &:  de  la  plus  grande 
limite  extrême,  la  féconde  racine  delà  même  équation,ou; 
fa  valeur  approchée. 

Les  racines  de  l'équation  des  limites  du  fécond  degré, 
ou  leurs  valeurs  approchées ,,  feront  prifes  pour  les  limites 
moyennes  des  racines  de  l'équation  des  limites  du  3e  degré  -y 
zéro  &;  fon  plus  grand  coeficient  négatif  augmenté  de  l'uni- 
té ,  en  feront  les  limites  extrêmes.  On  trouvera  par  le  moyen 
de  ces  limites  les  racines  de  cette  équation  ou  leurs  valeurs 
approchées  r  qu'on  prendra  pour  les  limites  moyennes  des 
racines  de  l'équation  des  limites  du  quatrième  degré,  dont 
zéro  &  le  plus  grand  coeficient  négatif  augmenté  de  l'unité, 
feront  les  limites  extrêmes.  On  trouvera  par  le  moyen  de 
ces  limites  les  racines  de  cette  équation  du  quatrième  degré,, 
ou  leurs  valeurs  approchées ,  qui  feront  les.  limites  moyen- 
nês-des  racines  de  l'équation  des  limites  du  cinquième  degrés 
zéro  &:  le  plus  grand  coeficient  négatif  de  cette  équation 
du  cinquième  degré  augmenté  de  l'unité,  feront  les  limites 
extrêmes ,  &  par  le  moyen,  de  ces  limites  on  trouvera  les  ra- 
cines de  cette  équation  ou  leurs  valeurs  approchées. 
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Continuant  ces  opérations  jufqu'à  l'équation  propofée,  de 
quelque  degré  qu'elle  foit,  on  en  trouvera  toutes  les  racines 
lorfqu'elles  font  commenfurables,  ou  leurs  valeurs  appro- 
chées. 

3Q.  Si  Ton  trouve  qu'une  des  limites,  c'eft-à-dire  une 
des  racines  d'une  équation  des  limites,  étant  fubftituée dans 
l'équation  du  degré  immédiatement  plus  élevé,  6c  dans  tou- 
tes celles  qui  précèdent,  à  la  place  de  l'inconnue,  donne  zéro y 
c'eft-à-dire,  fi  toutes  ces  équations  ont  une  racine  commune, 
il  y  a  des  racines  égales  dans  la  propofée:  on  en  a  marqué  dans 
le  premier  Problême  la  manière  d'en  déterminer  le  nombre. 

4°.  Lorfque  la  racine  d'une  équation  des  limites  étant  fub- 
ftituée à  la  place  de  x  dans  l'équation  immédiatement  plus 
élevée  d'un  degré,  ne  donne  ni  zéro,  ni  une  fomme  toute 
connue  qui  ait  le  figne  h-  ou —  que  doit  donner  cette  racine 
prife  pour  limite  moyenne,  il  y  a  des  racines  imaginaires  dans 
la  propofée  -y  &;  comme  les  racines  imaginaires  font  toujours 
deux  à  deux  ,  il  y  en  a  deux  fois  autant  que  cela  arrive  de 
fois. 

.    application  de  la  méthode  aux  exemples. 

Exemple      I. 

JPOur  trouver  les  racines  de  x"  —  80**4-  iy<)%xx —  14937*4-  5000  =  0 
1  °.  on  en  trovera  par  le  pre- 
mier  Problème  les  équations    T 
des  limites ,    comme  on  les  """""" 

ifoitici:  te„        .     C        4**  —  *4°*?  4-3996**  — 14937^=0 

1    équation  J  ou  ^ —  240**4-3996*    — 14937   =0 

des  limites.  ) 

C        3  *•  x 0. 

12**    480**4- 3  996*  =  O 

OUJ2** 480*     4-3996     =0, 

2e  équation)  ou  bien  encore  en  divifant  chaque 

des  limites. \  terme  Par  \ 1  >  <Iui  s'en  rrouve  un 
divifeur  exa&: 

xx  — 40*      4-333        =° 
2  1  o. 


o: 


3e  équation  f         lxx  —  40*  =  o 
des  limites. \     ou  x    —  20    5=  o. 
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io.  On  prendra  la  racine  20  de  l'équation  linéaire  x —  20 
s=  o,  pour  la  limite  moyenne  des  deux  racines  de  la  féconde 
équation  des  limites  xx  —  40.*  ■+-  3  3  3  =Oj  6c  l'on  pren- 
dra zéro  ■&  le  plus  grand  coëficient  négatif  augmenté  de 
l'unité  pour  les  limites  extrêmes  y  Se  les  limites  des  racines 
feront  o,  20,  41. 
i£<?. .  On  cherchera  par  la  première  méthode  du  3e  Problême,  * 
i  la  première  Se  plus  petite  racine  de  xx  —  40.V  h-  33  3  =s=  o .,, 
en  fe  fervant  des  limites  o  6c  20  $  &  l'on  trouvera  que.  cette 
racine  eft  incommenfurable,  6c  qu'elle  eft  entre  1 1  qui  don- 
ne-*- 14,  £t  1  2  qui  donne  —  3.  On  prendra  pour  la  valeur 
approchée  de  cette  première  racine  1,1  ou  iu 

On  trouvera  de  même  en  fe  fervant  des  limites  20  èc  4.1 , 
que  la  féconde  racine  eft  incommenfurable ,  6c  qu'elle  eft 
entre  28  qui  donne v  étant  fubftituée  à  la  place  de  xp  la  fom- 
me  toute  connue — 3, 6c  29  qui  donne -t- 14.  On  prendra  pour 
la  valeur  approchée  de.  cette  féconde  racine  28  ou  29. 

Ainfi  o ,  12,  28 ,  6c  le  phis  grand  coëficient  négatif  de 
la  première  équation  des  limites  4..^ —  x^oxx  -+-  3996* 
—  14937=:  o,  feront  les  limites  de  cette  équation.  Pour 
avoir  ce  plus  grand  coëficient  négatif,  il  faut  divifer  tous 
les  termes  par  le  coëficient  4  du  premier  terme ,  afin  d'avoir 
l'équation  *'  —  6oxx-\-  999^ — 3734^  =  0,  dont  le  pre- 
mier terme  n'a  pas  d'autre  coëficient  que  l'unité  -y  6c  fes  limi- 
tes feront  o,  12,  28,  3756. 

On  trouvera  par  la  première  méthode  du  troisième  Pro- 
blême ,  en  fe  fervant  des  limites  o  6c  1  2 ,  que  la  première 
6c  plus  petite  racine  eft  entre  5  qui  donne  le  flgne  — ,  6c  6 
qui  donne  le  figne  -k  On  prendra  pour  la  valeur  approchée 
de  cette  racine  5  ou  6. 

On  trouvera  de  même  en  fe  fervant  des  limites  1  2  6c  28 , 
que  la  féconde  racine  eft  entre  21  qui  donner-,  6c  22  qui 
donne  — .  On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de  cette 
féconde  racine  21  ou  22. 

On  trouvera  en  fe  fervant  des  limites  2 S  Se  3736  ,  que  la 
troifiéme  racine  eft  entre  34  qui  donne —  24^,  6c  3  5  qui 
donne  ■+■  605  J,  On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de 
cette,  racine  34  ou  35. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  propofée  font  o,  6,  11 

34)  14938, 

On 
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On  trouvera  par  la  première  méthode  du  troifiéme  Pro- 
blême, en  le  fervant  des  deux  limites  o  &  6,  que  la  première 
&c  plus  petite  racine  de  la  propofée ,  eft  entre  zéro  6c  l'unité  j 
&  fi  on  fe  fert  enfuite  de  la  troifiéme  méthode,  on  trouvera 
qu'elle  eft  entre  —  &  i^î  car  rs  donne  ■+-,  6c  ^  donne — . 

On  trouvera  de  même ,  en  fe  fervant  des  deux  limites  G 
6c  2 1 ,  que  la  féconde  racine  de  la  propofée  eft  entre  1 1  qui 
donne  — ,  6c  13  qui  donne-»-. 

On  trouvera,  en  fe  fervant  des  deux  limites  21  6c  34,  que 
la  troifiéme  racine  de  la  propofée  eft  entre  3  2  qui  donne  -*-, 
6c  33  qui  donne — . 

Enfin  on  trouvera  en  fe  fervant  des  deux  limites  34  6c 
1493  8 ,  que  la  quatrième  &  plus  grande  racine  de  la  propo- 
fée eft  entre  34  qui  donne  — ,  6c  3  5  qui  donne-»-. 

Ainfî  les  quatre  racines  delà  propofée  font  incommenfu- 
râbles  5  la  première  ou  plus  petite  furpafle  —  ,&.&&:  moin» 
dre  que  -—.qui  font  [es  valeurs  approchées. 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  féconde,  font  la 
moindre  1 2  6c  la  plus  grande  1 3 . 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  troifiéme,  font  la 
moindre  3  2  6c  la  plus  grande  3  3, 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  quatrième ,  font 
la  moindre  34  à  la  plus  grande  3  5. 

Si  l'on  veut  après  cela  approcher  à  Pin-fini  de  chacune  de 
ces  racines ,  il  faut  fe  fervir  de  la  troifiéme  méthode  du  troi- 
fiéme Problême 5  *  6c  fi  l'on  ne  craint  pas  la  longueur  du  *if8. 
calcul ,  il  faut  fe  fervir  de  la  quatrième  méthode,  *par  le  *  i&t 
moyen  de  laquelle  on  trouve  à  chaque  opération  des  valeurs 
extrêmement  approchées  des  racines  qu'on  cherche, 6c  qu'on 
ne  fçauroit  trouver  exactement  par  les  nombres  ^  puifqu'elks 
font  incommenfurables. 

Remarques  four  la  pratique  de  ce  Problème. 

L 

IL  faut  toujours  avoir  en  vue  le  figne  que  doit  donner 
chaque  limite  :  Que  la  moindre  limite  &  toutes  les  grandeurs 
moindres  que  la  plus  petite  racine  d'une  équation ,  doivent 
donner  le  figne  du  dernier  terme  de  cette  équation. 

Que  la  féconde  limite  6c  toutes  les  grandeurs  moindres 
que  la  féconde  racine,  mais  plus  grande  que  la  première  $ 
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doivent  donner  le  figne  contraire  à  celui  du  dernier  terme. 

Que  la  troiiîéme  limite  6c  toutes  les  grandeurs  moindres 
que  la  troifiéme  racine,  mais  plus  grandes  que  la  féconde  r 
doivent  donner  le  figne  du  dernier  terme» 

Que  la  quatrième  limite  6c  toutes  les  grandeurs  moindres 
que  la  quatrième  racine ,  mais  plus  grandes  que  la  troifiéme^ 
doivent  donner  le  figne  contraire  à  celui  du  dernier  terme. 

Et  ainfi  de  fuite  jufqu'à  la  dernière  6c  plus  grande  limite,, 
qui  doit  toujours  donner  le  figne  -+-  ^  &  toutes  les  grandeurs, 
qui  furpafTent  la  plus  grande  &  dernière  racine ,  doivent  don* 
ner  le  même  figne  -k 

Qu'entre  les  grandeurs  qui  font  moyennes  entre  les  deux: 
mêmes  racines,  &  qui  donnent  le  même  figne,  celles  qui  don- 
nent de  moindres  reftes  que  les  autres,  approchent  plus  delà, 
racine  qu'on  cherche. 

IL 

Quand  on  cherche  les  racines  d'une  équation  des  limites,, 
ou  de  la  propofée,  dont  on  a  les  limites  -y  il  faut  toujours 
commencer  parla  première  méthode  du  troifiéme  Problè- 
me, me,  *  &  la  continuer  jufqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  les  racines 
exa&es,  lorfqu'elles  font  commenfurables ;  ou,  quand  elles 
font  incommenfurables ,  jufqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  leurs 
valeurs  approchées  en  entiers ,  qui  ne  différent  entre  elles 
que  de  l'unité,  dont  l'une  foit  moindre  6c  l'autre  plus  grande 
que  la  racine  qu'on  cherche. 

S'il  faut  enfuite  trouver  des  valeurs  en  fra&ions  qui  appro- 
chent de  plus  en  plus  à  l'infini ,  on  fe  fervira  de  la  troifiéme 

*  i^8.  méthode  du  troifiéme  Problême  $  *  6c  fi  l'on  veut  bien  pren- 

*  içp.  dre la  peine  du  calcul,  on  fe  fervira  de  la  quatrième  méthode,* 

par  laquelle  on  trouve  à  chaque  opération  des  valeurs  qui 
approchent  bien  de  plus  près  de  la  racine  qu'on  cherche. 

III. 
Lorfque  les  racines  d'une  équation  des  limites  font  com- 
menfurables, on  les  appellera  les  limites  exacl.es,  &  l'on  eft 
afTuré  qu'étant  fubftituées  à  la  place  de  l'inconnue  dans  l'é- 
quation dont  elles  font  les  limites,  elles  donneront  les  fignes 
qu'elles  doivent  donner ,  fans  même  en  faire  la  fubfHtution  , 
fi  les  racines  de  cette  équation  font  inégales  -,  6c  que  celles 
des  limites  qui  font  égales  à  quelques-unes  des  racines, 
donneront  zéro,  quand  il  y  a  des  racines  égales  -,  6c  qu'enfin 
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celles  de  ces  limites  exactes  qui  ne  donneront  ni  zéro,  ni  le 
figne  qu'elles  doivent  donner ,  feront  connoître  qu'il  y  a 
des  racines  imaginaires  dans  l'équation  dont  elles  font  les 
limites ,  èc  dans  la  propofée. 

Mais  quand  les  racines  d'une  équation  des  limites  ne  font 
pas  commenfurables,  l'on  n'eft  pas  afTuré  que  leurs  valeurs 
approchées  en  nombres  entiers,  qu'on  appellera  ici  les  limi- 
tes approchées  en  entiers,  donnent  toujours  les  fîgnes  qu'eL 
les  doivent  donner.  Comme  cependant  il  arrive  ordinaire- 
ment que  les  limites  approchées  en  nombres  entiers,  don- 
nent les  fîgnes  que  doivent  donner  les  limites  exactes,  parce- 
qu'ordinairement  les  racines  des  équations  dont  elles  font 
les  limites ,  différent  entr'elles  de  plufieurs  imitez  j  quand 
on  a  trouvé  ces  limites  approchées  parla  première  méthode^ 
il  faut  les  fubftituer  à  la  place  de  l'inconnue  dans  l'équation 
dont  elles  font  les  limites ,  pour  voir  fî  elles  donnent  les  fî- 
gnes qu'elles  doivent  donner  5  èc  fi  l'on  trouve  qu'elles  les 
donnent,  il  faut  s'enfervir  pour  trouver  les  racines ,  comme 
Ton  a  fait  dans  l'exemple  précèdent. 

Si  les  limites  approchées  en  nombres  entiers ,  ne  donnent 
pas  les  fîgnes  des  limites  exactes  ,  ce  qui  arrive  lorfque  les 
racines  de  l'équation  dont  elles  font  les  limites,  font  incom- 
menfurables,  &  ne  différent  entr'elles  que  par  des  grandeurs 
moindres  que  Tunité,  il  faut  alors  continuer  l'approxima- 
tion des  limites  par  la  3  e  ou  4e  méthode. 

Ou  bien  il  faut  d'abord  multiplier  les  racines  de  la  pro- 
pofée par  10,  ou  par  100,  ou  iooOj&c.  en  mettant  un  ou 
plufieurs  zéros  au  fécond  terme,  deux  fois  autant  au  troi- 
sième terme,  trois  fois  autant  au  quatrième  terme,  8c  ainfî 
de  fuite  5  ôc  après  cela  les  racines  différeront  entr'elles  de 
plufieurs  unitez ,  &  les  limites  approchées  en  nombres  en- 
tiers qu'on  trouvera  ,  donneront  les  fîgnes  que  doivent  don- 
ner les  limites  exactes,  lorfque  les  racines  delà  propofée  fe- 
ront réelles  êe  différentes  entr'elles  :  &  fî  elles  ne  les  don- 
noient  pas,  ce  feroit  une  marque  qu'il  y  auroit  dans  la  pro- 
pofée des  racines  égales  încommenfurables ,  ou  des  racines 
imaginaires.  On  en  fera  une  remarque  à  la  fin  des  exemples. 

Mais  quand  on  a  ajouté  des  zéros  au  fécond  terme  de  la 
propofée  &  aux  autres  termes  ,  il  faut  dîvifer  les  valeurs 
approchées  des  racines  de  la  propofée ,  quand  on  les  aura 
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trouvées ,  par  l'unité  précédée  d'autant  de  zéros  qu'on  en  jc 
mis  au  fécond  terme  de  la  propofée,  et  ces  fradions  feront 
les  valeurs  approchées  des  racines  delà  propofée*. 

Ii  faut  donc  remarquer  qu'on  trouvera  toujours  les  limi- 
tes approchées  en  nombres  entiers,  du  moins  en  ajoutant 
des  zéros  au  fécond  terme  êc  aux  autres  termes,  de  la  propos 
fée ,  lorfque  fans  cela  on  ne  peut  pas  les  trouver  en  entiers  ? 
ou  des  limites  approchées  en  fradions,  en  continuant  l'ap*. 
proximation  par  la  troifiéme  ou  quatrième  méthode,  leC 
quelles  limites  donneront  les  fignes  que  doivent  donner  les 
limites  exades ,.  lorfque  les  racines  de  l'équation  font  toutes 
réelles  &  inégales. 

Ainfi  il  l'on,  ne  pouvoie  pas  trouver  ces  limites,  ce  feroit 
une  marque  afTurée  que  les  racines  de  Ta  propofée  neferoieno 
pas  toutes  inégales ,  &  qu'il  y  en  auroit  d'égales,  mais  incom- 
menfurables,  ou  bien  qu'il  y  auroit  des  racines  imaginaires. 

'IV. 
On  peut  fouvent  diminuer  le  calcul  de  la  méthode  de  ce 
quatrième  Problême,  en  faifant  quelques  tentatives ,.  fur- 
tout  en  deux  chofeSo.. 

La  première  eft ,  quand  la  plus  grande  limite ,  qui  eft  le 
plus  grand  coëfîcient  négatif  rendu  pofîtif  Se  augmenté  de 
l'unité,  furpaffe  confiderablement  la  limite  pénultième r 
comme  dans  le  premier  exemple,  où  la  plus  grande,  limite 
14938  ,  furpafle  confiderablement  la  pénultième  limité  34  > 
au  lieu  de  fe  fervir  de  la  plus  grande  limite,  on  peut  faire 
quelques  tentatives  fur  des  grandeurs  plus  approchantes  de 
la  limite  pénultième,  comme  dans  le  premier  exemple  on. 
peut  efïàyer  fi  la/ubftitution  de  40  à  la  place  de  l'inconnue ,. 
ne  donnera  point  le  figne  -4-  de  la  plus-grande  limite  $  &  com- 
me l'on  trouve  que  40  donne  le  figne -k,  on  eft  afïuré  que 
40  furpafTe  la  plus  grande  racine  de  la  propofée^  &  on  fe  fer- 
vira  âes  limites  34  &40,  pour  la  trouver  par  la  première  mé- 
thode, au  lieu  des  limites  34&  14933.. 

La  féconde  eft,  qu'avant  de  réfoudre  les  premières  &  les; 
plus  compofées  équations  des  limites ,  c'eft-à-dire  avant  d'en- 
chercher  toutes  les  racines ,  on  peut  faire  des  tentatives , 
pour  voir  fi  les  racines  exades  ou  approchées  des  dernières 
&:  plus  (impies  équations  des  limites,  ne  peuvent  point  fervir 
immédiatement  de  limites  aux. racines  de  la  propofée,  enu 
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iùbftituant  ces  racines  des  dernières  équations  des  limites, 
à  la  place  de  l'inconnue ,  immédiatement  dans  l'équation 
propofée  -y  on  trouvera  le  plus  fouvent  qu'elles  donnent  les 
iîgnes  que  doivent  donner  les  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée ,  5t  on  les  prendra  dans  ce  cas  pour  ces  limites  des 
racines  de  la  propofée. 

Par  exemple ,  lorfqifon  a  trouvé  que  les  racines  appro- 
chées de  l'équation  des  limites  du  fécond  degré  dans  le  pre- 
mier exemple,  font  la  plus  petite  n  ou  i-z,  la  plus  grande  28 
ou  29,  on  fubftituera  la  première  de  ces  racines  1 1  ou  1  2 ,  à 
la  place  de  l'inconnue  dans  la  propofée  5  6c  trouvant  une 
fomme  toute  connue  qui  a  le  ligne  — ,  qui  eft  celui  que  doir 
donner  la  féconde  limite  des  racines  delà  propofée,  on  pren- 
dra 1 1  ou  1  2  pour  la  féconde  limite ,  &  l'on  aura  pour  les 
deux  limites  de  la.  première  6c  plus  petite  racine  de  la  pro- 
pofée, O  &  12, 

On  fubftituera  de  même  28  ou  29 ,  8c  trouvant  que  28  ou 
29  donne  le  figne  -h,  qui  eft  celui  que  doit  donner  la  troi- 
lïéme  limite,  on  prendra  1  2  &  28  pour  les  deux  limites  donc 
il  faut  fe  fervir  pour  chercher  la  féconde  racine  de  la  pro- 
pofée. 

D'où  l'on  voit  que  pour  avoir  toutes  les  limites  de  la  pro- 
pofée,.  il  ne  faudra  plus  chercher  que  la  grandeur  qui  fur- 
paiTe  28  ,  &  qui  donne  le  figne — ,  c'eft-à-dire  la  limite  qui 
furpaiFe  la  troifiéme  racine  delà  propofée,  6c  qui  eft  moin- 
dre que  la  quatrième  b  ainfi  il  ne  faudra  chercher  dans  l'é- 
quation des  limites  du  troifiéme  degré,  que  la  plus  grande 
racine  feule,  dont  les  limites  font  28  6c  3736,  6c  le  calcul 
le  trouve  bien  abrégé  par  ces  tentatives. 

Un  peu  de  pratique  fera   trouver  beaucoup  d'autre^ 
abrégez. 

Ex    E    M    P    LE        I  H 

POur  trouver  les  racines  de  l'équation  x6  —  jxx  -*-  ^=  o~£ 
qui  n'eft  que  du  troifiéme  degré ,  par  lefquelles  on  aura  les: 
valeurs  de  x  linéaire  dans  cette  équation  3  iû.  ilfaar  là  trans- 
former en  une  autre  équation  qui  ait  tous  fes  termes-  avec 
tes  lignes  alternatifs  -+-  6c  —  j  ce  qui  fe  fera  en  fuppofanr 
£  —  ^_X3  d'où  Ton  aura- #Ar;=  8 — &  &  fubftituanç 
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g ,^à  la  place  de  x3  on  aura  la  transformée  que  voici/ 

qu'on  regardera  comme  la  propofée. 

2°.  1 1  faut  en  trouver      %l  —  % 45&-H  1 8  5  2^ —  462=  o; 
les  équations  des  limi-       3  2  1  o 

zqs^  comme  on  les  voit ■— 

Ici  ;:  3  <  —  48^-t-  1 8  5^==  °  > 

divi/ànt  pat  3X. >  on  aura  la  première  équation  des  limites*, 
flr^  —  1 6s^+-  61  |=  o. 


o. 


i^ — 16^=03 

divifant  pat  iz. ,  on  aura  la  dernière  équation  des  limites^ 
^__8  =  o, 

30.  Il  faut  prendre  la  racine  8  de  l'équation  linéaire  des 
limites  2^ —  8  =0,  pour  la  limite  moyenne  entre  les  deux 
racines  de  la  première  équation  des  limites,  &c  les  trois  limi- 
tes des  deux  racines  de  cette  première  équation  des  limites 
feront  0,8,17. 

En  cherchant  la  première,  c'efl-à-dire,  la  plus  petite  racine 
de  l'équation  ^.—  16^-*-  6 1  y  =  o  ,  par  le  moyen  de  Ces 
deux  limites  o  &  8  ,  on  trouve  qu'elle  furpafle  6 ,  &  qu'elle 
eft  moindre  que  7. 

Pour  abréger,  on  pourra ,  avant  de  chercher  la  féconde 
racine  de  la  première  équation  des  limites ,  tenter  fî  la  fub- 
ftitution  de  l'une  ou  l'autre  des  limites  6  ou  7,  à  la  place  de 
^  dans  la  propofée ,  ne  donneroit  point  le  ligne  -t-  que  doit 
donner  la  féconde  limite  des  racines  de  la  propofée ,  &  en 
fervir  elle-même,  en  cas  qu'elle  le  donne.  Mais  trouvant 
que  la  fubftitution  de  6  au  lieu  de  2^  dans  la  propofée  donne 
zéro,  on  a  par  cette  {impie  opération  6  pour  la  première 
racine  de  la  propofée  2^  —  242^-4-  &c. 

Pour  abréger  encore  le  calcul ,  on  divifera  la  propofée 
si  —  242^4-  &c.  par  l'équation  linéaire  s^ —  6  =  0,  quî 
contient  fa  première  racine  ^  &;  l'on  aura  le  quotient  ^ — 1&\ 
<+-  77  =?=  o ,  qui  contient  les  deux  autres  racines  de  la  pro- 
pofée. 

On  pourra  enfin,  pour  abréger ,  réfoudre  cette  équation 
qui  contient  les  deux  autres  racines  de  la  propofée ,  par  la 
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snéthode  qui  convient  au  fécond  degré ,  &  Ton  trouvera 
que  fes  racines  font  7  &  n, 

Pour  achever  la  réfolution  r  on  fubftituera  fuccefîivement 
les  trois  racines  6,  76c  1 1  delà  transformée  ^—  24^-4- &c. 
dans  l'équation  8  —  xx  =  ^,  ou  xx;  =  8  —  ^  qui  a  fervi 
à  la  transformation  5  &  l'on  trouvera  les  trois  valeurs  de  xx 
dans  xs — jxx  -4-  6  =  o ,  qui  font  xat  =  i  ,  #a;  =  2  ,  ata;  = 

—  3. 

D'où  Ton  tirera  les  fïx  valeurs  de  a:  linéaire,  dans  la  pro- 

pofée  x6 — 7ATA;-i-6  =  oî  qui  font  x  =  -*-v/i ,  at=  —  V'i  L 
x  =  -+-  V2  ,  a;  =  —  V2  5    *=:  -4- V —  3  ,  *  =  —  v'— -  3, 
D'où  l'on  voit  que  x  a  quatre  valeurs  réelles,  ôc  deux  va- 
leurs imaginaires  dans  la  propofée  x6  - —  jxx  -k*  6  =  0$,  êC- 
la  propofée  eft,  entièrement  réfolue.. 

Exemple      II  L 

POur  trouver  les  valeurs  approchées  des  trois  racines  de 
l'équation  irréductible  du  3e  degré  x1 — zyoox  ■+-  32400 
=  0,  dont  les  deux  plus  petites  racines  font  pofitives,  ôc 
dont  la  plus  grande  eft  négative  6c  égale  à  la  fomme  des 
deux  autres,  puifque  le  fécond  terme  eft  évanoui  ^  i°.  11  faut 
la  transformer  en  une  autre  qui  ait  tous  fes  termes,  ôcdont 
toutes  les  racines  foient  pofitives  -r  ce  qu'on  fera  en  fuppofanç 
le  plus  grand  coëfîcient  négatif  rendu  pofitif  &  augmenté 
de  l'unité  moins  une  nouvelle  inconnue  z^3  égal  à  l'incon- 
nue x  y  ce  qui  donnera  2701  — ^=  x  h  &  en  fubftituant 
cette  valeur  de  at  à  fa  place  dans  la  propofée,  on  aura  la 
transformée  fui  vante,  <— 8103^-4-21883503^— 19697617801=50; 
qui  a  les  conditions   321  o 

propres  à  y  appliquer  ,_  l6l66«+„M}jo 3^=0. 

la  méthode  du  qua-  ^  J   J^ 

triéme  Problême.  divifant  par  j*.,  l'on  a  la  première 

„  T1  r  1  équation  des  limites, 

20.  Il  raut  trouver  les        * 

équations  des  limites  KK — 54022L-*-  7294501  =  0. 
des  racines  de  la  trans-   2  1  o. 

formée'  comme  on  le  .  -  . .  . 

voit  ici:  ^-$40x^=0. 

La  racine  de  la  2«       divifant  par  %%.,  Ton  a  la  féconde 
équation   des   limites       Ration  des  limites, 
étant  5^=  2701,  les  ^ —  2701  =  o,. 
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limites  desracines  delà  première  équation  des  limites  feront 
o,  1701,  5403.  On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  limites,  ou 
iî  l'on  veut  par  la  mérhode  des  équations  du  fécond  degré, 
que  les  racines  de  la  première  .équation  des  limites  font  exa- 
-clément  2.67,1  6c  273 1,, 

Ainfî  les  limites  des  racines  de  la  transformée  feront 
o,  .2671 ,  2731 ,  196976 17802. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  deux  premières  limites 
o,  2671,  que  la  première^  plus  petite  racine  de  la  trans- 
formée eft  entre  x  6  5  6.,  qui  étant  fubftituée  à  la  place  de  ^â 
donne  le  figne — p  6c  2657  qui  donne -h. 

On  trouvera  par  le  moyen  de  la  féconde  6c  troifiéme 
limite  2671 ,  273  1 ,  que  la  féconde  racine  de  la  transfor* 
mée  eft  entre  2688  qui  donne  -h,  6ç  2689  qui  donne- — . 

Il  eft  inutile,  comme  on  le  va  voir,  de  fe  donner  la  peine 
de  chercher  la  valeur  approchée  entre  deux  limites  qui  ne 
difFerentque  de  l'unité ,  de  la  troifiéme  racine  de  la  transfor- 
mée^ comme  aufll  de  trouver  des  valeurs  plus  approchées 
de  la  première  &;  de  la  féconde  racine  de  la  transformée. 

30.  Il  faut  fubftituer  dans  l'équation  {impie  270 1  —  ^=.v; 
qui  a  feryi  à  .trouver  la  transformée,  à  la  place  de  ^,  les 
yaleurs  approchées  en  entiers  de  la  première  £c  féconde  ra- 
cines de  la  transformées  6c  l'on  trouvera  la  première  6c  plus 
petite  valeur  de  x  dans  la  propofée  entre  1  2,  qui  y  étant  fub- 
ftituée à  la  place  de  x  3  donne  -t-,  ,6c  1 3  qui  donne  — . 

On  trouvera  de  même  la  féconde  valeur  de  x  dans  la  pro- 
pofée entre  44  qui  donne  — r,  6c  45  qui  donne-*-. 

On  trouvera  enfuite  des  valeurs  approchées  en  fractions 
de  la  première  de  féconde  racines  de  la  propofée  tant  près 
qu'on  voudra,  en  employant  la  troifiéme  ou  la  quatrième 
méthode  du  troifiéme  Problême. 

Et  comme  l'on  fçait  que  la  troifiéme  6c  plus  grande  racine 
de  la  propofée  eft  égale  à  la  fomme  des  deux  autres ,  il  n'y 
aura  qu'à  prendre  la  lorame  des  valeurs  approchées  de  la  pre- 
mière 6c  féconde  racines ,  6c  la  rendre  négative ,  §<.  ce  fera  la 
valeur  approchée  de  la  troifiéme  racine  de  la  propofée. 

Ou  bien  fi  l'on  veut  chercher  la  troifiéme  racine  de  la 
propofée  en  particulier,  on  la  rendra  pofitive  en  changeant 
le  figne  du  quatrième  terme  de  la  propofée ,  6c  l'on  aura 


& 


2700X— -  32400  =  0. 
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On  prendra  la  fbmme  des  deux  moindres  limites  en  nom- 
bres entiers  des  deux  plus  petites  racjnes,  lesquelles  limites 
font  1 1  &;  44,  &c  cette  fomme  56  fefa  la  moindre  limite  de 
la  troifïéme  racine  de  la  propofée,  qui  étant  fubftituée  à  la 
place  de  x ,  donnera  le  ligne  — % 

On  prendra  de  mcme  la  fomme  des  deux  plus  grandes 
limites  1 3  &  45  des  deux  premières  racines  de  la  propofée, 
&  cette  fomme  58  fera  la  plus  grande  limite  de  la  troifïéme 
racine  de  la  propofée,  qui  étant  fubftituée  donnera-*-. 

On  trouvera  en  employant  la  première  méthode  du 
troifïéme  Problême  avec  ces  deux  limites  j6  &  j8,  que  là 
troifïéme  racine  de  la  propofée  eft  entre  57  qui  donne  — , 
&  58  qui  donne  r4-i&  en  employant  la  3  e  ou  la  4e  méthode 
du  troifïéme  Problème,  on  trouvera  la  valeur  approchée  en. 
fractions  tant  près  qu'on  voudra  de  la  troifïéme  racine  de  la 
propofée. 

Exemple  IV.  où  il  y  a  des  racines  égales. 

POur  trouver  les  racines  de  l'équation  fui  van  te  du  qua- 
trième degré  ^  i°.  on  en  trouvera  les  équations  des  limites  com- 
me on  les  voit  ici ...  .       x*  —  14.x jh-  i  9 1  xx  —  640*  -*-  76  8  =  o. 
a°.Laracinedelader-        43  2  10 

niere  équation  des  li-    — — ■ 

mites  étant  6 vles.limi-   4*  —iix  +  tf+xx  —  e+ox^Oi 

tes  des  racines  de  la  fe-  divifant  par  4*3  on  aura  la  première 

conde  feront  o  ,<é ,  13.  équation  des  limites , 

On  trouvera  par  le  x% —  i8xx-h?6x — 160  =  0. 

moyen  des  limites  o,  6,  3        2             1           o. 

que  la  première  racine 

de  la  féconde  équation  3*  — ■3S**-*-9**aaBO-* 

des  limites  eft  45  &  par  divifant  par  3* >  on  aura  la  féconde 

le  moyen  des  limites  6  équation  des  limites, 

w&  13,  que  la  féconde  eft  Xx  —  1  ix  •+-  3  2  =  o. 

8j  ainfî  les  limites  des  z         x        o. 

racines  de  la  première 

équation  des  limites  fe-  *xx  —  1  "lx  =  o  5 

ront  o ,  4,  8  ,  161.  divifant  par  ix ,  on  aura  la  troiiiéme 

Mais  on  trouvera  en  équation  des  limites, 

cherchant  la  première  ^ n 

racine  de  la  première 
Tome  1. 
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équation  des  limites  entre  o  &  4 ,  que  4  eft  une  racine  exacte» . 

Ainfi  il  y  a  dans  la  .première  équation  des  limites  deux- 
racines  égales  à  4,  .&  iï  y  a  dans  la  propofée  trois  racines 
égales  à  4,  car  on  trouve  zéro  en  y  fubftituant  4. . 

Le  plus  court  eft  quand  on  trouve  ainfi  des  racines  égales 
exactes,  de  divifer  la  propofée  par  l'équation  qui  eft  le  pro~ 
duit  des  trois  équations  linéaires  des  trois  racines  égales  à  4, 
lequel  produit  eft  xl—  1  zxx  •+•  48^  —  64 ..=  o  j  &  le  quo- 
tient x — *  1  2  =*o,  contiendra  les  racines  inégales ,  qui  ions 
Ici  la  feule  #==  1-2. 

\  Si  l'on  vouloir  employer  la  méthodede  ce.  4e  Problême. 
à  trouver  la  racine  inégale  de  la  propofée ,  il  faudroit  trou- 
ver la  troifiéme  racine  de  la  première,  équation  des  limites,, 
en  fe  fervant  de  la  limite  8  &  du  plus  grand  coëficient  né- 
gatif augmenté  de  l'unité  ,  qui  eft  1 61  pour  la  féconde. li- 
mite, .&  on  trouveroit  que  cette  racine  eft  10.  On  fe  fervi- 
roit  enfuite  de  cette  racine  10  pour  première  limite,  &  du 
plus  grand  coëficient  négatif  de  la  propofée  augmenté  de: 
l'unité ,  qui  efl  641 ,  pour  féconde  limite  -,  St  l'on  trouveroit 
par  lé  moyen  de  ces  deux  limites ,  que  la  quatrième  racine 
de  la  propofée  eft  1  2. 

On  peut  remarquer  qu'on  a  dit  qu'il  falloit  chercher  la 
racine  inégale  de  la  première  équation  des  limites,  entre: 
les  limites  8  6c  161 ,  parceque  8  furpaffe  la  racine  égale  4$ 
mais  fi  la  racine  égale  avoir  fur  paiTé  8  ,  il  auroit  fallu  cher- 
cher la  racine  inégale  entre  o  6c  8.  De  même  fi  la  racine 
égale  eût  furpaifé  la  limite  10,  que  la  première  équation 
des  limites  donne  pour  limite  dé  la  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée, il  auroit  fallu  chercher  la  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée entre  zéro  &  la  limite  10. 

Exemple  V.où  les  racines  sont  imaginaires. 

I  Ôur  réfoudre  l'équation  x4 ^x'-t-éSx*: — 192*4-188=0» 

i°.  On  trouvera  toutes  les  432  1  o. 

équations  des  limites,  corn-  ^__^*,hh  136*—  192^  =  05 
me  on  les  voit  ici  :  divifant  par  4*,  on  aura  la  première 

2°.  La  racine  de  la  der-  équation  des  limites , 

niere   équation  des   limites      x' — 9*x-j-34x  —  48=0. 

étant  3 ,  les  limites  des  raci-      3  2  1  6- 

nés  delà  féconde  équation  yx' — i%xx  +  }4-x  =  c-} 


vi.  m 

divifant  par  $*,  on  aura  la  féconde 
équation  des  limites, 
i 


xx  —  6x  •+•  i  ï  j 

-2  I  O. 


o. 


ixx —  6x  =  o  5 

divifant  par  ix,  on  aura  la  dernière 
équation  des  limites, 

x  —  3  ==  o. 
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des  limites  feront  0,3,  7. 

Mais  on  trouve  que  la  li- 
mite 3  étant  fubftituée  dans 
la  féconde  équation  dQs  li- 
mites à  la  place  de  at,  donne 
le  figne  4-  au  lieu  du  figne  — 
qu'elle  devroit  donner  3  ainfï 
l'on  eft  allure  que  les  deux 
racines  de  la  féconde  équa- 
tion des  limites  font  imagi- 
naires,^ que  par  conféquent  il  y  a  deux  racines  imaginaires 
dans  la  première  équation  des  limites,  &;  dans  la  propofée. 

La  féconde  équation  des  limites  ne  donnant  aucunes  li- 
mites pour  les  racines  de  la  première  équation  des  limites, 
on  n'aura  pour  les  limites  de  la  racine  réelle  de  la  première 
-cquation  des  limites ,  que  o  6c  49. 

On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  deux  limites,  que  3  eft 
la  racine  réelle  de  la  première  équation  des  limites. 

Ainfi  on  aura  pour  les  limites  des  deux  racines  delà  pro- 
pofée qui  relient  à  trouver,  0,3,  193. 

Mais  l'on  trouve  que  la  limite  3 ,  qui  eft  une  limite  exacte, 
donne  le  lignes-  au  lieu  du  figne —  qu'elle  devroit  donner  j 
(  car  la  limite  o  &  la  limite  193  donnent  chacune  le  figne  «+-) 
cela  fak  voir  qu'il  y  a  encore  deux  racines  imaginaires  dans 
la  propofée. 

La  propofée  eft  réfolue, car  fçachant  que  ces  quatre  raci- 
nes font  imaginaires,  on  eft  allure  que  le  Problême  exprimé 
par  cette  équation,  eft  impoffible,  ou  renferme  contradiction 0 

EX  E  M  PL  E   VI.    QJJ  I    APPARTIENT    A     U  N    C  AS    QJj'l  L 
FAUT  REMARQUER  PAR  RAPORT  A  CETTE  METHODE. 


xOur  réfoudre  l'équation 
i°.  Il  faut  trouver  les  équa- 
tions des  limites,  comme 
on  les  voit  ici  : 
i°.  La  racine  de  la  derniè- 
re équation  des  limites  étant 
.4,  on  aura  pour  les  limites 
des  racines  de  la  féconde 
équation  des  limites  0,4,  9. 


x* — ïêxPvh  jixx  —  64.x-*-  16  =  0. 
431  1         o» 


4* 


x 
3 


—  48  AT* -H  144ATA: —  64^=  O5 

divifant  par  4* ,  on  aura  la  première 
équation  des  limites , 

—  hâta;  ■+•  $6x —  16  =  0. 

210. 


3V 24ATAT-t-  3  6x  =  O  3 
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On  trouvera  par  le  moyen        divifant  par  $x ,  on  aura  la  fetondfe 
des  limites  o  6C  4,  que  la     équation  des  limites ,-. 
première  &  plus  petite  ra.      xx  —  8X4_  ri&è  o. 
cine  de  la  féconde  équation       2         10. 

des  limites  eft  2. 

On  trouvera  de   même     2**  —  o#  =  Oj 
par  le  moyen  des  limites  4        divifant  par  xx,  on  aura  la  troifiéme 
&  9,  que  la  féconde  racine     ou  dernière  équation  des  limites, 
eft  6.  x — 4=.q. 

Ainh*  les  limites  des  racines  de  la  première  équation  des 
limites  font  o,  2,  6,  17. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  limites  o,  2',  que  la  première 
êc  plus  petite  racine  de  la  première  équation  des  limites  eft 
incommenfurabde ,  6c  qu'elle  eft  entre  zéro  6c  l'unité  -y  &  par 
l'approximation  de  la  troifïéme  méthode  du  troifiéme  Pro- 
blême, qu'elle  eft  entre  -^,  qui  étant  fubftituée  à  la  place 
de  x  donne  — ,  6c  -^  qui  donne  -t-.  " 

On  trouvera  par  le  moyen  des  limites  2  &  6,  que  la  féconde 
racine  de  la  première  équation  des  limites  eft  exactement  4. 

On  trouvera  enfin  par  le  moyen  des  limites  6  6c  17,  que 
la  troifiéme  &  plus  grande  racine  de  la  première  équation 
des. limites  eft  incommenfurable,  &  qu'elle  eft. entre  7  qui 
donne- — ,  6c  8  qui  donne -+-. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  là  propofée  font  0,^0*1 

On  cherchera  donc  la  première  6c  plus  petite  racine  de. 
la  propofée  entre  les  limites  o  6c  -^  ou  1%* 

La  féconde  entre  les  limites  ^  ou  ^  6c  4*. 

La  troifiéme  entre  les  limites  4  6c  7  ou  8. 

La  quatrième  entre  les  limites  7  ou  8  &c  6y. 

Mais  en  cherchant  la  première  racine  de  la  propofée  par 
)e  moyen  des  limites  o  6c.  ^  ou  -^ ,  on  ne  trouve  point  que 
la  féconde  limite  -^  ou  -^,  donne  le  fîgne —  qu'elle,  doit 
donner. 

De  même  en  cherchant  là  féconde  racine  entre  les  limb- 
tes  ^  ou  ~-6c  4  ,on  ne  trouve  point  que  la  première  limite, 
ni  aucune  grandeur  entre  la  première  limite  6c  la  féconde  4, 
donne  le  ligne  —  qu'elle  doit  donner. 

On  trouvera  le  même  inconvénient  en  cherchant  la  troi- 
fiéme ôc  la  quatrième  racine  de  la  propofée. 
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3°.  Dans  ce  cas  il  faut  approcher  les  limites  en  fractions, 
ôcfe  fervant  de  la  troifiéme  méthode  du  troifiéme  Problê- 
me, mettre  plufieurs  zéros  au  fécond  terme  de  la  première 
équation  des  limites ,  en  mettre  deux  fois  autant  au  troifiéme 
terme  qu'on  en  a  mis  au  fécond  terme,  en  mettre  trois  fois 
autant  au  quatrième  terme ,  &  quatre  fois  autant  au  cin- 
quième ,  6cc.  trouver  enfui  te-  les  limites  approchées  de  la 
première  &  troifiéme  racines  de  la  première  équation  des 
limites ,  de  manière  que  les  deux  limites  pour  la  première 
racine,  ne  différent  que  d'une  unité,. 6c  de  même  les  deux 
limites  pour  la  troifiéme  racine,  6cc. 

Il  faut  mettre  ces  limites  pour  numérateurs,  6c  l'unité  pré- 
cédée d'autant  de  zéros  qu'on  en  a  mis  au  fécond  terme, 
pour  chaque  dénominateur  j  6c  enfuite  chercher  aveo  ces 
limites  approchées  les  racines  de  la  propofée. 

Mais  comme  en  cherchant  la  première  racine  entre  les 
deux  nouvelles  limites  qui  font  des  fractions  dont  les  déno- 
minateurs font  fort  grands-,  on  trouve  toujours  que  la  fécon- 
de limite  approchée  ne  donne  point  le  figne —  qu'elle  doit 
donner,  cela  porte  à  conclure  que  Ton  ne  fcauroit  trouver 
de  féconde  limite  qui  donne  le  figue- —  qu'elle  doit  donner, 
6c  qu'ainfi  il  faut  ou  que  la  première  racine  delà  première 
équation  des  limites  qui  eft  incommenfurable,  foit  égale  à 
la  première  racine  de  la  propofée;  81  que  fi  on  là,  pouvoir 
trouver  exactement,  elle  donneroit  zéro,  étant  fubftituée  à 
la  place  de  x  dans  la  propofée  3  que  ce  n'eft  que  parcequ'elle 
eft  incommenfurable  qu'on  ne  peut  pas  trouver  fa  valeur 
exa&e,  qui  étant  fubftituée  dans  la  propofée  donne  zero$  &C 
que  dans  ce  cas  les  deux  premières  racines  de  la  propofée 
font  égales  :  Ou  bien  il  faut  que  les  deux  premières  racines 
de  la  propofée  foient  imaginaires ,  parceque  dans  ce  cas  Fa 
féconde  limite  de  la  première  racine  de  la  propofée,  quoi- 
qu'âpprochée  à  l'infini ,  ne  donnera  jamais  le  figne  qu'elfe 
devroit  donner,  fi  les  deux<  premières  racines  delà  propofée 
étoient  réelles  èc  inégales. 

Et  comme  en  cherchant  la  troifiéme  8l  quatrième  racines 
de  la  propofée,  la  limite  4e  qui  devroit  donner  le  figne — , 
donne  aufîlle  figne  -^  quoiqu'on  l'approche  tant  qu'on  vou- 
dra, cela  portera  de  même  à  conclure  que  la  troifiéme  6c  là 
quatrième  racines  de  la  propofée  font  égales  ou  imaginaires, 

Aaa  iij 
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4°.  âiu  Heu  de  la  méthode  de  l'article  troifiéme,  on  peut 
fe  fervir  de  celle-ci,  qui  revient  à  la  même  chofe. 

On  mettra  plufieurs  zéros  au  fécond  terme  de  la  propo- 
se ,  plus  on  en  mettra,  &  plus  on  fera  afluré  que  la  propofée 
appartient  au  cas  pour  lequel  eft  ce  fixiéme  exemple.  On 
mettra  le  même  nombre  de  zéros  au  fécond  terme  de  la  pre- 
mière équation  des  limites.  On  mettra  deux  fois  autant  de 
zéros  au  troifiéme  terme  de  la  propofée  ,&:  de  la  première 
équation  des  limites,  qu'on  en  a  mis  au  fécond  terme.  On 
•.en  mettra  trois  fois  autant  au  quatrième ,  &c„  On  en  met 
dans  notre  exemple  feulement  deux  pour  abréger  le  calcul, 
,&c  l'on  aura  les  transformées, 

#*  —  1 6  oo**»*- 710000.*:.*; —  £4000000*-*-  1 600000000  tss  a,' 
x1 — 1200.0: -H  3  6  00  ooa;  —  16000000  =0. 

Comme  L'on  a  déjà,  par  le  premier  &c  le  fécond  article  de 
ce  fixiéme  exemple,  les  racines  approchées  de  la  première 
équation  des  limites,  qui  font  -j^xm-^. ,-la  féconde  exa&e- 
ment  4,  la  troifiéme  7  ou  83  on  mettra  devant  chacune 
deux  zéros,  &.  elles  feront  les  racines  approchées  de  la  pre- 
mière équation  des  limites  de  la  transformée.  Ces  racines 
approchées  font  la  première  50  ou  60,  la  féconde  exacte- 
ment  400,  la  troifiéme  700  ou  800. 

On  cherchera,  parla  première  méthode  du  troifiéme 
Problême.,  deux  valeurs  approchées  de  la  première  racine 
de  la  transformée  de  l'équation  des  limites ,  qui  ne  diffé- 
rent que  de -l'unité ,  Se  l'on  trouvera  53  qui  donne — .,  &  54 
qui  donne  -k 

On  cherchera  de  même  deux  valeurs  approchées  de  la 
troifiéme  racine,  ôc  Ton  trouvera  744  qui  donne — ,  6C745 
qui  donne  h-. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  transformée  de  l'équa-. 
tîon  propofée,  feront  o,  53  ou  54,  400,  744  ou  745 ,  èC 
64000001. 

Mais  en  cherchant  la  première  racine  de  la  transformée 
.de  la  propofée,  avec  les  limites  zéro  &  53  ou  54,  on  ne 
trouve  pas  que  la  féconde  limite  53  ou  54  donne  le  figne — 
qu'elle  devroit  donner  :  Comme  l'on  fuppofe  qu'on  a  mis 
beaucoup  de  zéros  au  fécond  terme  des  transformées ,  cela 
porte  à  conclure  que  les  deux  premières  racines  de  la  trans- 
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formée  de  k  propofée,  6c  par  conféquent  les  deuxpermieres 
racines  de  la  propofée ,  font  égales  ou  imaginaires. 

La  même  chofe  arrivant  en  cherchant  la  troifiéme  raci- 
ne, on  en  conclut  de  même  que  les  deux  dernières  racines 
de  la  propofée  font  égales  ou  imaginaires. 

5°.  On  pourroit,  au  lieu  de  fe  fervir  de  la  méthode  du- 
troifiéme  article  de  cet  exemple ,  c'eft-à-dire,  au  lieu  de  fe 
fervir  de  la  troifiéme  méthode  du  troifiéme  Problême,  em- 
ployer la  quatrième  méthode  du  troifiéme  Problême,  poui* 
trouver  les  valeurs  extrêmement  approchées  des  racines  de- 
la  première  équation  des  limites. 

Remarque  fur  le  cas  de  ce  fixiéme  exemple. 

%J  N  ne  peut  pas ,  dans  le  cas  de  ce  fixiéme  exemple;,' , 
s'aflurer  par  cette  méthode  d'approximation  du  quatrième 
Problême,  fi  les  racines  de  la  propofée,  pour  lefquelles  on 
ne  trouve  pas  des  limites  approchées  qui  donnent  les  fîgnes- 
qu'elles  doivent  donner,  font  des  racines  égales  6c  incom- 
menfurables,  ou  fi  elles  font  imaginaires.  Il  faut  avoir  re- 
cours, quand  la  propofée  ne  furpaflè  pas  le  quatrième  degré,, 
aux  marques  certaines  qu'on  a  données  dans  le  cinquième 
Livre,  pour  diftinguer  les  racines  qui  font-imaginaires,  de 
celles  qui  font  égales,  dans  le  quatrième,  troifiéme  6c fécond 
degré. 

On  peut  encore  fe  fervir  de  la  méthode  générale  des  équa* 
tions  qui  ont  des  racines  égales,  qu'on  a  donnée  à  la  fin  du 
quatrième  Livre ,  c'eft-à-dire ,  chercher  le  plus  grand  divi- 
feur  commun  de  la  propofée  6c  de  la  première  équation  des 
limites  5  6c  trouvant  que  xx  —  Sx  -4-4  =  o  5  eft  un  divifeur 
qui  leur  eft  commun,  on  eft  allure  que  les  deux  racines  de 
ce*divifeur  commun ,  qui  font  x  =  4-4-  2^3 , x  =  4  — 2V35. 
font  communes  à  la  première  équation  des  limites  6c  à  I& 
propofée  j  6cpar  conféquent  que  les  deux  premières  racines 
de  la  propofée  font  x =4  —  2^3,  ^  =  4—2^3,  6c  les  deux: 
dernières  font  x  =  4  »+-  2^3  ,  x  =  4  -i-  2^3 . 

On  peut  aufïï  fe  fervir  de  la  méthode  du  cinquième  Co- 
rollaire du  dixième  Théorème,  pour  diftinguer  dans  le  cas; 
de. ce  fixiéme  exemple,  s'il  y  a  des  racines  égales, 
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ANALYSE   COMPOSEE, 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A  RESOUDRE 

les  Problèmes  qui  fe  réduifent  à  des  équations 
compofées. 

livre    vu. 

De  V  approximation  des  racines  des  équations 

littérales. 

S  E  CTION     I. 

De  V approximation  des  ratines  des  équations  littérales 

déterminées, 

PROBLÈME     ï. 

•ï73«  TR  OV  TER  les  racines  d'une  équation  litterdle  qui  n'a 
qu*une  inconnue  3  ou  bien  les  valeurs  approchées  des  racines , 
(^  en  continuer  l' approximation  à  l'infini. 

Méthode   genjerale   pour  les  Équations 
de   tous   les    d  e  g  r  e  z. 

LES  lettres  connues  des#coëfïciens  des  termes  de  l'équa- 
tion, &;  celles  du  dernier  terme,  marquant  des  gran- 
deurs connues ,  il  faut  fuppofer  que  l'une  de  ces  lettres  eft 
l'unité,  ou  un  nombre  pris  à  difcretion,  comme  10,  20,  30, 
100,  1000,  &c. 

Le  raport  de  chaque  autre  lettre  connue  à  celle  qu'on 
vient  de  fuppofer  égale  à  un  nombre,  étant  connu,  il  faut 
«rouyer  la  valeur  en  nombres  de  toutes  les  autres  lettres 

connues 


Livre     V  î  ï.  ftp 

3°.  Il  faut  fuppôfer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à  zéro ,  ôc  Ton  aura  par  cette  fuppofition  toutes  les 
équations  particulières  dont  on  a  befbin  pour  déterminer  les 
valeurs  des  indéterminées. 

Par  la  iie  a> — *¥  =0,  on  trouvera  a  =.^;  par  la  2e 
$aabn  -h  ayn  =  o,  on  aura,  en  fubftituant  la  valeur  de 
a=y  à  la  place  de  a3  b=.  —  ~ j  par  la  3e  $aac -+-  }abb 
■4-  a  -t-  by=i  o ,  on  trouvera,  en  fubftituant  les  valeurs  de  a  & 
de  b  3  déjà  découvertes,  à  leur  place,  c  ===  —  -  j  en  fubfti- 
tuant dans  la  4e  3^^-+-  6*£r  -\-  b*  ■+-  b  ~±-  cy —  2 .==  o,  les 
valeurs  de  a  3  b3  c 3  on  aura  ^  =  -t-  3^3  on  trouvera  de 
même,  en  fubftituant  les  valeurs  de  a 3  b 3  c 3  d 3  dans  la  5e 
yaae  •+-  }acc  •+-  6abd  -+■  ^bbc  +f+^/  =  o,  e  =  •+■  -é±..t 
4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  **_,  ^  c3  d3  e3  dans  x=a 
»*-  bn  -¥■  en1  -+-  */»'  -+-  en*  -*-,  &c.  &  Ton  aura  x  =s  j/  — .  i  » 

—  77  *"*-  8TO  "*"  Se  ~*H  &c-  c>eft  la  valeur  approchée  de  * 
dans  la  propofée,  quand  n  eft;  moindre  que  y. 

Il  eft  évident  qu'on  peut  trouver  tant  de  termes  qu'on 
voudra  de  cette  valeur ,  ôc  l'augmenter  à  l'infini. 

Dêmonfiratian  de  la  méthode. 

178.  LA  grandeur  qui  étant  fubftituée  dans  une  équation  à  la 
place  de  l'inconnue  x  3  rend  tous  les  termes  de  l'équation 
égaux  à  zéro  3,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  qui  fait  que  tous 
les  termes  fe  détruifent ,.  eft  une  racine  de  l'équation  ;  c'eft-à- 
dire,  cette  grandeur  eft  la  valeur  de  l'inconnue  x.  *  Or  il  eft; 
évident  que  la  fuite  que  l'on  trouve  par  la  méthode  pour  la 
valeur  de  l'inconnue  at,  étant  conçue  infinie,  c'eft-à-dire,  con. 
tenant  tous  fes  termes  à  l'infini,  il  eft,  dis-je,  évident  que  cette 
fuite  infinie  étant  conçue  fubftituée  à  la  place  de  x  dans  l'ëqua; 
tion,  tous  les  termes  de  l'équation  feront  égaux  à  zéro  ;  puif. 
que  ce  n'eft  que  par  cette  fuppofition  qu'on  trouve  la  valeur 
déterminée  de  chaque  terme  de  cette  fuite.  Par  conséquent 
la  fuite  infinie  qu'on  trouve  par  cette  méthode,  eft  la  valeur 
de  l'inconnue  x  de  l'équation.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

&    E    M    A    R    Q^TJ    E    S» 

T  L 

179.   1 L  eft  évident  par  cette  démonftration ,  que  plus  on  pren- 
dra de  termes  dans  la  fuite  que  fait  trouver  la  méthode 
Tome  I,  Ccc 
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pour  la  valeur  de  x}  &  plus  cette  valeur  fera  approchée; 
c'eft- à-dire,  moins  elle  différera  delà  moindre  valeur  de^; 
que  l'on  ne  peut  pas  découvrir  entière  ,  étant  infinie.  D'où 
l'on  voit  que  les  termes  de  cette  fuite  doivent  aller  en  dimi- 
nuant ,  Se  que  plus  ils  iront  en  diminuant,  &  moins  il  faudra 
de  termes  pour  la  valeur  approchée  qu'on  cherche,  tous  ceux 
qu'on  néglige  ne  faifant  pas  une  grandeur  fenfible. 

Or  plus  la  grandeur  qui  diftingue  les  termes  de  la  fuite 
fera  petite,  ôc  plus  les  termes  iront. en  diminuant  j  car  cette 
grandeur  fe  trouvant  dans  le  numérateur  de  chaque  terme  s 
ëc  les  autres  quantitez  plus  grandes  qu'elles ,  dans  le  déno. 
minateur,  tous  les  termes,  excepté  les  premiers,  feront  des 
fradions  qui  iront  en  diminuant,  pareeque  les  puiiTarices  de 
ces  grandeurs  qui  vont  en  augmentant,  font  que  ces  gran- 
deurs deviennent  plus  petites ,  étant  des  fradions. 

C'eft  pour  cela  qu'on  a  marqué  qu'il  falloir  prendre  pouf 
la  grandeur  qui  diftingue  les  termes  la  féconde  inconnue  / 
de  l'équation  propofée,  quand  elle  eft  plus  petite  que  les 
grandeurs  connues  de.  cette  équation  ;  Se  que  quand  elle  eft 
plus  grande ,  il  falloit  prendre  parmi  les  grandeurs  connues 
de  la  propofée  celle  qui  eft  la  plus  petite ,  pour  la  grandeur 
qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu'on  cherche. 

13. 
i8o.  On  peut  même  préparer  l'équation  propofée  de  façon 
qu'on  y  puifTe  prendre  une  grandeur  très  petite  par  raporr 
aux  autres,  pour  diftinguer  les  termes  delà  fuite  qu'on  cher- 
che. Cette  préparation  peut  fe  faire  de  deux  manières  :  i°.  fur 
les  grandeurs  connues  de  la  propofée  j  2°.  fur  la  féconde  in- 
connue. 

La  préparation  fe  fait  fur  les  grandeurs  connues  par 'le 
moyen  des  proportions,  obfervant  de  faire  en  forte  que  la 
valeur  des  coëficiens  connus  demeure  toujours  la  même 
dans  ces  changemens,  &  qu'il  n'y  ait  que  changement  d'ex» 
pre/îîon ,  &  non  pas  changement  de  valeur.  Par  exemple  on 
pourra  fuppofer  pq  =  nn ,  en  prenant  la  grandeur  p  tant 
petite  qu'on  voudra,  &;  faifant^.  n::  n.  q,cc  qui  donnera 
fq=.nn;  &  mettant  cette  valeur  de  nn  dans  la  propofée, 
elle  fera  changée  en  —  inpq-*-pqx-\-x%  =  o ,  qui  ne  diffère 

—/      +nyx 
de  la  propofée  que  par  l'expreffionj  &  l'on  pourra  prendre 
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la  grandeur^)  pour  diftinguer  les  cermes  de  la  fuite  qui  fera 
la  valeur  de  x.  Ceci  fuffit  pour  indiquer  les  moyens  de  faire 
ces  fortes  de  préparations  fur  les  grandeurs  connues  de  la 
propofée,  qui  peuvent  fe  faire  de  plusieurs  façons  différen- 
tes 3  parmi  lefquelles  on  choifira  les  plus  commodes  pour 
le  calcul,  de  pour  faire  en  forte  que  les  termes  de  la  fuite 
qui  eft  la  valeur  de  x>  aillent  en  diminuant  le  plus  qu'il  fera 
pofîible. 

La  préparation  fur  la  féconde  inconnue^,  fe  fait  par  le 
moyen  des  transformations  ^  par  exemple,  on  peut  fupp.o- 
fer  dans  la  propofée  du  premier  exemple  J  =  ^  ou  telle 
autre  transformation  de  y  qu'on  jugera  la  plus  propre  pour 
rendre^/  moindre  que  les  grandeurs  connues ^  6c  fubftituer 
la  valeur  de  y  prife  dans  l'équation  £==  s;,  ou  telle  autre 
qu'on  jugera  plus  propre  ,  dans  la  propofée  à  la  place  de  y  5 
enfuite  on  prendra  l'inconnue  nouvelle  ^pour  diftinguer  les 
termes  de  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  x  5  £c  quand  on  aura 
trouvé  cette  fuite,  on  fubftituera  dans  tous  les  termes  à  la 
place  de  l'inconnue  5^,  la  valeur  de  ^ prife  dans  l'équation, 
qui  a  fervi  à  faire  la  transformation.  On  peut  auffi  diminuer/ 
les  dimenfions  de  y  3  par  exemple  s'il  y  avoit -Ç  au  lieu  de 
nyx i  on  pourroit  fuppofer  jA=  nnz^,  6cc.  Par  le  moyen  de 
ces  préparations,  on  peut  trouver  pîufieurs  différentes  fuites, 
pour  la  valeur  de  x,  éc  choiiir  celle  qui  eft  la  plus  commode* 
pour  la  réfolution  du  Problême  ^  comme  auffi  celle  dont  les 
termes  vont  le  plus  en  diminuant,  6c  dont  par  confequent 
il  faut  moins  de  termes  pour  avoir  une  valeur  très-appro- 
chante delà  véritable. 

I  I  I. 
1 8  î.       Quand  l'équation  qui  fait  trouver  le  premier  terme  de  la 
fuite  eft  compofée,  6c  contient  plusieurs  racines  pofitives  et 
réelles,  on  peut  trouver  autant  de  valeurs  de  x ,  que  cette 
équation  contient  de  racines  pofîtives  -,  6c  l'on  peut  cher- 
cher celle  de  ces  valeurs  de  x  qu'on  voudra,  ou  qu'on  jugera  . 
la  plus  propre  à  réfoudre  le  Problême  3  ou  bien  on  pourra  ■■ 
les  chercher  toutes,  àc  l'on  aura  le  même  nombre  de  réfo- 
lutions  du  Problême.  Si  cette  équation  compofée  qui  n'a 
qu'une  inconnue,  n'avoit  aucune  racine  commenfurabley 
on  trouveroit  les  valeurs  approchées  Je  fès  racines  incom- 
menfurables  par  le  premier  Problême ,  *  ou  par  le  Problême  *  prfë 

Cccij 
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delà  dernière  Se&ion  de  ce  Livre,  &  ces  valeurs  approchées 
;feroient  prifès  pour  les  premiers  termes  des  fuites  qu'on 
cherche. 
*  Comme  cette  méthode  eft  de  grand  ufage  dans  la  Géo- 
:  metrie  compofée,  on  va  l'appliquer  à  beaucoup  d'exemples, 
,Bc  quand  on  l'aura  ainfi  rendue  familière,  on  donnera  la 
méthode  de  diftinguer  les  expofans  des  puiflances  de  la  gran- 
deur qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite    dans  le  pre- 
mier &c  le  fécond  terme,  les  autres  en  étant  une  fuite,  puif- 
qu'ils  doivent  être  en  progreffion  arithmétique. 

I  V. 

t$i.  Quoiqu'on  ait  dit  que  quand  la  féconde  inconnue  y  pou- 
voit  être  plus  grande  qu'une  des  grandeurs  connues  de  l'é- 
quation propoiée,  il  fallok  prendre  la  grandeur  connue  la 
plus  petite  pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  doit  être 
la  valeur  approchée  de  x  3  cela  n'empêche  pas  qu'on  ne 
puifïe  dire  que  dans  ce  cas  là  même  on^peut  prendre  la  fé- 
conde inconnue  y  pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu'on 
cherche  :  mais  comme  dans  ce  cas  la  féconde  inconnue  y 
doit  être  au  dénominateur _,  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe, 
Jes  expofans  des  puifTances  de  y  dans  les  termes  de  la  fuite, 
doivent  être  négatifs,  £c  que  d'ordinaire  on  eft  moins  ac- 
coutumé au  calcul  de  ces  puiffances,  dont  l'expofant  eft  né- 
gatif, on  a  crû  qu'il  feroit  plus  commode  de  ne  faire  faire 
attention  au  Le&eur  qu'à  la  grandeur  qui  diftingue  les  ter- 
mes dont  les  puiflances  ont  des  expofans  pofitifs.  Cepen- 
dant pour  faire  voir  que  l'un  revient  à  l'autre,  on  va  réfou- 
dre le  même  exemple  en  prenant  la  féconde  inconnue^ 
pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu'on  cherche,  qui 
doit  être  la  valeur  de  x. 

Troifiéme  manière  de  refondre  le  premier  Exemple. 

183.   1   Our  trouver  la  valeur  approchée  de  x  dans  l'équation 
xl-\-nyx — y=  o,  lorfque^  peut  être  plus  grande  que  n, 

•+-  nnx  —  nl 
en  fe  fervant  pourtant  de  y  &  des  puiffances  de^ypour  diftin- 
guer les  termes  de  la  fuite  qu'on  cherche. 

i°.   Il  Rut  fuppofer  x*=ay  •+■  by°  •+■  cy~T-*-  dy"1  ■+■  ey" 
-*-,&c.  les  grandeurs  ay  by  c>  &e.  font  indéterminées. 


&cy  - 

V&C, 

Gabdy  ~ 

}aây  " 

îaley- 

ndy" 

r-+-&:c. 

nncy~ 

^ÔCC. 
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i®.  Il  faut  élever  cette  valeur  de  .v  à  la  troiiîéme  puifTance, 

&  fubftituer  les  valeurs  de  x  &  de  x\  dans  la  propofée,  à  la 

place  de  x  &  de  x\  &  l'on  aura  l'équation  changée  qui  fuit: 

x*  =  a'y*  -i-^byy  •+-  }abxy 4-  bsy°       4- 

-+-}aicy-i-  6abcy°  4- 

4-  3^l^/°  4- 

4- 

H-  nyx  =  -4-  »^y    -h  nby    4-  /?ry°      4- 

4-  nnx  =  4-  nrtay  4-  nnby0    -*- 

-/  ==  _,> 

—  in  =s  —  in}y° 

30.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à  zéro,  6c  l'on  trouvera  par  les  équations  particu- 
lières que  donne  cette  fuppofïtion,  a  =  1,  £  =  —  |  ns 
c  =  —  \  nn,  à  =  -h  |{  »*,  ^  =  -h  ~  »4.  On  peut  dégager 
autant  d'autres  termes  qu'on  voudra,  &  continuer  l'appro- 
ximation à  l'infini. 

4  '.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,  b3  c>  d3  e ,  dans  x=  ay 
4-  by°  4-  ^_I  4-  <^_1  4-  ^j/~  *  4-  &c.   &    Ton  aura  x=y 

-—\ny"  —  ±nny~J -*-£tfy-'L  +*  ^8/"'  &c-  c'e^  ^a  va^eur 
de  #  que  Ion  cherchoit. 

Il  faut  entendre  la  même  chofe  dans  les  cas  femblables^ 
où  Ton  fe  fervira  dans  la  fuite  de  cette  troiiîéme  manière. 

Exemple      II. 

1  R  o  u  v  e  r  par  cette  méthode  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  racine  quarrée  de  la  grandeur  rr — xx  3  c'eft-à-dire,  trou- 


ver la  fuite  égale  à  Vrr  —  xx  =  rr  —  xx z* 

__  j_ 

Il  faut  fuppofer  zj=rr — xx  L,  par  confequent  *£  =  n» 
*—  xx  3  &C  2^4-  xx  —  rr  =  o. 

La  queftion  fe  réduit  à  trouver  la  fuire  infinie  qui  exprime 
3a  valeur  de  l'inconnue  ^dans  cette  équation,  par  les,  puif- 
fances  de  x.  Pour  la  trouver, 

i°.   Il  faut  fuppofer  j^==  a  4-  bxx  ■+•  ex*  4-  dx'  4-  exh 
4-/*10  &c.  a3  b3  c3  d3  &c.  font  âss  grandeurs  indéterminées, 
-  i°.  Qiiarrant  chaque  membre  on  aura 
3&=s  aa  4-  zabxx  4-  bbx     4-  iadxe  ~ 
4-  lacx*  4-  i bcx" 

Ccc  iii 
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Substituant  cette  valeur  de  5^  dans  l'équation  s^h-jw  —  rf 
=  o ,  on  aura  l'équation  changée  fuivante. 

f       %&.==    *<t  -+■  iœbxx  ■+-  bbx*    -+-  xadx*  - 
j  ,  •+■  zacx*  ■+•  ibcx 

0  "  "  \  ->r  xx  •=■  -+-  xx 

[  —  rr  sss  —  rr 
Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à  zéro ,  ce  qui  donnera  autant  d'équations  particulières 
qu'on  en  a  befoin  pour  déterminer  les  coëfîciens  indéter- 
minez a y  byc9  &c. 

3°.  Par  la  première  aa=z  rr3  pn  aura  a=n  parla 
féconde  iab  =  —  1 ,  en  fubftituant  la  valeur  de  a  à  fa  place 
dans  lab  ,  on  trouvera  b  =  ~.  En  fubftituant  les  valeurs 

■*  Vf 

de  a  &  de  b  dans  la  troifiéme  iac  =  —  bb  3  on  trouvera 
(C==  j=Aj.  En  fubftituant  les  valeur  de  a,  b 3  c 3  dans  la  qua- 
trième lad  ==  —  i^r,  on  trouvera  d==  gj£ 

40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  ^  3  b3  c  3  d3  à  la  place 
de  a 3  b,  c 3  d3  dans  z^  =  a  •+■  bxx  ■+-  ex*  -+•  dxs  &c.  &  l'on 


8r*    * 


aura  2^==  vVr —  xAr=rr — xx  z  =====  r  —  h  xx 
—  ^x6  &c.  C'eft  la  fuite  que  l'on  cherchoit  qui  exprime 
la  racine  quarrée  de  rr  —  xxj  on  peut  en  trouver  autant 
de  termes  qu'on  voudra. 

On  trouvera  de  ia  même  manière  la  racine  3e,  4e,  &c#  de 
la  fomme  ou  de  la  différence  de  deux  grandeurs. 

Mais  il  faut  remarquer  que  fi  l'on  cherche  la  racine  quar- 
rée, ou  3e,  ou  4e,  &c.  de  rr-hxx,  il  faut  prendre  celle  des 
deux  grandeurs  r  ou  x  qui  eft  la  plus  petite,  pour  en  faire 
la  grandeur  qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu'on 
cherche,  qui  eft  la  valeur  de  %3  c'eft-à-dire,  la  racine  de  la 
grandeur  complexe  propofée. 

Exemple      III. 
1^5-     1  Rouvn  la  racine  quarrée  d'une  fuite  infinie  a-*-by 
■**  cyy  ■+-  dy%  ■+-  ey*  -+-  fy%  i  &c.  c'eft-à-dire  ,  trouver  une 

fuite  infinie  qui  foit  la  valeur  de  y/a  -+-  by  -±-  cyy  -+-  dy1  •+■  ey*  &c. 

_  i_ 

===;  a  -+-  by  -»-  cyy  ■+■  dy1  -+-  ey*  &c.  1 


Il  faut  fuppofer  x  =  a  -+-  by 
Par  confequent  xx  =  a  •+-  by 
&  0  =  —  xx-^a^rby^cyy^rdy1 


cyy  h-  df 
cyy  -+-  dys 
ey*  &c. 


cf  &c.  x 
e/    &c. 
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La  queftion  fe  réduit  à  trouver  la  fuite  infinie  qui  ex- 
prime la  valeur  de  x  dans  cette  équation ,  dont  les  termes 
îbient  diftinguez  par  les  puiflances  de  y.  Pour  la  trouver, 

i°.  Il  faut  fuppofer  x  =  g-±- hy -*- iyy4$- ky% +-  ly*-1rpy\&>c» 
les  grandeurs  g3  h,  i3  &c.  font  indéterminées. 
2°.  En  quarrant  chaque  membre,  on  aura 

x* = gs  -+■  x&h  -*-  hhyy  ■+■  x^¥  •+■  z&¥  &c. 

-H  2g/jj/y-t-  2^/V  H-  ihky* 
•4-  /'/y* 

Subftituant  cette  valeur  de  xx  à  la  place  de  xx  dans  l'équa- 
tion propofée  o  =  — .  xx  -+-  a  -+-  by  -t-  cyy  &c.  on  aura  l'é- 
quation changée  qui  fuit. 

f                      —  XX  =  —  gg  —  *g£>  —   Ig/flf  —  lg£/  —  2g//      &C; 
J  £/6j/y  2^//  2^* 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à  zeroj  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a  befoin  pour  déterminer  les  coëficiens  indé  ter  mi- 
nez g3  h ,  i  y  &c.  r 

Par  la  première  gg  =  a3  on  aura  g  =  a  *  =  Va.  En  fub- 
ftituant dans  la  féconde  igh  =  b  ,  la  valeur  de  g,  on  aura 

h  =.  — T  En  fubftituant  dans  la  troifléme  igi  =  c — hh9 

ta  x 
les  valeurs  de  g  &  de  &,  on  aura  /  =  — 


bb 

H- 

C      \ 

Sa* 

la  * 

-  ±hi^r> 

^j  les 

bc 

-»- 

^ 

En  fubftituant  dans  la  quatrième  2g£  = 

valeurs  de  g,  £_,  /,  on  aura  k  = T  - 

i6a*        4^T        ia~^ 
On  trouvera  de  même  les  valeurs  des  autres  coëficiensj  ceci 
fuffit  pour  faire  concevoir  la  méthode. 

40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  gy  h3  i9  k3  à  leur  place 
dans  l'équation  x  =  g  -h  by  •¥  iyy  -h  ky*  &c.  &  l'on  aura 

.,V  =  ^       -i j  y _^  yy  ^ y 

ia  l  %a~  16a z 

c  bc    , 

^—iyy V 

ia*  4^1 

à     , 


&c. 


e 


\ 
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Ceft  la  valeur  de  x  que  l'on  cherchoic ,  c'eft-à-dire ,  cette 
fuite  eft  égale  à  \/a  4-  by  -+■  cyy  4-  dy\  &c. 

On  trouvera  de  la  même  manière  la  racine  3  e,  4e,  ^  &c. 
de  la  même  fuite.  ,. 


E 
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ï 8 6.  :{  Rouv.er.  la  racine  quarrée  de  la  fuite  infinie ay 4- byy 
.+-  c/  4-  ^/*4-  fyf  &c.  c'eft- à-dire,  trouver  la  fuite  infinie 
qui  eft  la   valeur  de  V 'ay  4-  byy  4-  cy^  4-  dy'  4-  eys   Sec, 

ay  4-  ^_v/  -t-  cy%  4-  <^y*  -h  *yf  &c. 


Il  faut  fuppofer  x  =  ay  4-  byy  4-  cf  4-  <^  &c.  1  Ainlî  quar- 
rant  chaque  membre,  on  aura  l'équation  xx  =  ay  4-  byy  4-  fjr* 
4-  dfy4 4-  ^yT  &c.  £c  o  = XX4-^4-  fyjj/ 4-  rv? 4-  ^/y+  &c. 

La  queftion  fe  réduit  à  trouver  la  valeur  de  x  dans  cette 
équation  ,  qui  foit  exprimée  par  une  fuite  infinie  dont  les 
termes  n'ayent  que  les  puifïances  de  y.  Pour  la  trouver, 

i°.  Il  faut  fuppofer  x  =  gy  4-  hyy  4-  iy*  4-  ly*  -\~-py1  &c. 
les  coëficiens  g3  h3  i 3  &c.  font  indéterminez, 

20.  En  quarrant  chaque  membre,  on  aura 

xx  =3  gy^y  4-  ighy*  4-  igiy*  4-  ig/y*  4-  igpy6 

4-  ^2y*  4-  ihiy*  4-  ifey*     &c. 
4-  îiiy6 
On  peut  mettre  un  des  y  de  chaque  terme  parmi  les  coëfï- 
ciens,  afin  que  les  puiflances  yy  yy }  y\  y*  s  &c.  fervent  à 
;inguer  les  termes  3  &:  Ton  aura 

*x  =  gygy  4-  i%yhyy  4-  igy/>5  4-  igylf  4-  igy/>y' 

4-  ^#y  4-  lybiy*  4-  iy/?/y*  &c. 
41-  ^«y* 
ïl  ilfut  fubftituer  cette-  valeur  de  xx  à  la  place  de  xx  dans 
Téquation  propofée  o  =  —  xx  4- ay  4-  ^y  4-  cyl  &c.  &  l'on 
aura  l'équation  qui  fuit. 

zgyhyy—  igyiy'—  i%ylf—  i$ypf 

—  yhhy*  —  îyhiy*  —  iyblys  g^c 


:qi 
xx 


yuy 
eys 


[  4-  ay  4-  £yy  4-  eyJ  &c.  =  4-  ay  4-  byy  4-  ty*      -\-  dy*       4-  ey' 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  égal  à  zéro,  ce  qui  don- 
nerais équations  particulières  dont  on  a  befbin  pour  déter- 
miner les  coëficiens  indéterminez  g 3  h ,  i 3  &c. 

Par 
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Par  la  première  gyg  =  a,  on  aura  g  x y  i  =  ^  * ,    8c 

g  =  a  x  y~   *  5  Et  gy  =  a  *■  y  z.  En  iubfïituant  cette  valeur 

de  gy  dans  la  2  e  îgyh  =  b,  on  trouvera  />==-*-        j/      T. 

2^* 
En  fubftituant  les  valeurs  de  gy  &  de  £  dans  la  3  e  2gy/  =  <: 

—  ^M,  on  trouvera  *  =  —  -—j- y  ■     z  ■+•  — - y~~"  "». 

8^  l  2^ï 

SubfKtuant  les  valeurs  de  gy,,  de  h  &  de  *  dans  la  4?  2gy/= 

—  2j$i  -h  </,  on  trouvera  /  =  h- _  y     r &c 


v rr 

iba7-  4^  2. 


— -y     *■>  SubfHtuant  les  valeurs  de  W3  h3  i\  ly  dans 


la  cinquième  igyp  = —  iyhl — yii^-e^  on  trouvera /  = 

5^4       — i-         3^  „  —  f         bd      —  X  ~      __  1 

— —iy     ^—. \>     —  —j'  —  ^y'* 

nZa2-  16a  *  4^  x  %aT 

e        1 

-4-— -y    *. 

ia  * 

40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  gj/3  ^  i,l,p3  dans    , 
^équation  *  =  gy  -h  ^  -^  /^  &c.    &  pon  aura  x ,_ 

V^zy  h-  iy/y  h-  <ry*  4-  dfy*  -1-  eys  &c.  = 

-      -  £  -*-  hh         *  1}  7  /«  » 


± 


77.      H-  ~ j£* 

x  a~î 

d        -vl  bd  9 

ixa  *  4-xa  * 

ce        z 

—    _^  * 

-»•  — ~y% 

1  x  a  l 


C'eft  la  racine  quarree  de  la  fuite,  ay  +byy  +  cS  &c    que 
Ton  cherchoic.  " 
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On  trouvera  de  la  même  manière  les  racines  3%  4%  j% 
4%  6cc.  de  la  même  fuite. 

Avertissement. 

%j  M  peut  trouver  une  formule  générale,  par  le  moyen  de 
laquelle  on  aura  tout  d'un  coup,  par  la  fimple  fubftitution, 
les  racines  qu'on  voudra  de  la  fomme  ou  de  la  différence  de 
deux  grandeurs  j  les  racines  qu'on  voudra  de  la  fomme  de 
frois,  de  quatre,  de  cinq,  de  fix  grandeurs,  6cc.  6c  enfin 
les  racines  qu'on  voudra  d'une  fuite  infinie  de  grandeurs.  On" 
pourra  auffi  par  le  moyen  de  la  même  formule,  élever  la 
fomme  de  deux,  trois,  quatre  grandeurs,  Sec.  6c  une  fuite 
infinie  de  grandeurs  à  une  puifTance  quelconque  j  ce  qui  abré- 
gera de  beaucoup  le  calcul  de  cette  méthode,  dans  la  réfo- 
lution  des  équations  aufquelles  on  pourra  l'appliquer. 

On  fera  ici  une  digreilion,  où  Ton  mettra  tous  les  prin- 
cipes qui  fervent  à  trouver  6c  à  démontrer  cetee  formule 
générale ,  à  canfe  de  fa  grande  utilité ,  fans  rien  fuppofer 
que  le  feul  calcul  de  l'Algèbre. 


'         SECTION     III. 

Qui  contient  les  principes  qui  fervent  a  démontrer  les 

fuites  des  diffère  ns  ordre  s  y  &  les  ufliges  de  ces  fuites 

•  four  trouver  une  formule  générale  pour  Li formation  des 

puijfances9  &  pour  r  extraction  des  racines  quelconques* 

Défi  n  i  t  i  o  n     I. 

I^7-  JL'On  a  nommé  dans  la  Seclion  précédente  une  fuite 3  la 
fomme  de  tous  les  termes  qui  vont  à  l'infini,  qui  eft  la  valeur 
approchée  de  la  racine  d'une  équation  5  6c  une  fuite  en  gê- 
nerai eft  la  fomme  d'un  nombre  de  grandeurs  jointes  enfem- 
ble  par  les  fignes  h-  ou  — ,  ou  par  tous  les  deux,  lequel 
nombre  de  grandeurs  va  à  l'infini.  Il  y  a  de  ces  fuires  donc 
tous  \qs  termes  ont  quelque  raport  les  uns  aux  autres  :  il  y 
en  a  d'autres  où  cela  ne  fe  rencontre  pas. 

Les  fuites  que  l'on  va  expliquer  ici,  font  plufieurs  fuites 
de  la  première  forte ,  6c  qui  de  plus  font  dépendantes  les 
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unes  des  autres:  la  première  eft  fuppofée  avoir  une  certaine 
propriété  qu'on  expliquera  •  la  féconde  eft  formée  par  l'ad- 
dition faite  par  ordre  des  termes  de  la  première  ^  la  troifié- 
me,  par  l'addition  faite  par  ordre  des  termes  de  la  féconde  j 
la  quatrième,  par  l'addition  faite  par  ordre  des  termes  de 
la  troifiéme 5  &.  ainfi  de  fuite  à  l'infini. 

Comme  ces  fuites  contiennent  les  proprietez  générales 
des  fuites  des  nombres,  qu'on  appelle  de  différons  ordres r 
fçavoir  du  premier  ordre ,  du  fécond  ordre ,  du  troifiéme 
ordre,  &c.  6c  qu'on  fera  l'application  d&s  proprietez  de  ces 
fuites  générales  aux  fuites  des  nombres  de  dirïerens  ordres.^, 
on  peut  auffi  les  nommer  les  fuites  des  differens  ordres. 

Les  fuites  générales  des  differens  ordres. 


ice.     2e.     3e.     4e.     5e.     6  e.    j\ 

a 

Z 

m 

V 

&c. 

b 

b 

P 

X 

— ~ 

~ — 

c 

i 

1 

y 

d 

k  ;   r 

^ 

. 

1 

f\l 

t 

K 

Demandes  ou  fuppofitions  fur  ces  fuites. 
I. 

ES  grandeurs  repréfentées  en  gênerai  parles  lettres  de 
chaque  colonne,  font  ce  qu'on  appelle  une  fuite,  par  exem- 
ple a,  b>  cy  d,f  font  les  grandeurs  de  la  première  fuite  5  %3  b3 
i'sk-i  h  f°nt  les  grandeurs  de  la  féconde  fuite  $  &  ainn  des 
autres  :  on  peut  concevoir  que  chaque  colonne  va  à  l'infini. 

La  propriété  de  la  première  fuite  eft  que  là  fom me  d'au- 
tant de  termes  qu'on  voudra  prendre  dans  cette  fuite  depuis- 
le  premier  a  compris,  eft  au  produit  du  nombre  des  termes 
de  cette  fbmme  ,  par  le  terme  qui  fuit  immédiatement  le 

Ddd  ij 
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dernier  terme  de  cette  même  fomme,  comme  l'unité  eft  à 
une  grandeur  donnée  e  >  qu'on  appellera  l'expofant  de  cette 
fuite  5  par  exemple,  a  +  b-t-C-t-d.  4/::  1.  ei  d'où  il  fuit 
que  ^H-^-4-c-f-  d  =  4f. 

Ainfî  la  propriété  de  cette  première  fuite  peut  auïïl  s'ex- 
primer  de  cette  manière  :  La  fomme  d'autant  de  termes 
qu'on  voudra  depuis  le  premier  a  compris,  eft  égale  au  pro- 
duit du  terme /qui  fuit  immédiatement  le  dernier  terme  à 
de  cette  fomme,  par  le  nombre  des  termes  4  de  la  même 
fomme,  divifé  par  la  grandeur  déterminée  e3  qui  eft  l'ex- 
pofant de  la  première  fuite  a  «4-  b  -+•  v ■+■  d  =?  ££,  de  même 
a  +  b -w=s ~3  a  +  b=  ~.a 


e 


II. 


.189.  Dans  chaque  autre  fuite,  c'eft-à-dire  dans  la  2%  la  3e, 
la4%  &c.  le  premier  terme  eft  toujours  égal  au  premier  ter- 
me de  la  fuite  qui  la  précède  immédiatement  ;  le  fécond  ter- 
me eft  égal  à  la  fomme  des  deux  premiers  termes  de  la  fuite 
qui  la  précède  immédiatement  j  le  troisième  terme  eft  égal 
à  la  fomme  des  trois  premiers  termes  de  la  fuite  qui  la  pré- 
cède j  &  ainfî  de  fuite. 

Dans  la  féconde  fuite  g  =  ^,  h  =  a^b3  i^ssa^hb-^-c, 
k==a-¥-b-hc^~d  &c.  i 

Dans  la  troifiéme  m  =  g3  /s=g  +  ^  ^=gH-^-+-/  &c. 
il  en  eft  de  même  des  autres  fuites  fuivantes ,  dont  il  faut 
concevoir  que  le  nombre  en  va  à  l'infini. 

Première  propoftionfur  les  fuites  3  qui  en  contient  la  propriété* 

190.  Jl)  Ans  chaque  fuite  la  fomme  d'autant  de  termes  qu'on 
voudra,  depuis  le  premier  compris, eft  égal  au  produit  du 
nombre  des  termes  de  cette  fomme,  par  le  terme  qui  fuit 
le  dernier  terme  de  la  même  fomme,  divifé  par  une  gran- 
deur donnée  qu'on  appellera  texpofant  de  cette  fuite  s  lequel 
cxpofant  eft  toujours  l'expofant  e  de  la  première  fuite ,  aug- 
menté de  l'unité  dans  la  féconde  fuite,  augmenté  de  deux 
unitez  dans  la  troifiéme,  de  trois  unitez  dans  la  quatrième  $ 
&  ainfî  de  fuite. 

Soit  la  fomme  de  tant  de  termes  qu'on  voudra  de  chaque 
fuite  =  /. 
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Le  nombre  des  termes  de  la  fomme  foie  =  n\  &  comme 
on  n'en  prend  que  quatre  pour  fervir  d'exemple,  4=«. 

Le  terme  qui  fuit  le  dernier  de  la  féconde  fuite  eft  l>  celui 
de  la  troisième  eft  t>  de  la  quatrième  £,  &c. 

Ainn*  la  propriété  de  la  féconde  fuite  eft  /  ==/x  ~j. 

La  propriété  delà  troifïéme  fuite  eftjcrfx  ~£. 

La  propriété  de  la  quatrième  fuite  eft  s  =  Ç  x  ~%. 

Et  ainii  des  autres  fuivantes  à  l'infini. 

•i. 

Démonflration  de  la  féconde  fuite. 

1 L  faut  démontrer  que  £-)-£-+• /-+-£  =  ;<=/><  ^  : 

Parla  rc fuppof.  d^r€  -+-b-t-a==fx  .  f  ==i parla iefup. 

Par  la  ire  fuppof.        c  ■+■  b  -*-  a  =  d  x  n-=^  =  i  par  la  ie  fup. 

Par  la  ire  fuppof  b  -H  a  ==  c  x  n-^  =  b  parla  ic  fup. 

Parla  ite  fuppof.  -h  a  =  b  x  2_=J  =  g  par  la  vfup* 

il  eft  évident  que  o  =  a  x  n~  =  cv 

Donc  ijC  -h  aï—  ïi-H  5£_  i^-i  _--£-*-  ^  —  ^ 
=  £-+-/ -t-^-t-g-4-O}  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe  > 
^  x  /'-i-  d  4-  c  -4-  2  -*- a  —  ii  —  •£-  —  *£  — •  =?  =  k  -*-  i 

Mais,  i°,  puifque  par  la  féconde  fuppofîtion/H-^-»-rH-£ 
j^a  =  /,  l'on  aura  J-  x  /-*-^-*-f-i-^-v-^=^x/. 
i°.  »  étant  égale  à  4  dans  notre  exemple,  on  peut  difpofer 

les  produits  négatifs  — £ —  ^ —  ^  —  t  «  ia  manière 
fuivante , 

■—  c  —  b  —  a 

—  b  -~-  a 

-—a. 

Ain Won  aura  par  la  féconde  fuppofîtion 

— .  b  — a  =  —  & 

—  *,=*—& 

Donc  —  w  —  ^  —  i* —  m  ss  t»-^-*-*. 

Dddiii 
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"Mettant  à  prefe&t  dans  régalité  f  x  /•+■  ,<I  +  ï  +  ^  +  ^ 

—  ^  — •  T  —  f —  «fïa^/H"  £-hg-HO,fx/àla, 

place  de  f  x  /  -t-  4  «t-  f  -t-  *  -t-  «'*  &  ~A.-r-*-*  à  k  place 
de  _  M  — .  h.  — .  -u.  —  «^  on  aura  ^  x  /  -*-'-*-«  =  £ 
•t-i-i-^H-g-t-Qj  multipliant  le  tout  par  e,  &  tranfpofant, 
on  aura  ni  =  ?  x  £ W.  i-*-  £  -h  g  4-  i  x  £  4-  z  4-  ^  4-gj 
dîvifant.  chaque  membre  par*  -+>  1 ,  on  aura  -~  x  -/=& 
«$-  /  >i-  y&  -j-  g.   Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Dèmonftrdtion  four  la  troijïême  fuite. 
I  L  faut  démontrer  que  j  =  ?w-4-^-i-^-+-r  =  f  x'~~£. 
Parla  dëmonftr.  préced.  £4-  i -j-^-Hg==~  x/  =  r  parlai*  fup* 


il  effc  évident  que 


4-  g  =  J*J  xh  =  m 


~'e-«-l'~~e-*-l" 


g 


ïh 


Donc  ^g  x  /  -+-  k  4-  i  4-  ; 

Mais,  i°,  ,-£T  x  /4-£4-/4-/>4-g  =  ^'~  puifque  t  =s  / 
+  ^.+7  +  i&+g  par  la  féconde  fuppofition* 

— -  £  —  *  —  Z>  — g  =r  —  r par  la  ie fup. 


,0    — 1£  -t-j—ty  -ng 


—  g==  —  W 


Donc  en  mettant  ^  à  là  place  de  -ju  x  /-f-yè-Hz-j-^-i-g, 
&  —  '-?:/— à  la  place  de —.-1* -»;-«—?  dans  l'égalité 
r"&  x  /4-A  4- />£+■£  —  ,»-t;;V"^=  r+q  +  p+ms 
l'on  aura  &i  —  ,-?<-^-wt  =«r+^rt^rî  multipliant 
le  tout  par  ^  -f-  t  y  &  tranfpofant,  on  aura  nt  =.e+-  1  x 
r4-^4-/>4->»4-  ixr-H^-H^-t-^s  divifant  chaque 
membre  par  *-+-  1  -*- 1  ==f -h  2  ,  on  trouvera  t  x  ^i_  =/ 
**■  f  "+"  ?  rt.**-  Ce  qu'il  falloît  démontrer. 

U  eft  évident  que  la  même  démonstration  peut  s'appli- 
quer par  ordre  à  la  fuite  4%  à  la  5^  6e,  &c. 


Livre     VII.. 
Corollaire    I, 

i? *•  C/N  nommera  £  l'expofantde  chaque  fuite,  c'eft-â-djre, 
on  fuppofera  que  E  repréfente  e  pour  la  première  fuite,  f  +  i 
pour  la  féconde,  ?+z  pour  la  troifiéme,  &c.  on  appellera 
n  le  nombre  des  termes  -,  Z)  le  dernier  terme  j  ^  le  terme 
qui  fuit  le  dernier  terme  ^  j  la  fomme  des  termes. 

/=  ^  x  |  fera  la  formule  qui  fervira  à  trouver  la  fbmme 
des  termes  de  chaque  fuite.  Il  n*y  aura  qu*à  fubftituer  à  la 
place  de  c/j,  le  terme  qui  fuit  le  dernier  terme  $  à  la  place 
de  n3  le  nombre  des  termes,  6c  à  la  place  de  i?.,  l'expofane 
de  la  fuite ,  &  Ton  aura  la  fomme  des  termes  de  la  fuite. 

Pour  avoir  une  féconde  formule  par  le  moyen  du  dernier 
terme  D  de  chaque  fuite,  on  remarquera  que  le  nombre 
des  termes  qui  précèdent  le  dernier  eft  n  —  1 ,  par  confè- 
quent  la  fomme  des  termes  moins  le  dernier,  fera  s  —  D 
■=  D  x  —-1.  Ajoutant  -t-  D  à  chaque  membre ,  on  aura 
/==  D  x  "-=££.  Ainfi  j  =  D  x  *±g^  fera  la  formule  qui 
fervira  à  trouver  la  fomme  des  termes  de  chaque  fuite ,  lord 
qu'on  connoîcrale  nombre  des  termes,  le  dernier  terme,  & 
Pexpofant  de  la  fuite.  Il  n'y  aura  qu'à  les  fubftituer  à  la  place 
des  lettres  qui  les  repréfentent  dans  cette  formule. 

C    O    R   O    L    L    A    I    R    E        I  I. 

i,  EN  fuppofanc  que  le  dernier,  terme  /de  la  première  fuite 
eft  donné,  que  le  nombre  des  termes  de  chacune  des  fuites 
efl  le  même  qui- eft  auffi  donné,  &  repréfente  par  n3  5c  que 
l'expofantde  la  première  fuite  eft  e,  qui  eft  auffi  donné  ;  on 
peut  trouver  par  le  moyen  de  la  formulé  s  =  D  x  -  ~  \* E  . 
les  fommes  de  chaque  fuite  les  unes  après  les  autres ,  c'eft  â- 
dire  la  valeur  de  chaque  rang  perpendiculaire ,  ôc  en  même 
temps  la  valeur  du  dernier  rang  parallèle ,  ou  la  fomme 
égale  à/*-H/-w-+-Ç,  Sec.  La  même  méthode  fervira  à  trou- 
ver tel  autre  rang  parallèle  que  l'on  voudra. 

i°.  Pour  avoir  la  fomme  dés  termes  delà  première  fuite^ 
il  faut  fubftituer  dans  là  formule  s  =D  x  W;~^£-,  /  à  la^ 
place  de  D>  Pexpofant1  de  la  première  fuite.*.,  à  la  place 
de  E',  &  l'on  aura  pour  la  fomme  de  la.  première  iuite 
s  =  f  x  *  -J"4"-*  =  /  par  Ja  féconde  fùppofitiop. 
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20.  Pour  la  féconde  fuite ,  il  faut  fubftituer  la  fomme  de  îa 
première  fuite  fx  "~l*e  9  qui  eft  égale  au  dernier  terme  / 
de  la  féconde  fuite  par  la  féconde  fuppofition ,  à  la  place 
de  D  dans  la  formule  s  =  D  x  'L=JfI ,  6c  l'expofant  e  -*-  1 
de  la  féconde  fuite ,  à  la  place  de  E  ;  &  Ton  aura  pour  la 
fomme  de  la  féconde  fuite  s  =s/x  —^  x  ^f  =  t  par  la 
féconde  fuppofition. 

30.  Pour  la  troifiéme  fuite  j  il  faut  fubftituer  dans  la  formule 
s  ==  D  x  ?""■'•*•  3 ,  le  dernier  terme  de  la  troisième  fuite , 
t—zfx  *■=]■■*• e  x-:f$|s  à  la  place  de  Z>;  &  l'expofant  *--»-  2 
de  la  troifiéme  faite,  à  la  place  de  E',  6c  Ton  aura  pour  la 
fomme  de  la  3e  fuite  s  =  f  x  V^f  x  fjf  x  ^f-<  =  £ 

D'où  il  eft  évident  qu'en  continuant  à  l'infini  la  fuite 


/ 


M-I-t-e 


6cc.  les  produits 


de  fes  termes  pris  de  fuite  ,  donneront  tout  à  la  fois  6c  les 
fommes  de  chaque  fuite,  6c  les  valeurs  des  termes  du  dernier 
rang  parallèle  /,  ly  t,  Ç,  6cc. 

Comme  le  nombre  des  termes  eft  repréfenté  en  gênerai 
par  n3  en  fubftituant  au  lieu  de  n  tel  nombre  de  termes  qu'on 
voudra,  6c  à  la  place  de /le  dernier  terme  de  la  première 
fuite  qui  répond  à  jce  nombre ,  l'on  aura  par  le  moyen  de 
cette  fuite  les  fommes  de  tant  de  termes  qu'on  voudra  de 
chaque  fuite ,  6c  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  parallèle 
qu'on  voudra. 

Seconde  difpojttion  des  fuites» 

Suites. 
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Troifiéme  fuppofition. 

l9h  LEs  mêmes  fuites  peuvent  être  difpofées  comme  on  les 
voit  ici.  Le  premier  terme  delà  troifiéme  fuite  eft  à  côté 
du  fécond  terme  de  la  féconde  ^  le  fécond  terme  de  la  troi- 
sième fuite  eft  à  côté  du  troifiéme  terme  de  la-feconde ,.  6cc. 
le  premier  terme  de  la  quatrième  fuite  eft  à  côté  du  fécond 
terme  de. la  troifiéme  -y  le  fécond  terme  de  la  quatrième  fuite- 
eft  à  côté  du  troifiéme  terme  de  la  troifiéme  fuite,  &c.  6c 
ainfi  des  fuites  5%  6e,  dcc. 

Le  nombre  des  termes  de  la  première  &  de  la  féconde 
fuite  eft  égal  ^  dans  la  troifiéme  il  eft  moindre  d'une  unité  y 
dans  la  quatrième,  il  eft  moindre  de  deux  unitez  3  dans  la 
cinquième  ,,  de  trois  unitez  j  Se  ainfi  de- fuite. 

Nommant  n  le  nombre  des  termes  de  la  première  &:  de 
la  féconde  fuite,  n —  1  eft  le  nombre  des  termes  de  la  troi- 
fiéme 5  n  —  i  eft  le  nombre  des  termes  de -'la-  quatrième^ 
n — 3  de  la  cinquièmes,  &e: 

On  nommera,  comme  ci-defius ,, le  dernier  terme  de  cha- 
que fuite  JD  $  le  terme  qui  fuit  le  dernier  J\\  rexpofantde 
chaque  fuite  Eh  &  le  dernier  terme  de  la  première  fuite  /!,. 
qu'on  fuppofe  donné,  avec  fon^expofant  e. 

Seconde  propofition fur  les  fuites  y,qui  en  feigne  à  trouver  le  s  valeurs 

des  termes  f ,  1 ,  r ,  vs  y,  z ,  ,&c.  du  dernier  rang  parallèle  , 

ou  dé  tel  autre  rang  parallèle  qu'on  voudra. 

r94-  ON  fe  ferviradela  formule  s  —  D  x  ""^^pour  trouver 
la  valeur  du  dernier  terme  de  la  féconde  fuite,  6c  de  la  for- 
mule j  =  c/Jx  |  pour  trouver  les  derniers  termes  delà  3% 
4e,  5e,, fuites,  &c. 

i°.  Pour  la  féconde  fuite  i  le  nombre  des  termes,  eftl  n  ;  le 
dernier  terme  /qu'on  cherche,  eft  égal  à  la  fomme  dès  ter- 
mes de  là  première  fuite.  On  aura  la  fomme  des  termes  de 
là  première  fuite,  en  fubftituant  dans  s  =  Z)  x  '^~4,ïfti& 

la  place  de  Z),  &  e  à  la  place  dé  \E\  ainfi7=/x  ^f±-e: 

2°.  Pour  la  troifiéme  fuite,  le  nombre  des  termes  eft  »  —  iy 
lé  dernier  terme- r  eft  égal  à  la  fomme  des  termes  de  la 
féconde  fuite  ,  moins-  le  dernier  terme  qui  en  eft  exclu. 
Ainfi  il  faut  trouver  la  fomme  des  termes  de  la  2e  fuite  •  le" 
nombre  des  termes  étant  n  — -- 1 ,  le  terme  qui  fuit  le  dernier 
étant  l==sfA»^±j.i  &  rexpofant  de  la  ze  luite  étante  ■+. -iv 
%omc JU  Eee~ 
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II  eft  évident  qu'il  ne  faut  pour  cela  que  fubftituer  dans 
la  formule  s==Jl  x  •§,  fx  — '*%  à  la  place  de  «/j  5  »  —  i  à 
la  place  de  «.,  <&  /?+,i  à  la  place  de  £  i  èc  Ton  aura  r  =fx 


«  +  !' 


3*».  Dans  la  quatrième  fuite,  le  nombre  des  termes  eft 
n  «— ■  i  j  le  dernier  terme  eft  égal  à  la  fomme  des  termes  de 
la  troifîéme  fuite,  moins  le  dernier  terme  r  qui  en  eft  exclu, 
,6C  qui  eft  égal  à  fx  n-^^  x  fHî 

Pour  trouver  le  dernier  terme  v  égal  à  la  fomme  m  -*-p 
<+•  q  3  il  eft  évident  qu'il  ne  faut  que  fubftituer  dans  J"=c/J  x  -, 
/x  *=£±i  x  J~  à  la  place  de  âjj  m  —  2  à  la  place  de  «  i  6c 
i'expofant  *  -t-  2  de  la  troifiéme  fuite ,  à  la  place  de  £  j  &  Ton 
aura  v  =/x  *'~j**  x  —  x  £ 


«  —  i 

e-t-ï* 


D'où  il  eft  évident  qu'en  continuant  à  l'infini  la  fuite 
fx  0à±£  xi^L  x^i  X^IX  a*^  &c.  les  produits  de  fes 
termes  pris  de  fuite,  donneront  par  ordre  les  uns  après  les 
autres,  les  valeurs  des  termes  du  dernier  rang  parallèle  de 
la  féconde  difpofîtion  des  fuites  f3  l3  r,  viyJ  ^,  &c. 

Mais  n  repréfentant  en  gênerai  tel  nombre  de  termes  qu'on 
voudra, en  fubftituaiit  dans  cette  iuïce  le  nombre  qu'on  vou  ira 
à  la  place  de  n3  &le  dernier  terme  delà  première  faire  qui  ré- 
pond à  ce  nombre  de  termes, à  la  place  dçf  l'on  aura  par  cette 
fuite  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  parallèle  qu'on  voudra, 
^Application  de  ce  qu*on  vient  de  démontrer  des  fuites  en  gênerai \ 
aux  fuites  des  nombres  des  differens  ordres. 
Nombres   des    differens  ordres. 


Unite\ou 
xTefuite. 

-1.  ordre, 
ze  fuite. 

ie  ordre, 
y  fuite. 

I 

31"  ardre, 
4e  fut te. 

I 

4° ordre, 
S*  fuite. 

f"  ordre, 
6t  jmte. 

6e  ordre, 
7°  Juite. 

I 

•  1 

I 

I 
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28 
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10 

10 

35 
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Quatrième  fuppofitian* 

l95'  LA  première  colonne  contient  les  unirez' ,  ainfi  chaque 
terme  n'eft  que  l'unité,  &la  fbmme  des  termes  eft  égale  au 
nombre  des  termes-,  par  exemple,  la  Comme  de  cinq  unitez* 
eft  égale  au  nombre  des  termes  5.  Et  de  plus,  la  Comme 
d'autant  de  termes,  c'eft-à-dire  ,  d'autant  d'unitez  qu'on 
voudra,, par  exemple  4,  qui  eft  la  Comme  de  quatre  termes, 
eft  au  produit  du  nombre  des  termes  de  cette  Comme  par 
le  terme  qui  Cuit  le  dernier  qui  eft  1 ,  lequel  produit  eft  4, 
comme  l'unité  eft  à  l'unité,  c'efLà-dire,.,  à  une  grandeur 
donnée  j  ainfi  1  eft  PexpoCant  de  la  Cuite  des  unitez.  Ou  bien,, 
ce  qui  eft  la  même  chofe,.  la  Comme  d'autant  de  termes 
qu'on  voudra-  par  exemple,  la  Comme  4  de  quatre  termes 
eft  égale  au  produit  du  nombre  des  termes  de  cette  Comme, 
lequel  nombre  eft  4,.  par  le  terme  1  qui  fuit  le  dernier, 
diviCé  par  PexpoCant  ï  de  la  Cuite  des  unirez ,  car  4  ===•  5^U. 

Ainfï  nommant  n  le  nombre  des  termes,  s  leur  fomme, 
Fon  aura  s.  n  x  1  : 1  1 .  1  -y  ou  bien  ;s=*.. 

Les  nombres  du  premier  ordre  Cont  formez  par  Padditioiî- 
faite  de  Cuite  des  unitez,  6i  ce  Cont  les  nombres  naturels  5 
le  premier  1  eft  égal  au  premier  1  delà  Cuite  des  unitez  j  le 
Cecond  2  eft  égal  à  la  Comme  des  deux  premiers  fermes  de 
la  Cuite  des  unitez  2  =  1  •+■  i  -,  le  troifiéme  3  eft  égal  à  la  Cuite 
des  trois  premiers  termes  de  la  Cuite  des  unitez  3  =  r+  1  -t- 1, 
Ôc  ainfi  de  Cuite. 

Les  nombres  du  Cecond  ordre  Cont  formez  de  la  même 
manière  par  l'addition  faite  de  Cuite  des  nombres  du  premier 
ordre. 

Les  nombres  du  troifîeme  ordre  Cont  formez  par  l'addi- 
tion faite  de  Cuite  des  nombres  du  Cecond  ordre >  &  ainfi  des 
autres  ordres. 

G    O    R  O •■  E    L  A    ï    R   E       I. 

ï 96.  IL  eft  évident  que  les  proprietez  qu'on  a  démontrées  de^ 
Cuites  en  gênerai,  conviennenr  à  ces  Cuites  des  nombres  des 
differens  ordres.  Ainfi,  i°.  PexpoCant  des  unitez  étant  1 ,' 
l'expofanr  du  premier  ordre  eft  1  -*-  1  =  2  j  celui  du  Ceconî 
eft  1.-+- 1=  3  -r  celui  du  troifiéme  eft  3  -h  1  ==4  5,  &  ainfi; 
des  autres. 

2.0.  En  nommant  le  nombre  des  termes  de  chaque  Cuite  »;, 

Eee  ij- 


âNAt  Y  S  E       DE  MON  TR#E, 

•leur"  fomme  s  3  le  dernier  terme  B  3  celui  qui  fuit  le  dernier 
,termev|,  l'expofant  de  chaque  fuite  E3  l'on  aura  ces  deux 
vforniuleslpour  trouver  la  fomme  des  termes  dans  chaque 

iuite,.j  =  ^x  i,  s=B  x — £—. 

En  fubftituant  dans  laquelle  on  voudra  de  ces  deux  for- 
mules le  dernier  terme  i  de  la  première  fuite ,  ou  le  terme  h 
qui  fuit  le  dernier,  à  la  place  de  </}  ou  de  J> ,  & Texpofant  i 
rà  la  place  de  E /l'on  aura  pour  la  fomme  de  la  iuite  des 
unitez  /=i  x  f  =  .5  ,  qui  eftie  dernier  terme.de  la  féconde 
par  la  quatrième. fuppontion. 

En  fubftituant  dans  La  féconde  formule  s  =  B  x  ^—^., 
le  dernier  terme  du  premier  ordre.,  marqué  en  gênerai  par 
1  x  -J,  a  la  place  de  B3  &  l'expofant  1  dupremier  ordre  à  la  . 
place  de  E3  on  aura  pour  la  fbmme  des  termes  du  premier 
ordre  /==  1  x  f  x  n-^  égale,  par  la  quatrième  fuppofition, 
au  dernier  terme  15  du  fécond  ordre. 

En  fubftituant  dans  la  même  formule  ;  =  Dx!^.) 
ie  dernier  terme  1  x  y  x  n-±±  du  fécond  ordre  qu'on  vient 
,4e  trouver  àJ  a  place  deD,  &  l'expofant  3  du  fécond  ordre 
à  la  place  de  E3  on  aura  pour  la  fomme  des  termes  du  fécond 
ordre  s  =,i  x  f  x  ~  x  2-~  égale  au  dernier  terme  35  du 
.troifiéme  ordre  par  la  quatriémefuppofîtion. 

■  JEn fubftituant  de  même  dans  s  =  Bx  ?"I^£,  le  dernier 
terme  1  x  f-  x  n^~  x  — t  du  troifiéme  ordre  qu'on  vient  de 
trouver ,  à  la  place  de  B  3  &  l'expofant  4  du  troifiéme 
ordre  à  la  place  de  E3  on  aura  pour  la  fomme  du  troifiéme 
ordre  j=  1  x  f  x ;— -p  x  ^p  x  ^  égale ,  par  la  quatrième 
fuppofîtion,  au  dernier  terme  70  du  quatrième  ordre. 

/D*ôù  il  eft. évident  qu'en  continuant  à  l'infini  la  fuite 
ï  x  ^  x  «±_*  x  «^l  x  2LJJ  x  «±+  x  djia  &c.  les  produits  àcs 
grandeurs  qui  la  compofent ,  pris  de  fuite  depuis  la  pre- 
mière 1 ,  donneront  en  même  temps  par  ordre  les  £bmmes 
des  fui  ces,  6c  les  termes  du  dernier  rang  parallèle. 

Et  comme  n  repréfente  en  gênerai  le  nombre  de  termes 
qu'on  voudra,  en  fubftituant  dans  cette  fuite  le  nombre  de 
termes  qu'on  voudra  à  la  place  de  n3  .l'on  aura  les  valeurs 
des  fommes  de  tant  de  termes  qu'on  voudra  de  chaque  fuite, 
&L  les  valeurs  des.  termes  de  quel  rang  parallèle  on  voudra. 
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Seconde  difpofîtion  des  nombres  des  differens  ordres. 


Unite\ou\  1.  ordre , 
ire  fuite.  I  re  /«/fe. 

x*  ordre  ■>  I  y  ordre , 
3  e  fuite.}  4e  /*«#. 

4e  ordre  3 
S s  fuite. 

fe  ordre  ) 
<>  "'  /«/te . 
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$97.  Cette  difpofîtion  eft  la  même  que  la  féconde  difpofîtion 
des  fuites  générales  j  ainfî  la  troifiéme  fuppofîtion  &  la  fé- 
conde propofition ,  doivent  être  appliquées  à  cette  féconde 
difpofîtion. 

C    0    R   O    L    L    AIRE        I  L 

$j2.  PAr  confequenr  on  peut  trouver  par  le  moyen  des  for- 
mules j  =  c/Jx-|,&j  =  X)  x  w~^£,  les  valeurs  des  termes 

du  dernier  rang  parallèle ,  ou  de  tel  autre  rang  parallèle 
qu'on  voudra. 

1  °.  Le  terme  de  chaque  rang  de  la  fuite  des  unitez  étant 
toujours  1.,  pour  avoir  le  dernier  terme  delà  féconde  fuite 
ou  du  .premier  ordre  qui  eft  toujours  égal  à  la  fomme  des 
termes  de  la  première  fuite  ou  des  unitez ,  il  faut  fubftituer 
dans  s  =  D  x  n~]^E ,  1  à  la  place  de  D 3  l'expofant  de  la 
première  fuite  1  à  la  place  de  E  ;  ôt  l'on  aura  pour  la  fomme 
des  unitez,  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  pour  la  valeur  du 
dernier  terme  du  premier  ordre ,  s=  ixf 

20.  Dans  le  fécond  ordre  ou  dans  la  troifiéme  fuite,  le 
nombre  des  termes  eft  moindre  d'une  unité  que  celui  de  la 
fuite  précédente,  ainfî  c'eft  n  —  1.  Le  dernier  terme  delà 
troifiéme  fuite  eft  égal  à  la  fomme  des  termes  de  la  féconde 
moins  le  dernier  terme  de  la  féconde  qui  eft  exclu  de  cette 
fomme  :  on  vient  de  trouver  que  le  dernier  terme  de  la  fé- 
conde eft  1  x".  Ainfî  pour  avoir  le  dernier  terme  de  la  troi- 
fiéme fuite .,  'd  faut  trouver  la  fomme  de  la  féconde  fuite 

Eee  iij 


4o£  Analyse    d  b  m  o  n  t  r  e'i. 

dont  on  connoîc  le  nombre  des  termes  n —  i ,  le  terme  ix- 
qui  fuit  le  dernier  terme,  &;  l'expofant  qui  eft  2.  Il  n'y  a 
qu'à  fubftituer  dans  la  formule  s  =  4  x f ,  1 x  f  à  la  place 
de  c/^,  a  —  1  à  la  place  de  n3  6c  2  à  la  place  de  £5  &  l'on 
aura  pour  la  valeur  du  dernier  terme  de  la  troifiéme  fuite 


I  X  ~  X 


n-l 


3°.  Dans  le  troifiéme  ordre  on  trouvera r  par  unfemblable 
raifonnement,  que  le  dernier  terme  du  troifiéme  ordre  eft 
égal  à  la  fomme  du  fécond  ordre  moins  fon  dernier  terme 
qui  eft  1  x  f  x-  "-—?.  que  le  nombre  des  termes  eft  n  —  2  j. 
&que  l'expofant  du  troifiéme  ordre  eft  3.  Ainfi  en  fubfti- 
tuant  dans  s=*J\  x.  f ,  r  x  £  x  "^  à  la  place  de  J{,.n  — 2 

à  la  place  de  n  3  H.  3  à  la  place  de  E  3  on  trouvera  que  le  der- 
nier terme  de  la  quatrième  fuite  ou  du  troifiéme  ordre  eft 


l  x  jl  x  *=i  x  te1. 

Il  i 


F ormule  générale  *  qu  il  faut  bien  remarquer  pour  la  fuite. 
*99'  D'Où  il  eft  évident  qu'en  continuant  à  l'infini  la  fuite 
1  x  -f  x.  2fcp  x  ^  x  ^  x  "-7*  x  s~J  x  ^  &c.  les  produits 
de  toutes  les  grandeurs  qui  la  compofènt  pris  de  fuite  depuis 
la  première  1 ,  donneront  par  ordre  tous  les  termes  du  rang 
parallèle,  par  exemple  du  dernier  1,  5,  10 y  10,  $r  1 ,  en 
iùbftiruant  le  nombre  des  termes  5  à  la  place  de  »k 

Et  comme  le  nombre  des  termes  marqué  en  gênerai  par  ny 
repréfente  tel  nombre  des  termes  qu'on  voudra ,.  il  eft  évi~ 
dent  qn'en  mettant  à  la  place  de  »  tel  nombre  qu'on  vou- 
dra, on  aura  de  fuice  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  pa- 
rallèle des  fuites  qu'on  voudra  j  6c  que  cette  fuite  eft  unefori 
mule  générale  pour  les  trouver  tous. 

A   V    E    R   T    I    S    S    E    M    E    N    T. 

fJ'N"  peur  concevoir  d'autres  difpofitibns  des  fuites  gé- 
nérales des  difFerens  ordres ,  &  des  fuites  des  nombres  de 
differens  ordres ,  que  celle  qu'on  a  mife  la  féconde  j  &même 
on  peut  concevoir  d'autres  fuites  qui  naîtroientde  ces  fuites 
par  la  multiplication  faite  par  ordre  de  chaque  terme  d'une 
fuite  par  lui-même,  ou  par  le  terme  qui  le  précède  ou  qui  le 
fuit  immédiatement  dans  la  même  fuite,  ou  qui  s'en  pour. 
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roient  former  de  beaucoup  d'autres  manières,  qui  peuvent 
avoir  plufieurs  ufages  :  mais  comme  l'on  n^a  befoin  ici  que 
de  ce  qu'on  a  démontré  de  ces  fuites  dans  leur  première  & 
dans  leur  féconde  difpofition,  il  eft  mutile  de  prolonger  cette 
digreffion  de  ces  autres  fuites. 

IOO.  application  de  la  formule  générale  1  x  ~  x  ^^  x  2-ri*  x  n~l  x 
ïf*  x  *-fl ,  &c.  a  la  formation  des  puiffances  de  la  fomme 
ou  de  la  différence  de  deux  grandeurs  repréfintèes  par  a  •+.  b, 
ou  a  —  b. 

Table  de  la  formation  ordinaire  des  puitfànces  de  la  femme  ou  de  h 
différence  de  deux  grandeurs  représentées  par  a  H-  b  »  ou  a — h 


la 

-+-  ib 

laa 

-H  iab 

-+-  ibb 

Ie  puiffance. 

la? 

-k-^aab 

^r^abb 

-+-  lb% 

3  e  puiflance. 

la* 

-+-q.a  b  \-\-6aabb 

-+-  q.ab 

H-l£4 

4e  puiflà 

ias 

-t-  5a*b\>4-  ica'bb 

U-  ï  oaab* 

-+-  5^ 

-4-  iji? 

fc  puiffance. 


Il  n'y  a  qu'à  mettre  pour  les  puiflànces  de  a  —  ^lefigne  — 
devant  tous  les  termes  pairs  dans  lefquels  les  dimenfîons 
de  b  font  en  nombre  impair,  c'eft  à-dire  devant  les  féconds, 
les  quatrièmes,  les  fîxiémes  termes,  &c.  '_ 

R  E  M  a  r  o^u  e. 

S  I  l'on  fe  rend  familière  la  formation  ordinaire  des  puif- 
fances de  deux  grandeurs  a~*-b ,  ou  a — b>  on  verra  clai- 
rement, i°.  que  les  puiffances  de  a  font  feules  fans  b  dans  le 
premier  terme  j  que  la  puiiTance  de  a  diminue  par  ordre 
dans  chaque  terme  qui  fuit  le  premier ,  d'un  degré  $  &  que  b 
eft  toujours  linéaire  dans  le  fécond  terme,  &  augmente  par 
ordre  dans  chaque  terme  fuivant,  d'un  degré. 

Ainfi  fuppofant  que  Pexpofant  de  chaque  puiiîànce  à  la- 
quelle on  peut  élever  a  +  b,  ou  a  —  b ,  eft  reprefenté  en  gê- 
nerai par  »,  les  produits  des  lettres  a  &.  b  dans  chaque  ter- 
me feront  par  ordre  d\  *R-Jb>  éf~xbb9  a~W 9a*-*b+9  &c. 
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2d.  On  verra  clairement  que  les  nombres  qui  font  les- 
coëficiens  des  termes  de  chaque  puiflance,, par  exemple 
i,  2,  i,  de  la  féconde^  i,  3,  3,  i,delatroifiéme  h  1^  4,6,4,  i, 
de  la  quatrième  -r  1  ^ 5 ,  to  ,  1  o ,  5,  1  ,.  de  la  cinquième ,  &c. 
ibnt  exactement  les  termes  de  chaque  rang.perallele:  de  la. 
féconde  difpofîtiôn  dès  fuites  des  nombres  des  différens  or- 
dres, &  que  l'éxpofant  du  degré  de  chaque  puiflance,  par 
exemples,  l'expofant  2  de  la  féconde,  l'expofant  3  de  la  troi- 
iiéme,  &c.  eftexaétementle  nombre  des  termes  qui  défigne 
le  rang  parallèle  qu'il  faut  prendre  pour  avoir  les  coëficiens 
de  lafeconde  puiflance,  de  la  troifiéme,  de  la  quatrième  ^ôçc, 

(2.  O    R    O    L    L.   A    I    R,  E, 

%®i".  Par  confèquent  «r  reprèfentant  ce  nombre  des  termes  dans, 
la  formule  1.  x  f  x -*=*  x  -"-1 ,  &c.  qui  fert  à  trouver  les 
termes  de  chaque  rang  parallèle ,  n  repréfente  aufli  le  degré 
de  là^  puiflance,  puiique  le:  degré  de  la  puifFance  eft  égal  au. 
nombre  des  termes. 

A  in  fi  pour  élever  a  «+•  b  à  quelque  puiflance  que  ce  puiue1. 
être ,  repréfentée  en. gênerai  par  »,  le  coëficient  du  pre- 

_ — n 

mier  terme  de  la  puiflance  a  ■+-  b  fera  égal  à  i_,  le  fécond 
à  1  x  7,  le  troifiéme  à  ix  \  x  ^~j  le  quatrième ^  1  x£x  ^  x 
-~*j  le  cinquième  ,  1  x  f  *  ht1  x  ^  x  *-=-*  •  &  ainfi  de 
fuke  :  ce  qui  donne  la  formule  générale  fuivante; 
Formule  générale  four  élever  la  fômme  ou  la  différence  de  deux 
grandeurs  a-t^b,  ou  a — b  à,  une  fuiffânce  quelconque. 

103.   a-^-b  =idu  -h  ix  fa'^b  -H  1  x  f  x^i  a'^bb  +  ix  f** 

»--J  x   «rii   ^»-i^»  +    i   x  f  x  ^  *    1T  *  *TT   *~*b* 

*    +ixfx^xif.lx^x  jl=1  d^lh%\  &  ainfi  à.  l'infini. 

Il  n'y  a  qu'à  mettre  le  figne—  devant  tous  les  termes  pairs  y 

le  fécond,  le  quatrième,  le  fixiéme,  &c.  &  l'on  aura  la. for-. 

mule  de  a — b  . 

On  peut  négliger  l'unité  par  ou  commence  chaque  coë- 
ficient ,  l'unité  n'apportant  aucun  changement  dans  les  pro- 
s    duits. 

On  élèvera  par  îè  moyen  de  cette  formule  générale,  là; 
fbmme  ou  la  différence  de  deux  grandeurs  à  telle  puiflance 
<ju'on  voudra,  par  exemple,  à  la  féconde  puiflance  done 

l'expofant 


Livre     V  IL"  40^ 

Fexpofant  eft  1 ,  à  la  troifiéme  donc  l'expofant  eft  3 ,.  &c. 
en  fubftituant  dans  la  formule  l'expofant  de  cette  puiffance 
à  la  place,  de  n  3  &:  la  première  grandeur  a  la  place  de  a  ,  ôc 
la  féconde  à,  la  place  de  b\  &;  Ton  aura  la  puiflànce  que  L'on 
cherche. 
£04.  Quoique  la  formule  foit  infinie,  elle  donne  pourtant  la 
puiffance  finie  de  la  fomme  ou  de  la  différence  de  deux 
grandeurs  j  pareeque  tous  les  termes  infinis  de  la  formule 
qui  fuivent  ceux  qui  ont  fervi  à  trouver,  la  puiffance  que  l'on 
cher  choit  ,.  deviennent  égaux  à  zéro ,.  chacun  contenant 
parmi  fes  coèficiens  une  grandeur  égale  à  zéro.  Par  exem- 
ple ,  quand  on  élevé  par  la^  formule ,  a  ■+-  b  à  la  troifiéme 
puiflànce ,  après  avoir  trouvé  par  les  quatre  premiers  ter- 
mes de  la  formule,  la  puiffance  de -d- -h  3 aab  -h-}abb^-b\  le 
cinquième  terme  6c  les  autres  fuivans,  contiennent  tous 
parmi  leurs  coëficiensla  grandeur  n —  3  =  o,,qiii  rend  tous, 
ces  termes  égaux  à  zero^  puifqu'une  grandeur  étant  multi- 
pliée par  zéro,  le  produit  eft zéro. 

G   O  R  O   L  t  A  I   R  E. 

%0  5  •  S I  l'on  &  rend  familière  la  formation  des  puifiairces  de  trois' 
grandeurs  a  •+-  b  ■+•  c  5  de  quatre  grandeurs  a-i-b  -+-c  -+d> 
de  cinq  grandeurs ,  a-*-  b  -*- c-¥- d -+- e,  êcàinfià  l'infini,  on' 
verra  clairement  que  dans  chaque  puifTance,  par  exemple- 
dans  la  quatrième  ,  la  quatrième  puiffance  des  deux  pre- 
miers termes ,  qui  eft  /  +  4^  -4-  Gaabb  •+-  çab*  -+-  b* }  peut 
fervir  de  formule  particulière  pour  trouver  tous  les  termes' 
de  la  quatrième  puiflànce  .de  a  -h  b  •+>  c  y  de  a  -v-  b-±-  c  -*rdy 
de  a  -+-  b  -+-  c  ■+■  d  -t-  e 3  etc. 

Car  après  avoir  trouvé  la  quatrième  puiffance  des  deux: 
premiers  termes  a-*-  b,  il  n'y  a  qu'à  fuppofer  que  les  deux' 
premiers  termes  a^b  font  repréfentez par  a,  de  le  troi- 
fiéme c  par  bv  &:  fuppofànt  que  a*  dans  la  formule  particu.- 
liere  a*-*-  4a* b+  Gaabb  -h  ^ab%  •+-  b\  repréfente  la  quatrié-' 
me  puiffance  de  a  +  b  déjà  trouvée,  le  fécond  terme  4^ 
marquera  qu'il  faut  prendre  quatre  fois  la  troifiéme  puif- 
fance de  a->rb  repréfentée  par  a* ,,  ôc  la  multiplier  par  & 
repréfentée  par  b  5  le  troifiéme  Gaabb  marquera  qu'il  faut 
prendre  fixfois  la  féconde  puiffance  de  a~*-b  repréfentée 
Tome-  Z,  H  Fi- 
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par  aa3  &  la  multiplier  par  la  féconde  puifTance  de  c  repréJ 

fèntée  par  bb  i  &  ainfî  de  fuite. 

Après  avoir  ainii  trouvé  la  quatrième  puifTance  de  a-\-b 
H-  f  3  il  faut  fuppofer  ^  +  ^  +  f  repréfentée  par  a9  &c  la  4e 
grandeur  d  repréfentée  par  b\  &c  que  la  quatrième  puifTance 
de  44-^  +  f  eft  repréfentée  dans  la  formule  particulière 
par  a*,  le  fécond  terme  ^alb  marquera  qu'il  faut  prendre 
quatre  fois  la  troifiéme  puifTance  de  a-\-  b-\-  c  repréfentée 
par  a3  &.  la  multiplier  par  d  repréfentée  par  b  Le  troifiéme 
terme  Gaabb  marquera  qu'il  faut  prendre  iîx  fois  la  féconde 
puifTance  de  a  ■+-  b-¥-  c  repréfentée  par  aa  3  êc  la  multiplier 
|>ar  la  féconde  puifTance  de  d  repréfentée  par  bb  5  8c  ainfî  à 
l'infini. 

Il  en  eft  de  même  de  toutes  les  autres  puiffances. 

Or  comme  chaque  puifTance  particulière  de  deux  gran- 
deurs a  -4-  b  fert  de  formule  particulière  pour  trouver  la 
même  puifTance  de  trois  grandeurs,  de  quatre,  de  cinq, 
de  fix,  6c  ainfî  à Tinfini,  de  même  la  formule  générale  aa 

4-  j  dx~lb  +  Jx^  ^""T,  &c.  de  toutes  les  puiffances  de 
deux  grandeurs  a-*-b3  fert  à  trouver  la  formule  générale 
de  toutes  les  puiffances  de  tant  de  grandeurs  qu'on  voudra, 
bc  d'une  fuite  infinie  de  grandeurs.  Et  comme  il  fuffit  de  fe 
rendre  bien  familières  les  formations  particulières  des  puifl 
fances  de  deux  grandeurs ,  pour  trouver  par  ces  puifîances 
de  deux  grandeurs  les  mêmes  puiffances  de  trois,  de  quatre, 
êc  d'une  fuite  infinie  de  grandeurs ,  il  fuffit  de  même  de  fe 
rendre  bien  familière  la  formation  générale  de  toutes  les 
puifîances  de  deux  grandeurs,  pour  trouver  foi-même  la  for- 
mule générale  des  puilTances  de  trois,  de  quatre,  de  cinq 
grandeurs,  8c  d'une  fuite  infinie  de  grandeurs,  Ainfi  il  fuffit 
de  mettre  ici  cette  formule  générale  comme  un  Corollaire 
de  la  formule  générale  des  puilTances  de  deux  grandeurs , 
&  il  eft  inutile  d'ajouter  un  long  difeours  pour  faire  conce- 
voir la  formation  de  cette  formule  générale. 

(  Voyez  la  Table,  dont  voici  le  lieu.     Art.  200.) 

Les  formules  générales  de  la  Table  fervent  à  élever  une 
fuite  donnée  de  grandeurs  à  telle  puifTance  qu'on  voudra, 
en  fubftituant  dans  les  formules  Texpofant  de  cette  puifTance 
à  la  place  de  nb  la  première  grandeur  de  la  fuite  donnée  à 


Table  pour  la  page  410  r  Article  206  de  TAnalyfe  démontrée 


y 


gui  contient  les  formules  générales  pour  élever  une  fuite  de  grandeurs  a  une  puijfance  quelconque  dont  Vexpofant  efl  r epre fente  par  L  lettre  ny 

ft)  pour  extraire  la  racine  quelconque  de  la  même  fuite  de  grandeurs \- 


Première  Formule  pour  élever  la  fomme  de  deux  grandeurs  à  une  puiflance  quelconque,  &c  pour  en  extraire  La  racine  quelconque. 


Seconde  Formule  pour  élever  une  fuite  de  grandeurs  a  +  by  ■+-  cyy+~d]f  -i-  &c.  à  une  puiflance  quelconque ,  &  pour  en  extraire  la  racine  quelconque. 


1 


a  +  fy  +  yy  +  df  +  e/*-*-//  &c.  =  an  -i-  \  a"'1  by+^x  i^Lan':Lbb 


+$  x  :*?  x 


x  -~- a        b 


-J--y~^ 


»    ,n  —  i 


'M 


+  l*n-f1an-1fc>x/ 


4-&C. 


*-\x  ï=±a*~%bd 


Troifléme  Formule  p@ur  élever  une  fuite  de  grandeurs  ay  -f-  byy  -f-  çy»-f-  dy*  +•  &Cc.  à  une  puiflance  quelconque,  Se  pour  en  extraire  la  racine  quelconque. 


•h  iA        C 


i 


n  W 


H.lx^-x^x^x^V-W     1 

4.  *  xr±Lx^a*-Hbd .>.*/" 
.+.  «  x  t=î  *  *-*  ^ 

^.ix  w-=-x  an~He 


-h  f  x  5=*  x  5=S  x  Ëj*  x  ^-4  ^H~5  ^ 


-Hf  xn-=^  aT"'L dd 
-»-T>  TT  x^  aa~lbcd 

+  ix^KnrZn->bbe 


«4.»  x  »_z!  x  ^  x  ^  -  "—*  «  «**  «  «-« 


-h^"-1*  J 


&C 


+  tXstXt^tXt4xV  *"% 


ce 


+  Ï^-TX^X    "-=I*—4^Î 


3 
1~3 


}xyn+< 


n    „  n—'ï      .  n  —  1 


r* 


^  g  x  ".=£*»-?■*/ 


^X^'g 


fx^x^x^x  *?*n-Wd 

-t-^x^1  x^a^'bdd 

+  T^x?  xn-=±œ«-Hkd 


n  n—  i  : 

7  X    -y-  ■  X 


"-^^ 


<* 


T^T1  X .S=*x  ï-i^-^3 


+  fx  sç-1^""1^ 
4-T  xn-=i  *!£±an-Hbf 

cf 


}*f*7 


n—l     ^n  — 1 


tX^T-^ 


f^"-1^ 


- 
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la  place  de  a  ;  la  féconde  à  la  place  de  h ,  &c.  Pinconnue 
donnée  à  la  place  de  l'inconnue  y ,  &c. 

Avertissement, 
V>Es  formules  générales  peuvent  fervir  à  élever  deux  gran- 
deurs,, ou  une  fuite  infinie  de  grandeurs,  non  feulement  à 
une  puifïance  quelconque ,  dont  Pexpofant  eft  un  nombre 
entier  pofitif,  comme  on  Ta  démontré  jufqu'ici,  mais  encore 
à  une  puhTance  quelconque,  dont  Pexpofant  eft  un  nombre 
entier  négatif,  &  à  une  puifTance  quelconque,  dont  l'expo- 
fant  eft  un  nombre  rompu,  foit  pofitif,  foit  négatif.  On  va 
donner  une  démonftration  particulière  pour  le  cas  où  Pex> 
pofant  eft  un  nombre  entier  négatif,  &:  enfuite  on  le  démon- 
trera par  la  première  méthode  du  fécond  Problème,  pour 
les  cas  où.  rexpofant  de  la  puiftànce  eft  un  nombre  rompu,, 
pofitif  ou  négatif  3  ôc  on  mettra  ces  derniers  cas  pour  fervir 
de  5e,  6e  èc  de  7e  exemples  du  Problème. 
207.  Il  faut  remarquer ,  comme  on  Penfeigne  dans  PÀlgebre^ 
que  ^  fe  marque  ainfi  a~i->        l      ;  fe  marque  ainfi  a-\-b~lti 

*-*~-i— ^  fë  marque  ainfi    a-%-b   x  œ-t-c    3  8c  en  gênerai 


—  n 


■  a^y  J1  iè  marque  aïnfi  a  ■+-  b 

D'où  Pon  voit  qu'un  expofant  négatif  marque  que  la  puf£ 
iànce  delà  grandeur  dont  il  eft  Pexpofant ,  eft  dans  le  déno^ 
minateur  d'une  fraction,      , 

11  faut  aufii  remarquer  que  les  incommenfurables  fe  mar- 
quent comme  les  puiflances ,  &:  leurs  expofans  font  des  nom. 

feres  rompus.  Par  exemple  y/a  =  a  z  5  ^aa  ==  a  *  3 -y/ *f] 

11  JL  -4-  t     J-  -     -L-  -  — 

=  a~y t  ava  ^ay  =  aa         y  "3  ^am  =a  »  3  y  a  =  a   * 

Z—r=zam"^K       ^=?/  +  n;2{  ainfi  des  autres. 

Troiféme  proportion  yqui  contient  les  principes  ou  Problèmes  qm 
fervent  à  dè?nontrer  que  les  formules  générales  qui  précèdent 
s* étendent  aux •  puijfances  de  deux  grandeurs ,  ou  d* une  fuite  in- 
finie de  grandeurs  3  dont  l'expofant  ejl  un  nombre  entier  négatif 


208.  P  O  u  R  trouver  la  fuite  infinie,  qui  eft  la  valeur  de  -    ^,    -  % 

Fff  ij 
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i 


=  a  -H  b        ,   de      a-t-.bmi   ==z  a  "*~  b         ?  de      «-K* 
"J^TZ      4,  &£.  il  faut  faire  les  opérations  fuivantes. 


i°.  Il  faut  partager  a-±-b  ?=  aa  -\-  lab  -+•  ^  en  deux 
grandeurs ,  dont  la  première  eft  aa-*-  ab3  la  féconde  a^  ■+-  bL 

Il  faut  de  même  partager  a  ■-*■  i  =  </h-  3 aab^r  3 ^  -i-  # 
en  <«'+  i  *<*£  -H  ^  i  -&  H-  aab  -h  2^^  -h  $  ■. 

Et  de  même  a-*~b  =  a*  -*•  ^aïb  -+-  6aabb  «+-  4^  -h  £+ 
en  ^4h-  3^  -+-  3^££  mM  ^  î  &  -**■  ^  *+-  3**^^  h-  3*^ -h  ^ 
&  ainfî  des  autres  puifFances  fuivantes. 

Pour  faire  ce  partage ,  il  faut  que  la  féconde  partie  ou 
•grandeur  étant  le  numérateur  d'une  fraction  ,  &.  la  première 
ie  dénominateur ,  cette  fra&ion  foit  égale  à  i.  s  ce  qui  eft 
poffible  dans  toutes  les  puiflances  de  a~*r  b  ou  de  a  —  b. 

Il  faut  enfuîte  divifer  l'unité  par  ^  +  1^  +  bb  dans  la 
féconde  puiflance,  par  a*~t-  $aab-\-  $abb  -+■  b*  dans  la  troi- 
sième ,  &  ainfi  des  autres ,  en  prenant  pour  première  partie 
dtâ  divifeur  la  première  grandeur,  &  pour  la  féconde  partie 
du  divifeur  la  féconde  grandeur  qu'on  a  déterminées  ci- 
deiTus. 

Cette  divifion  donnera  des  quotiens  qui  auront  des  termes 
à  l'infini,  &  tous  ces  termes  feront  des  fractions. 

20.  Il  faut  faire  fur  chacune  de  ces  fra&ions  ce  qu'on  a 
fait  dans  la  première  opération,  c'eft-à-dire,  divifer  le  nu- 
mérateur parle  dénominateur,  prenant  lefeul  premier  ter- 
me du  dénominateur  pour  première  partie  du  divifeur,  6c 
tous  les  autres  termes  du  dénominateur  pour  la  féconde  par- 
tie du  divifeur. 

Tous  les  quotiens  qu'on  trouvera  à  l'infini  de  ces  fécon- 
des divifions,  contiendront  des  termes  qui  étant  ordonnez 
de  fuite  les  uns  fous  les  autres,  donneront  des  fuites  dont  on 
trouvera  les  fommes  par  le  moyen  des  fuites  qu'on  a  démon- 
trées ci-deiîus. 

3°,  JEn  trouvant  les  fommes  de  chaque  colonne  de  ces 
fuites ,  par  les  méthodes  des  fuites  précédentes ,  on  aura  la 
fuite  infinie  qui  exprime  la  puifïance  que  l'on  cherche. 

Ceci  s'éclaircira  par  les  opérations  fuivames. 
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Tour  la  féconde  fuiffance. 
%fO  u  R  trouver  la  fuite  égale  à     a,b  z  sbb  a -h  b       =- 

M+.xlb-t-bb,  ^  î!  fauc  Parcager  le  dénominateur  ou  di- 
vifeur aa-i-  iab-hbb  en  deux  parties,  dont  la  première  eft 
aa-*-ab3  la  féconde  ab  +  bb.  de  manière  que  éÉrhif  __.  i. 

1  1       aa  -J—  ab  a 

Il  faut  divifer  1  par  aa-\-ab3  -*-ab-\-bb  .,  en  prenant  aa-+-ab 

pour  la  première  partie  du  divifeur,ôt^-»-^  pour  la  féconde. 

Grandeur  à        . 

divifer,  *  aa-\-ab  3  -+-  ab  h-  bb ,    divifeur. 

j.    ^                       quotient. 
n  ,       I l b__         -  bb  H  p 

ierrelte, —  *  ±.  ^aa^^,      a* -h aai>  zï 4* -t- a>b     ^F7g***?'^tf^^c: 
*erefte,-*-*g  t  signifie 

/,  ■'§**  ^  gran- 

3  c  refte., t  ■£■  deur  que  cette 

marque  pré- 
4e  refte,  4-  t  £  *ede,  efi  ejfc 


cee. 


En  divîfant  1  par  aa-*-ab3  on  trouvera  le  quotient  a*  h-  «I , 
enfuite  il  faut  multiplier  ce  quotient  par  la  féconde  partie 
du  divifeur ,  &  l'on  aura  ^L±i|  =  |  •  Se  comme  il  faut  fou- 
ftraire  ce  produit  delà  grandeur  à  divifer,  il  faut  écrire  le 
premier  refte  4  au  nombre  à  divifer  avec  le  fïgne  — . 

Il  faut  enfuite  divifer  ce  refte  — 4  Par  la  première  partie 

du  divifeur  aa  •+■  ab  3  6c  Ton  aura  le  quotient ï~t> 

c'eft  le  fécond  terme  du  quotient. 

Il  faut  multiplier  par  ce  quotient  la  féconde  partie  du 
divifeur  ab  -+-  bb  3  èc  Ton  aura  —  "jt~Jàl  =i  —  "  ?  ^^  ^auc 
ôter  de  la  grandeur  à  divifer,  &.  l'on  aura  le  ie  refte  -+-  i£. 

En  continuant  la  divifion,  on  trouvera  un  quotient  qui 
aura  une  infinité  de  termes ,  qui  font  ceux  que  l'on  voit  ici 
marquez  au  quotient. 

20.  Il  faut  prendre  par  ordre  chaque  terme  du  quotient, 
&  trouver  par  la  divifion  du  numérateur  par  le  dénomina- 
teur, la  fuite  infinie  qui  en  eft  le  quotient,  c'eft-à-dire,  qui 
eft  la  valeur  delà  fraction  qui  forme  ce  terme.  On  appel- 
lera cela  réduire  chaque  terme  en  la  fuite  infinie  qui  en  eft 

Fffiij 


4*4             Analyse   ©emontr e'e; 
la  valeur.    On  trouvera ,  en  faifant  ces  divifions,  que  le 
Ier  terme  — ! —  fe  réduit  eni- h    ,hl bZ ^  hl El  fir„ 

aa  -H  ah  *a  «s         «*  *'         <r  a?  OCC. 

■  le  2*  — .  — i —        er*  _  b      u__  ^      *♦      *«■ 

le  3'  -  -^        en  &.  »  _  *'  +  *  _*T  &e< 

le  4e  —  -r^-ri        ea  *,u.*l  — *!'&c 

le  5e  4-  -J^J        ett  ^*!  — .£  &c 

le  6e  . —  — — --        pn  ^  &c. 

Ce  qu'on  peut  continuer  à  l'infini. 
En  prenant  la  fomme  de  chaque  rang  perpendiculaire ,. 

on  aura  t  =  a  •+•  b        — =  -î- M  -j-  S* lii 

«  -+-&  '     #0  «î  0*  rt5 

■*"  "F  —  HT  &c.  ou  ,   ce  qui  eft  la  même  choie  ,   ia~* 

—  va  - lb  ■+■  3<s  "  Abb  —  4^ ~ r£5  -+-  5> "  6£+  . —  Ga" rb%  &c. 

i^r  la  traifième  fuiffance, 
f  O  u  R  trouver  la  fuite  qui  eft  égale  à 1— -iz=s:a+-6  "r 

=  é  +  vi+vM+v,  J°-  aPrès  avoir  Parca§é  -'  "f-  3*-* 
-4-  3^^  -t-  b%  en  deux  parties  *'  •+•  ■Laab->r  abb  ,-haab-\-  rabb 
•N  <5J,  qui  font  telles  que  gf^^  =  fc,  il  faut  divifer 
l'unité  par  le  divifeur  a%-*r  iaab  -+-  ^££,  •+•  <^£  h-  r^££  h-  b\ 
en  prenant  la  première  de  ces  deux  parties  pour  la  première 
partie  du  divifeur,  &  la  féconde  partie  pour  la  féconde  par- 
tie du  divifeur,  &;  l'on  trouvera  que  le  quotient  eft  la  fuite 

T  b .  U LS 

4,3  -t-  laab  -t-  abb     "      "     <t+  T  irtJ^  ■+•  a*bb     ^^    ai  -t-  !«+£-+-  jbb  a6  ■*-!**(,•*•  a* bit 

. &4 é* , b6  fisc 

^"  a1  -*-*a6b  ■+■  f>bb  *'•*■  Z<*76  +  asbb  a9  •*•  ta* b  +  S  b  l> 

20.  On  réduira  par  ordre  chacun  des  termes  de  cette  fuite, 
en  la  fuite  infinie  qui  lui  eft  égale,  ce  qui  fe  fait  en  divifant 
le  numérateur  de  chacun  par  fbn  dénominateur,  en  prenant 
la  puiffance  de  a  feule,  comme  a%  dans  le  premier  terme, 

1?  dans  le  fécond ,  &c.  pour  la  première  partie  du  divifeur, 


a 
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&  le  refte  du  dénominateur  pour  la  féconde  partie  du  divi- 
feur }  6c  Ton  trouvera  que 

«»  i-  *«*■+-«**  te  réduit  en  7  —  ^r"1"  7"  —  7  +"  ^r  —  jr  ■+■  ^-  &c: 

?  y  zhb  ibl   .    4b*         tP         6bs 


.4.  -, ™L__  bb  ***    .     i**         4bs        sbs   . 

*«'+i^  +  ^         en  +7^"7  +  V — ïr"+*>'  &c* 

**4-*«»*4-a+^  en  ^V**"^?" —  «f"      à5"  &c« 

H-  *'  4-^4-^*  en  -*-  7 "*-  «8"  ^"  ^-  &c. 
*5  *'        »*' 

^ *!_ *s 

f  4-  *«8*  ■+■  »riA         en  J"  JT  &c. 

On  peut  continuer  cette  fuite  à.  l'infini. 
En  prenant  les  fommes  de  chaque  rang  perpendiculaire, 

on  aura  *     -  , a-t-b  ~3=J ^.iL-i-i^ lob% 

'  a-hb  *  ai  a*        a%       "  «^ 

•4-  i|i4  —  ~  -i-  i!*!  &c.  ou-  ce  qui  eft  la  même  chofe, 

-t-iSa-H*  m. 

Pour  la  quatrième  puiffanct, 
wN  réduira  de  même  =^^4  ===^ -*- ^     ===  'J+^Jh, + m** ^tH-r* 

to      f»n    lij    fnifp      T        _; J>         -  .  -  - . 

J.  **• ^ J-         *4       •. 

"*"    *s  +  iaio  -<-  i«*bb-<r  *ib*  ti>  -*•  \**b  *-*«*££  -*•  **£*    ~     «6  -+i  ?*7£  5-  3*<^  +  „î£j 

i^ £rr 

«m  -     ■  ■  i  ulvé 

20.  On  réduira  enfuite. 

-*^^b!T^>™     _^^^^4i^^^^&ce 
*  ^5,*-H5^-H^  en  ^.i|_  ^^  g|^g  &c. 

!»♦_  ta-  ^  ** ^~    KC' 

•t-  ««-j-ja^+.ja'^-h*^1  Cn  £♦  , jf 

*f  ^^  —  ^    &c. 

•—  «»«+.  ^ ■.+-  j?S5  -h  a'bi  en  ^ 

On  pe«t  continuer  cette  fuite  à  l'infini*  jF  ^c* 
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En  prenant  les  fommes  de  chaque  rang  perpendiculaire  £ 

— ■  à  )~4  i  4&  robb-         tob*         2<b*' 

on  aura  a  .+.  y   — a.->rfc      =  ~ç  —  ^-  -t-  ^* ^ -*.-_,- 

4-  3  5^*"8^+ —  $(oar9P  &c. 


On  trouvera  de  même  que   tf  ,   ^T  =  a"*~  ^       ==  ^? 

^  ^   ^         '    a8     ■+■    fl„  ^ï5-    §£C    ou  ^  ce  qUi  effc 

la  même  chofe,   i-a~s •', —  $***&^  13 a'7 &&. —  3  5*.""8# 
.+-  joa~9b* —  ii6œ-loùs  àcc. 


&  «"  tf7  «8 


a 


■ — -y*-&c,  ou,,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  r^~  * 6^~7£ 

-i-  iia'^bb —  56a- 9&  -t-  îi6a~I0b*  —  if*tirth&  &c. 

On  peut  continuer  ces  opérations  fur  1%  feptiéme  puif- 
fance ,  la  huitième,  &c. 

K  E    M    A    R    Q^U    E   S~ 

h 

£05).  APres  s'être  rendu  ces  opérations  très -familières,  on 
verra  clairement  que  le  premier  terme  de  la  fuite  contient 
dans  la.  féconde  puûTance,  feulement  a~ 1 $,  dans  la  troifié- 
me  a~~*  -,  dans  la  quatrième,  d~4',  &c.  SÇ  que  dans  les  ter- 
mes fui  vans  la  puiflànce  de  a  x  dont  l'expofant  eft:  toujours» 
négatif,  augmente  par  ordre  d'un  degré  dans  chaque  terme 
fuivantj  que  b  eft  linéaire  dans  le  fécond  terme  de  la  fuite, 
&  que  les  puiftances  de  £ ,,  dont  l'expofant  eft  toujours  pofi- 
tif ,  augmentent  par.  ordre  d'un  degré  dans  chaque  terme 

fuivant.  

Ainfi  les  puiflànces  de  a  •+•  b~n peuvent  être  marquées 
en  gênerai  par  a~l\  a~n~1bi  a~n-lb\&c. 

I  I. 
110;  QHe  les-cocficiéns  de  chaque  terme  font  par  ordre  les 
*  J9  termes  du  fécond  rang  parallèle  *  de  la  première  difpofition 
dés  fuites  1,2,  3,4,  5,  6,  7,.  &c.  dans  la  féconde  puifTancej. 
ceux  du  troifiéme  rang  parallèle,  1,  3,6,10,  1  5, 1 1,  28,  dans 
la  troifiéme}  ceux  du  quatrième  rang  parallèle,  1,4,  10, 
*o>  3  h  5é»  84,  &c.  dans  la  quacriçme.5  ceux  du  cinquième 

ranfc, 
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rang  parallèle,  r,  5,  15,  35,70,  126,  210,  Sec.  dans  la  cin- 
quième j  &  ainfi  de  fuite:  de  manière  que  Pexpofant  2  de  la 
féconde  puiflance,  marque  qu'il  faut  prendre  pour  les  coë- 
fîciens  de  la  féconde  puiflance,  les  termes  du  fécond  rang 
parallèle  ;  Pexpofant  3  de  la  troisième ,  marque  qu'il  faut 
prendre  de  fuite  pour  les  coêficiens  delà  troifîéme  puiflance, 
les  termes  du  troifîéme  rang  parallèle  3  &  ainfi  de  fuite. 

Ainfi  fuppofant  que  n  reprefente  en  gênerai  le  degré  de 
chaque  puiflance,,  l'on  a  démontré  dans  la  première  difpo- 
iîtion  des  fuites,  *  que  1  x  y  x  ^J  x  ^  x  ^  &c.  eft  une  *  r9j; 
formule  qui  fait  trouver  par  ordre  les  termes  de  chaque 
rang  parallèle  j  fçavoir,  1  eft  le  premier  terme  de  chaque 
rang  parallèle,  1  x  |  eft  le  fécond  terme,  1  x  "  x2—1  eft  le 
troiliéme  terme ,  &  ainfi  de  fuite  j  l'on  peut  négliger  dans 
chaque  terme  l'unité,  qui  n'apporte  aucun  changement  dans 
les  produits. 

Par   confequent  la  fuite    1  x  -f  x  ~  x  ~  x  £J3  &c. 
fera  trouver  les  coêficiens  des  termes  des  fuites  égales  à 


- 1 J -  4 


«?  H-  b  ,  a-\-  b  ,  *  H-  b  ,  &c.  1  eft  le  coëfîcient  du 
premier  terme  -y  y  reprefente  le  coëfîcient  du  fécond  terme  • 
f  x  Ifi  reprefente  le  coëfîcient  du  3c  terme  5  f  x  ^i  x  ^j^ 
reprefente  le  coëfîcient  du  4e  terme  j  f  x  ^f-1  x  ^p  x  &î 
reprefente  celui  du  5e  terme  ;  &  ainfî  de  fuite.  Il  n'y  aura, 
pour  trouver  ces  coêficiens,  qu'à  mettre  2  à  la  place  de  n 
pour  la  féconde  puiflance ,  3  à  la  place  de  n  pour  la  troifîéme, 
èc  ainfi  de  fuite,  &  rendre  négatifs  les  coêficiens  des  ter- 
mes pairs,  c'eft-à-dire  du  fécond,  du  quatrième,  du  fîxié- 
me ,  &c.  fuivant  ce  qui  eft  démontré  dans  les  opérations 
précédentes.*  *i08, 

I  I  I. 

211.  Quand  il  y  a  a  •+•  b  ,  a-*-b  ,  &c.  les  coêficiens  des 
termes  pairs,  c'eft-à-dire  du  fécond,  du  quatrième,  du 
iîxiéme ,  &c.  font  négatifs ,  &  ils  feroient  pofîtifs  s'il  y  avoit 

rf— b      ,  a  —  b     ,  a — b       ,&«. 

I  Y. 

m.  La  fuite  de  chaque  puiflance  eft  toujours  infinie,  quand 
Pexpofant  eft  négatif. 

Tome  /.  Ggg 


III, 
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Corollaire, 
Ou    l'on   démontre  qu'en    mettant  —  n   au  lieu  de     •+.  n 

dans  la  formule  (générale  des puiffances  de   a  •+-  b     =  la* 

la  même  formule  devient  la  formule  générale  des  puiffance  s  d& 
a  -+-  b     ,  dont  Fexpofant  eft  négatif. 

H3-  EN  mettant  dans  la  formule  générale  iaxx+-jan-'lb-{-\à 
y*-*  an-  ?-bb  &c.  — n  à  la  place  de  -+-  n3M  eft  évident, 
i°.  qu'on  trouvera  les  mêmes  puifTances  de  a  &c  de  b3  qui 

—  n 

*zo<?.  conviennent  à  ^  ■+-  b       par  la  première  remarque.  * 

20.   Que  les  coëficiens  feront  les  mêmes  que  ceux  de 

*  zro ,  a-*-b~~    de  la  féconde  &  troifiéme  remarques ,  *  car  l'unité 
m*  fera  le  eoëficient  du  premier  terme,  — f  le  coëficiént  du 
fécond  terme  qui  doit  être  négatif  par  la  troifiéme  remar- 
que- * -  x  —  z~  >  eft  le  même  que  le  troifiéme  eoëfi- 
cient -  x  î£fé,  puifque  les  deux  grandeurs  négatives  —  ~  x 

n=^y  donnent  le  même  produit  pofitîf  que  les  deux  po- 

îîtives  -  x  n-^L.  H  eft  évident  que  Ton  trouvera  de  même 
que  les  coëficiens  de  la  formule  générale  feront ,  après  avoir 

mis »  à  la  place  de  -h  n,  les  coëficiens  marquez  dans  la 

féconde  &  la  troifiéme  remarque. 

Par  confequent  Ton  a  démontré  qu'en  mettant  dans 

— n 

la   formule   générale  a +- b     =/  +  y^""1^  +f  x 

?  -Jar,-1bb  &c.  —  n  à  la  place  de  -+•«,  elle  fera  la  formule 
*  x  » 

générale  pour  trouver   toutes  les  puifTances  de  a  •+•  b     , 
Lorfque  leur  expofant  eft  négatif. 

214.  Et  comme  la  formule  générale  pour  élever  une  fuite  de 
grandeurs  à  une  puifTance  quelconque,  eft  une  fuite  nécef- 
faire  de  la  formule  générale  pour  élever  deux  grandeurs  à 

*  ie;.  une  puiflànce  quelconque  $  *  il  eft  évident  qu'en  mettant 
au{fi  —  72  à  la  place  de  -h  »  dans  la  formule  générale  des 
puifTances  d'une  fuite  ,  Ton  aura  la  formule  générale  des 
puifTances  de  la  même  fuite ,  lorfque  les  expofans  de  ces  puif- 
Tances font  des  nombres  entiers  négatifs. 

Si  Ton  veut  démontrer  ce  fécond  cas  par  les  opérations 
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de  la  proportion  *  qui  précède  ce  Corollaire,  il  n'y  a  qu'à  *to&. 
continuer  les  divifîons  dans  la  féconde  puifTance  par  le  divi- 
fêur  entier  aa  ■+■  zab  •+-  bb  -+-  ^ac  -+-  ibc  ■+-  ce  -4-  lad  ■+•  ibd 
H-  icd^-dd,  &c.  après  avoir  déjà  trouvé  les  quotiens  qui 
conviennent  à  la  première  partie  du  divifeur^z -4-2^-1-^, 
Se  continuer  de  femblables  divifîons  dans  la  troifîéme  puif- 
fance,  la  quatrième,  &c. 

Avertissement. 

AFin  que  les  formules  pour  élever  deux  grandeurs  ou 
une  fuite  de  grandeurs  à  une  puifTance  quelconque,  foient 
générales  en  toutes  manières,  il  refte  à  démontrer  qu'elles 
conviennent  auffi  à  toutes  les  puiflances  de  deux  grandeurs 
ou  d'une  fuite  de  grandeurs ,  dont  les  expofans  font  des  fra- 
ctions ou  des  nombres  rompus  pofitifs  ou  négatifs  5  ou,  ce 
qui  eft.  la  même  chofe,  qu'elles  fervent  aufTi  à  trouver  les 
racines  quelconques  de  deux  grandeurs,  &  d'une  fuite  infi- 
nie de  grandeurs.  On  démontrera  ces  derniers  cas  par  la  pre- 
mière méthode  du  fécond  Problême,  ôc  on  les  prendra  pour 
des  exemples  de  ce  Problême. 

SECTION     IV. 

Ou  Von  continue  les  exemples  de  la  première  méthode  du 
fécond  Problème  :  On  enfèigne  à  appliquer  la  même 
méthode  aux  équations  qui  contiennent  des  différen- 
ces s  (ôjr  Von  explique  le  retour  des  fuites. 

A 

Exemple   V.  du   second    Problème. 
115.  Tr  O  V  VE  R  la  fuite  infinie  qui  exfri?ne  la  racine  n  de  a-t-b, 
c'eft  a- dire ,  trouver  la  fuite  infinie  qui  eft  égale  i  y/ &  ■+■  b 

*=a-t-b\ 

X  L  faut  fuppofer  x=ya-t-b=za~*-bn. 

En  élevant  chaque  membre  de  cette  équation  à  la  puik 
fance  n  3  on  aura  *n= a  -t-  b  ',  &:  tranfpofant,  xn  —  a  j —  b  ==  o. 

La  queftion  fe  réduit  à  trouver  la  fuite  infinie  qui  eft  la  va- 
leur de  x  dans  cette  équation  xa — a  — b = o.  Pour  la  trouver, 
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i °.  11  faut  fuppofer  x  =z  c + db -\~  ebb  -\-fl>  •+- gb*  •+■  hV  &c.' 
les  grandeurs  cy  dy  e,f,  g,  &c.  font  indéterminées. 
i°.  Il  faut  élever  chaque  membre  à  la  puifTance  n  par  la 
?  io*.  formule  générale ,  *  &  fubftkuer  la  valeur  de  x11  à  la  place 
de  xR  dans  l'équation  xlï  —  a  —  £=  o ,  &  l'on  aura  l'équa- 
tion changée  fuivante. 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égale  à  zéro ,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a  befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  indéter- 
minées c ,  d  y  e y  fjg3  &c.  r 

Par  la  première  cn  —  a  =  o ,  on  trouvera  c  =  a  ~. 

En  fubftituant  la  valeur  de  c  dans  la  féconde  ~  cn~1d —  i 

a=  o ,  on  trouvera  d  =  \a   n  . 

Subftituant  les  valeurs  de  c  &  de  d  dans  la  3  e  -*-  -J  £n"*x  * 

"*"  f  x  ^f n~x  dd  =  oy  on  trouvera  <?  =  I  *  •-—■  ^ 


i  —  2n 


Subftituant  les  valeurs  de  c3  d,  e3  dans  la  4e  f  c*~xf-*r  7  x 
s^1  c  n"t  de  -t-  f  x  -2-^-i  x  2-7-*  £n-*  d1  ,  on  trouvera 

i-Jn 

f — -  1   «  ÏZl?y  L=-2»  ^-H 

/    n    *  UT  *       in      a 

Subftituant  les  valeurs  de  c3  dy  e  yf3  dans  la  ^^n-i  ^ 
-i-f  x  e=J  f"-1  ^/-H  7  x  ^-^n-  *  ee  -+.  T  x  s=i  x  s=±  c*'1  ddc 
•*"  t  *  -?-1  x  ^  x  ^T3  *n~4  ^  =  °>  on  trouvera  g  ss  i  x 

~sr x  it-  *  -45—  a 
4°.  Il  faut  fubftkuer  ces  valeurs  de  r,  </,  e3f3  g,  dans  .*;:=£ 

-*■  db  •+-  ebb  -\-fil-*rgb*  &c.  &  l'on  aura  x  =  a-hb"  =  a~° 

T  — n  -^  I—  m  1  _  jn 
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C'eft  la  valeur  de  x  que  Ton  cherchoit,  c'eft-à.dire,  c'eft  la 

: _i 

fuite  infinie  égale  à  a  ■+■  b  n  Ce  qui  ctoit pofofè. 

R   E    M   A   R    Q^U    E    S. 
I. 

216.  o  I  Ton  fubftitue-£  à  la  place  de  n  dans  la  formule  générale 
a  +  ba  =  au  +>-*  an~'ù  +f  x  z=l  a*r.*  bbr*-  f  x  ^  * 
^~  an~*bs  &c.  on  trouvera  exadement  la  fuite  qu'on  a 
trouvée  dans  le  cinquième  exemple  5  par  confequent  la 
formule  générale  convient  à  toutes  puiflances  de  deux  gran. 
deurs ,  qui  ont  pour  expofant  une  fradion  dont  le  numé- 
rateur eft  l'unité,  &  le  dénominateur  tel  nombre  qu'on 
voudra. 

I  I. 

1 1 7.       On  trouvera  de  la  même  manière  la  fuite  infinie  qui  efl 

.  ,        —m  ■      m  tu 

la  valeur  de  jfo  .+.  b  ~  a  -4-  b  n    en  fuppofant  x  =  a-hba 


ce  qui  donnera  xa  =  a-t-  b  . 

On  fuppofera  x  ==£•+•  db  •+•  ebb  -*-fb*8cc.  les  grandeurs 
r,  d3  e,f9  font  indéterminées ,  &  l'on  prendra  la  valeur  de  xtt 
par  cette  équation. 

On  réduira  auffi  a  ■+•  b™  en  la  fuite  infinie  qui  lui  eft  égale. 

On  fubftituera  les  valeurs  de  *" ,  a  ^  y m  dans  l'équa- 
tion xu  =  a  -+-  bmy  ce  ^  donnera  l'équation  changée. 

On  en  fuppofera  chaque  terme  égal  à  zéro  5  &  par  les 
équations  particulières  que  donnera  cette  fùppofition ,  on 
déterminera  e9d9  f3  /,  &c. 

On  fubftituera  les  valeurs  déterminées  de  *■  ^  <f3  esf>  &c 

dans  l'équation  x  =  ^  -H  ^  n    z=*  c  **r  àb  <*•  ebb  -*-  fbl  &c. 

&  l'on  aura  la  fuite  infinie  égale  à  JT7°  >  ^u>on   trou~ 
vera  être  exadement  la  formule  générale   a-t-b    =3  a® 

-*--£  an~lb&c.  après  avoir  fubftitué  dans  la  formule  géné- 
rale jj  à  la  place  de  ». 

1 1 1. 

2 18V      On  trouvera  de  la  même  manière,  en  cherchant  les  fui- 

Gggiij 


4ii  Analyse    oimontu'e, 

tes  qui  font  les  valeurs  de  -    T    ■■  __.  a  ^_  y    n   &  de  ^1I£_« 

=  <*-*-£    "  ,    que  ces  fuites  font    exactement  la  formule 

■  n 

générale  de  ^  -h  ^  ,  en  fubftituant  dans  cette  formule  - — £ 
à  la  place  de  »  dans  le  premier  cas,  6c  — -  ~  à  la  place  de  n 
dans  le  fécond  cas. 

I  V. 

219.  Il  faut  aufïî  remarquer  qu'en  élevant  par  le  moyen  de  la 
formule  générale ,  deux  grandeurs  reprefentées  en  gênerai 
par  a-t-é 3  à  une  puiflance  quelconque,  dont  l'expofant  eft 
marqué  en  gênerai  par  n  3  on  peut  commencer  par  la  fecon* 

— — — — —  n 

de  b3  comme  s'il  y  a  voit  b  ■+•  a.  s  de  manière  que  £  fût  la 
première,  6c  ^  la  féconde  ^  &  il  faut  choifir  celle  des  deux 
manières  qui  donnera  la  fuite  dont  les  termes  feront  les  plus 
commodes  pour  la  réfolution  que  l'on  cherche. 

V. 

220.  La  même  formule  générale  peut  fervîr  à  trouver  les  ra- 
cines quelconques  approchées  à  l'infini,  ou  autant  près  qu'on 
voudra,  des  puiflfances  numériques  imparfaites  j  il  n'y  aura 
qu'à  partager  la  puiflance  numérique  imparfaite  en  deux 
parties ,  dont  la  première  foit  la  plus  grande  puiflance  nu- 
mérique parfaite  contenue  dans  la  puiflance  numérique  im- 
parfaite propofée,  &  la  féconde  partie  foit  le  nombre  qui 
reftera,  après  avoir  ôté  delà  puiflance  imparfaite  propofée 
la  plus  grande  puiflance  parfaite  qui  y  eft  contenue.  Il  faut 

enfûite  fup'polêr  que  ya-t-b,  ou  ,a-\-b~  repréfente  la  puif- 
fance  numérique  imparfaite  propofée,  que  a  repréfente  la 
première  partie ,  &  b  la  féconde  partie  ;  &  que  £  repréfente 
l'expofant  de  la  racine  qu'on  veut  extraire.  Il  faudra  enfin 
fubftituer  dans  la  formule  générale  à  la  place  de  a  3  b,  n 3  les 
grandeurs  numériques  qu'elles  repréfentent  ^  &  après  les 
fubftitutions ,  l'on  aura  la  racine  approchée  que  l'on  cher- 
choit.  Ain  fi  pour  trouver  la  racine  croifiéme  de  1  2  ,  on  fup- 

pofera  a  -+-  b  "  =  8  4-4  *",  Se  on  fubftituera  les  grandeurs 
numériques  à  la  place  des  littérales  dans  la  formule  générale. 
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Exemple     VI. 

221.  Tr  OU  FER  la  frite  infinie  qui  t 'fi  la  valeur  de  a  •+-  by  -h  cyy 

+  dyJ  -t-  ey4  -1-  t'f  &c.  " 

IL  faut  fuppofer  x  =s  a  4-  by  ■+■ cyy  -+■  dy}  ■+■  ey*  ■+■  fys  &c.  f 
Par  confequent  x"  =  a  -h  by  -*-  cyy  -t-  dy-  -+-  ey*  ■+■  fys  etc. 
En   tranfpofant  o  ===  —  a:11  -h  a  -h  by  -t-  cyy  -+-  df  &c. 

La  queftion  fe  réduit  à  trouver  la  valeur  de  a;  dans  cette 
équation.    Pour  la  trouver, 

i°.  Il  faut  fuppofer  x  =  g+by-*-iyy-ï- ky^ly^-ï-py*  &c. 
les  grandeurs  g,  h3  /,  A3  &c.  ïont»indéterminees. 

20.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  x"-  par  cette  équation  en 
fe  fervant  de  la  formule  générale,,  *  &  fubftituer  cette  valeur.  *  lo6.t 
de  x11  à  la  place  de  —  xn  dans  l'équation  o  =  —  xa  -+-  a 
+.  by  ~\-  cyy  &c.  ôc  l'on  aura  l'équation  changée  fuivante. 

—  t  S""  ftC  "  T  "  M  g"  *  *  %'*"  f  x  sja  x  "-=ig-'  hhif 

—  îgn"lf 
4- a -f- ty ■+•  cyy  &c.  =  -t-  ^         •+-  £y  -H  9//  ■+-  <^ys  -$-  ey* 

30.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation xrhaà-  • 
gée  égal  à  zéro ,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a  befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  g3  h3  i3  k3  &c. 

Par  la  première  gn  =  a  y  on  trouvera  g  =  a n. 

En  fubftituant  cette  valeur  de  a  dans  la  féconde  7  g""91  h 

ï  —  n 

=  b ,  on  trouvera  Z>  =  T  ^"^"  ^„ 

En  fubftituant  les  valeurs  de  g3b,  dans  la  3e  i^-'/^ 

—  7  x  z^Jgn^x bh  +  c3  on  trouvera /'s  +  ^xV^ 


I— 1  n 


H-i^     s     C. 


En  fubftituant  les  valeurs  de  g3  h,  i,  dans  la  4e  f-  g^1/^ 
—  |  x  *-f±  x  *f*  gn,r'î£,—  f  **f*  g""2  ^  -H  à  >  on  trou- 
vera* «-ni*  ^  x  ^R*,-?%   #!'.?*  £  x  Sr-V^^ 


•*•£*? 
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On  trouvera  de  là  même  manière  les  valeurs  de  l3dep3&cc. 
40.  Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  g3  h,  i3  k3  &c.  dans  x=g 

4-  hy  -h  iyy  4-  kf  &c.  6c  l'on  aura  x  =  ■a-p-éy-*~cyy-irdyi&c. s 

t n  J  —  t" 

C*  ^«/  ètoit  çroçofè. 

Exemple     VIL 

lu.  Tic  0  X/  ^.E  ic*  /^  /a//*  f#^#/>  qui  eji  la  valeur  de  a  y  4-  byy 
.+.  cy5  4-  dy*  -H  eyf  &c.  » 

XL  faut  fuppofer  a;  ==  ^y  4-  £yy  4-  cy*  4-  ^y4  h-  <y  &c.  " 
Par  confequent  a;"  =  ay  4-  £j/j>  4-  cf  4-  dy*  4-  ?y  &c. 
Et  tranfpofant  o  =»  —  x1'  4-  ^/  4-  byy^-cf^  dy*  •*-  eys  &c. 

La  queftion  ïè  réduit  à  trouver  la  valeur  de  x  dans  cette 
équation.  Pour  la  trouver, 

i°.  Il  faut  fuppofer  x  =  gy  4-  ^y  -+-  *y'  4-  ky*  4-  /pf  &c. 
les  grandeurs  g_,  />_,  /_,  &c.  font  indéterminées. 

20,  Il  faut  prendre  la  valeur  de  x11  par  cette  équation  en 
*io*.  iê  fervant  delà  formule  générale,*  et  la  fubftituer  à  la  place 
de  .-*-  »?  dans  l'équation  0  =  —  xn -i- ay -+■  6yy  &c.  &  l'on 
aura  l'équation  changée  qui  fuit. 


:quation  changée  qui 

j  _  iS"-y-!  $>  _  f  *  Vg-y  -  Hi/  &c. 

l  4%.  ^4-  ^ 4. g,î  &C--4-  ^ry  4-  £y/  4-  fyJ  4-  dy* &c. 

Pour  donner  à  cette  équation  changée  la  forme  qui  lui 
convient,  afin  que  les  puhTances  dey,  prifes  de  fuite y,yy3/3 
y*,  &c.  en  diftinguent  les  termes ,  il  faut  faire  en  forte  que 
yn — '  fe  trouve  dans  chaque  coëficient ,  en  confiderant 
qu'on  prend  pour  coëficiens  toutes  les  grandeurs  qui  précè- 
dent dans  chacun  de  ces  produits  les  puiffances  y,  yy,y\ 
y,  y,  Scç.  de  l'inconnue y3  qui  doivent  diftinguer  les  termes 

de 
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de  l'équation  ;  &  il  faut  qu'en  faifant  ce  changement,  chaque 
produit  ait  toujours  fa  même  valeur,  Se  que  cela  ne  la  change 

point. 

En  faifant  ce  changement  comme  on  le  voit  dans  l'équa- 
tion fuivante,  on  aura  exactement  la  même  équation  chan- 
gée ,  qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  dans  la  feule  expref- 
fion ,  Se  les  termes  de  l'équation  feront  diftinguez  par  les 
puifTances  y,yy3  y\  y*3  y\  Sec. 

J  —  Tg""1/"1^'- 7  x^gn-lya-1  bty*  Sec. 

£gtt-Iyl-I£y 

4-*y-f-%-f-cy*&c.=-J-^     -hêyy  ■+■  cy  <4rdy*  &CCt 

30.  .11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à  zéro ,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a  befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  indétermi- 
nées g,  h 3  i3  k3  Sec. 

Par  la  première  de  ces  équations^11  "t^k=:a3  on  trouvera 


1 


I—  n 


gT=sa"y    u,Segy  =  anyn. 

En  fubftituant  la  valeur  de  g  ou  de  gy  dans  la  féconde 

I  — n  T  —  n 

^gnmmlyn-1  b=slf,  on  trouverai  ss=z^a~r~  èy    n  . 

En  fubftituant  les  valeurs  de  g,  h3  dans  la  3e  y  ga  ~  *yn~l  * 
gn-i^-i  hh  +..Ç  9  on  trouvera  i  =  •+•  £  x 


n  —  I   ~a  —  1      n—  I 
I-in  I— n  I—  n  I  —  n 


I  — » 


En  fubftituant  les  valeurs  de  g,  £,  1,  dans  la  4e  T  g"-1/  " ï  k 
*=  —  £  x  *=-'  x  i=i  gn"J/_I  #  —  f  «  ^  gf"*/1"1  ^ 
.*-^on  trouvera  ^+JxI-^x^I~^>  ^r^i* 

T—  în  I  —  n  I  —  n  i  — n 

V.Il&uttobftituercesvaleur^^ 
•»-  *y -i- ky*+>I/  Sec.  SeVon  aura  x=say~*-é>yy~*-c/+dy*  Sec.  n 

I       i  1 ■  —  n         i-*-n  I— m  i  t-  t  n. 

<*n^n-*-i*     B     ^~-»-£x^*     »        bhy       n  "H 
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f-  jn             I  +  în                                                                             I—4-i  I  •*-  4n 

i— m             i-*-3n                                                               I  —  jn  I  ■»  4n 

4.ix^     "  -hcy     "         4-ix.J^x>=|^     n  £%    n 

I  —  n            !»♦■  ?n                                                                            I^.-t.t  I-4-4tl 

I  — m  i-f-  4n 

+  1  x  ^^      n  £<//    5 


<+<  i  ^     n      cy 


Caeft  k  fuite  qui  eft  la  valeur  de  ^  ■+•  byy  -+-  cy3-h~dy+&.c..a 

Jffc  qui  ètoit  jf>ro£ofl, 

R   E    MA    R   Q^U    E    SV« 
;         L 

xiy  Jl  faut  faire  fur  le  fïxiéme  &  le  feptiëme  exemple  les  mê- 
mes remarques  que  Ton  a  faites  furie  cinquième  exemple  ,, 
&  l'on  verra  clairement  que  là  première  méthode  du  fécond 
Problême  étant:  démontrée,  les  formules  générales  pour 
élever  deux  grandeurs  &  une  fuite  infinie  de  grandeurs  à 
une  puiflance quelconque ,,  font  auffi  démontrées  pour  tous 
les  cas  3  c'eft-à-dire ,, on  verra  clairement  qu'on  a  démontré 
qu'elles  fervent  à  élever  deux  grandeurs  &;  une  fuite  infinie 
de  grandeurs  à  une  puiflance  quelconque,  quelque  nombre 
qu'en  puifle  erre  l'expofant,  foit  entier,  foit  rompu,. foie 
pofitif,  foit  négatif-,  6c  qu'il  eft  auffi  facile  d'élever  par  cette 
formule  deux  grandeurs  ou  une  fuite  infinie  de  grandeurs 
à  une  puiflance  fort  élevée,  qu'il  eft  aifé  parla  méthode 
ordinaire  de  les  élever  au  quarré  ou  à  la  troifiéme  puiflance  j 
& 'qu'il  eft  auffi  facile  d'en  extraire  la  racine  quelconque, 
que  d'en  extraire  la  racine  quarrée  3  puifqu'il  n'y  a  qu'à  fub- 
ftituer  dans  ces  formules  générales  le  nombre  entier  oit 
rompu,  pofitif  ou  négatif,  qui  eft  l'expofant  de  la  puiflance 
qu'on  veut  trouver,  à  la  place  de  n  qui  le  repréfente  ,  &.  les" 
grandeurs  dont  on  cherche  la  puiflance  ou  la  racine,  à  la 
place  des  grandeurs  a _,  b3  r,  &c.  des  formules  générales. 

On  verra  auffi  que  quand  l'expofant  de  la  puiflance  à  la- 
quelle on  veut  élever  plufienrs  grandeurs ,  eft  un  nombre  en- 
tier pofitif,  l'on  trouve  une  fuite  finie  3  mais  qu'elle  eft  infinie 
dans  les  trois  autres  cas,  c'eft-à-dire,  quand  l'expofant  de 


124. 
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la  pniflance  eft  un  nombre  entier  négatif,  & -quand  il  eft  un 
nombre  rompu  pofitir  ou  négatif. 

I  I. 
On  verra  Pufage  de  ces  formules  générales  qui  fervent 
à  élever  deux  ou  plufieurs  grandeurs ,  ou  une  fuite  de  gran-, 
deurs  à  une  puiflance  quelconque,  dans  les  exemples  fuivans, 
&  l'on  doit  avertir  ici  qu'elles  font  d'une  extrême  utilité 
pour  trouver  des  formules  générales  qui  fervent  à  décou- 
vrir la  refolution  des  Problêmes  les  plus  cornpofez. 

Exemple     VIII.-  * 

P  O  u  r  trouver  la  valeur  de  x  dans  l'équation  x  —  ^—^-x1 


♦H  ?—  x*  —  jnnyyxx  -*-  ppy*  =  o. 
n  -4-  Gny 

10..  Il  faut  fuppofer  x=dy~~*-byl  "^"-^cy1  ^-t-dy^  "*"i  &c* 
4r_,  b  3  c,  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées. 

20.  Il  faut  fubftituer  dans  la  propofée  les  valeurs  de  x3 
prifes  de  cette  équation  indéterminée,  &  l'on  aura  l'équa- 
tion changée  qui  fuit. 
xs  =  ■ 


=  -i-  a  y 


x 


A 


i 

n  * 

|# 

n 


«4-  6a*by* 


5a     4 

—3—y 


-H  i^bby*  &C. 
-H  Gacy 

—  ^Jf  ta. 


n 


<C 


n 


&c. 


—  innyyxx  =  —  ']nnaayi  —  i^nnaby*  —  "]nnbbyy  ta. 

—  i^.nnacys 

-4-  ppy*       =  ■+■  ppy* 

-+-  6niyi       =   ■+•  drùy% 
30.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à  zéro ,  ce  qui  donnera  les  équations  dont  on  a' 
befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  indéterminées  a>  b}  c3  ta. 
Par  la  première  a°  —  -jnnaa  -t-  6n?  =  o ,  on  trouvera  que 

la  plus  petite  valeur  pofitive  de  a  eft  n z ,  car  aa —  n  =  o , 
eft  un  divifeur  exact  de  dJ  —  -jnnaa  -+-  6nJ  =  o. 

En  fubftituant  la  valeur  de  a  dans  la  i^i^nnah  —  6a?  b  =s. 

A  -+-     **   r 


If 


—  -i-j-  -*-  pp>  on  trouvera  £  s 


Hhh  ij 
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En  fubftîtuant  les  valeurs  de  a,  bt  dans  la  %f  vannât —  &are 

2-  +  —  —  îlf-b  4- 1  ^bb  —  jnnbBi  on  trouvera  c  s=  ~*  , 
71        #v  64»"* 

64»*  64»* 

4°.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  a>  h3  c >  dans  #  =  ^  * 

«4-  by1      *■-¥•  cy       z  etc.  &  1  on  aura  x  =  n  ^y*-  —  -^7^  %: 

8»i  ^w-1  64»  *  6472* 

On  peut  continuer  l'approximation  autant  qu'on  voudra. 

Application  de  la  première  méthode  du  fécond  Problème  à  la 
rèfolution  des  équations  qui  contiennent  des  différences» 

A   V    E    R    X   I    S    S    E    M    E   N    T. 

2  2J.  J-#E  fécond  Problème  fèrt  auffi  à  la  rèfolution  des  équations 
qui  contiennent  des  différences,  6c  l'on  peut,, par  la  pre- 
mière méthode  de  ce  Problème- qu'on  a-  expliquée ,  6c  par 
la  féconde  qu'on  expliquera  dans  la  fuite ,  trouver  la  valeur 
approchée,  à  l'infini  de  laquelle  on  voudra  des  inconnues  de 
l'équation,  exprimée' par  une  fuite  qui  n'aura  que  lés  puif- 
fances  de  l'autre  inconnue,  ou  des  autres  inconnues,  s'il  y 
en  a  phifïeurs,  avec  des  grandeurs  toutes  connues;  Et  comi 
me  cela  donne  la  rèfolution  de  plusieurs  beaux  Problêmes- 
de  Géométrie,  on  va  faire  l'application  de  la  première  mé- 
thode à  plufieurs  équations  qui  contiennent  des  différences. 
On  fuppofe  feulement  qu'on  fçait  le  calcul  des  grandeurs 
différentielles  ,  qui  eft  expliqué  dans  la  première  Seftion  de 
VAnalyfe  des  Infinimens  Petits  v  &  fi  on  veut  l'appliquer  aux 
équations  qui  contiennent  des  fécondes  différences  ou  des. 
troifîémes  différences ,  &c.  il  faut  fçavoir  le  calcul  de  ces 
différences  fécondes,  troifîémes,  &c.  qui  eft  expliqué  dans 
V Article  65  du  même  ouvrage. 

Préparation  des  équatiofls  qui  ont  des  différences  >  afin  d'y 
appliquer  la  méthode  du  fécond  Problème. 

n6>  SU  p  posant  que  les  équations  différentielles  aufquelles 
on  veut  appliquer  la  méthode  du  fécond  Problême,  ont  les 
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rfeux  inconnues  x  &y3  avec  leurs  différences ,  &  qu'on  cher, 
che  la  valeur  de  x  par  une  fuice  dont  les  termes  n'ayent 
que  les  puifïànces  de^  avec  les  grandeurs  connues  des  équa* 
tions  j  il  faut  toujours,  avant  d'appliquer  la  méthode ,  faire 
en  forte  par  la  multiplication,  la  divifîon,  6cc.  que  la  diffé- 
rence dy  de  la  féconde  inconnue ,  foit  dans  le  dénomina- 
teur, 6c  ne  foit  point  dans  le  numérateur.  Far  exemple,  fî 
Ton  propofe-  de  trouver  \i  valeur  de  x  dans  l'équation  dx 
<+.ydx  —  idy  =  o ,  il  faut  divifèr  tous  les  termes  par  dy3  6c 
l'on  aura  l'équation  préparée  g-H^y  —  i  =o.  De  même 
fi  l'on  propofe  de  réfoudre  Péquation  dx1  =  f^g  -4-  dy\  \\ 
faut  multiplier  tous  les  termes  par  1  — yy3  6c  enfuite  les  divi- 
fer  par  dy3  5c  l'on  aura  Inéquation  préparée  1  —  é£  .+.  ^4* 

s=o.  Si  l'on  propofe  Péquation  dx  x  ^r~^~t  —  ^JLÏlLzzJ^ 

zVrr  • —  Heu 

==z\dy3  il  faut  multiplier  chaque  membre  par  2  Vrr xx" 

6c  enfuite  les  divifer  par  dy3  6c  l'on  aura  l'équation  préparée 


dx ■  x 


-  qr-^rt  —  q  x  V?r  —  atat— -  \/rr-*~  xx  »o,- 

Il  en  eft.  de  même  des  autres  équations  différentielles. 

Exemple      IX. 
pïT.   1  O  u  r  trouver  la  valeur  de  x  dans  l'équation  différentielle 

i°.  H  faut  fuppofer  x  ==  a$ >  -*rbyy  ■+•  cy3  ■+-  ey"  <-*rfy%  &c," 
d'où  l'on  déduira  en  prenant  les  différences  de  chaque  mem- 
bre, g  ==s-»-  a  -¥-  iby  4^  icy'y  4-4^ 4-  tfy*  &c. 

2?.  Il  faut  fubflituer  la  valeur  de  g  dans  la  propofée^  &'- 
elle  fera  changée  en  Téquation  qu'on  voit  ici. 

f  4-  g  =s=  -h*  4-  zby  4-  Yjy  +'4*/  ■+"  ïf?  &c* 

©  ==<  4-  7-jrf  =3-       4-  a  y  4-  ibyy  +3fj/'  -4-  ^ey*  ôco. 

30.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à  zéro ,  ce  qui  donnera  autant  d'équations  parti- 
culières qu'on  a  fuppofé  de  coëficiens  indécerminez ,  lef- 
quelles  ferviront  à  en  trouver  les  valeurs^ 

Par  la  première  4-  a  — *  1  =?  o,  on  trouvera  a  =  r> 
Par  la  féconde  4-  2^1/  4-^1  =  o  >,on  trouvera  £  =  —  £.♦ 

Hhh  iij 
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Par  la  troifiéme  4-3^-1-2^  =  0,  on  trouvera  c  =  4-  i.1 
Par  la  quatrième  ■+•  4*7'  h-  3  <y5  r==  o  ,  on  trouvera  e  =  —  & 
Par  la  cinquième  4-  5^* -+-  4^/*  =  0  ,  on  trouvera  /  =  •+-  |. 
4°.  En  fubfticuant  ces  valeurs  de  a3  b^  Cye^f^À  leur  place 
dans  a;  =  ^  ■+-  ^~h  <ry  n-^*  4-^,  on  aura  *  s==  './ —  t^ 

C'eil  la  valeur  approchée  de  x  que  Ton  cherchoit* 

-  E   X    E    M    P    L    E       X. 

a.* 8.   POur  trouver  la  valeur  de  #  dans  l'équation  xx  — rr 


rrdx*  . 

"T"     ^J«*      * V. 


10.  Il  faut  fuppoièr  x  sz=  ^y  -+-  ^y*  -t-  <ry5  «h  *v7  *+-$'  &c. 
les  coëficiens  ,£,  £,  c }  &c.  font  indéterminez.  On  ne  peut 
pas  fuppofer  x  =  ay  *+■  £yj/  »k-  cf  **-  œy*  &c  parceque  dans 
eerte  fuppofition,onnepourroit:pas  trouver  toutes  les  équa- 
tions particulières,,  propres  J.  déterminer  les  valeurs  de  tous 
les  coëficiens  kidéterminez. 

En  prenant  la  différence  de  chaque  terme  de  x  <==zay^rbyl 
**--cy*  &c.  on  aura  g  =  a  -h  }byy  -+-  jcy*  -+■  7^  -h  yfy'  &c, 
quarrant  chaque  membre  de  cette  équation,  on  aura 
jg|  ==s  aa  «h-  6^jj/  h-  9^+    -h  i^tiey  -*-  ijccy*  &C 
f*-  *  o^fj/4  -h  3  O^fy*  -H  1 8^8 
-t-  4.1  bey* 
quarrant  auffî  chaque  terme  de  l'équation  fuppofée  x  =  ay 
■*h  byi  -+-  cf  &c.  on  aura 

xx  ==  -h  .^^y  -+-  zaby*  -H  ^j*     -h  lœey*   &c. 

■+-  z^fj/4   -v  zbcy* 
20.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs.de  g,  &  de  xx  à  leur 
place  dans  la  propofée,  &  elle  fera  changée  par  cette  fub- 
ftitution  en  l'équation  infinie  qu*on  voit  ici. 
+.  xx    =  «+.  aayy     ri-  xaby*        *+-  ^*         4-    iœey%  -     , 

.  —   rr  =  ^-  rr 

*  ^~£*~  ^  "+"  dàrr-¥-6abrryy+-  ybbrry*   -+-  i4^rry5  -+-i$ccrry* 

-ï- 10 acrry*  -h}obcrry6 -\-\%afrry%  ^c' 

-H  ^.iberry* 
3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à  zéro ,  ce  qui  donnera  autant  d'équations  particu- 
lières pour  déterminer  les  coëficiens  indéterminez ,  qu'on  & 
fuppofé  de  ces  coëficiens  indéterminez, 


JQ4QT5' 
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Par  la  première  on  trouvera  aa=  1 ,  d'où,  l'on  déduira 
^-=-4-1,  Par  la  féconde  on  trouvera  b  =  — ,  J^:  par  la 
troifïéme  y  c  =  4-  —^  :  par  la  quatrième,  e  =  ■*— 
par  la  cinquième /r-^^i-.. 

4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a>  b3  c,  &c.  dans  l'équa* 
tion  fuppofée  x  =  ay -*-  fy  •*-  cy%  &c.  &  l'on  aura  x  =y 

—  è  "+■  iê  —  Tsfsp  h-  wïife^-    C'eft  la  valeur  approché©-' 
de  at  que  1  on  cherchoit. 

PE  x  E  M  P  l  e     XL 
£19.  J^OuR  trouver  la  valeur  approchée  de  a;  dans  l'équation 

x  dx%      ,      3J,</'y»  ^ 

1  —  37   ■+■  1J^- °r 

i  °,  On  fuppofera  x  ===•  <*/  -*■  ^/  -h  ry5  4-  ef  <*-//  &c.  d'où 
l'on  déduira  fy ;•■==  4-  ^  h-  3^  -h  5*^/*  -h  7^'  -h  ^j/8  &c,- 
en  quarrant  chaque  membre  on  aura 

4-  io^fy44*30^fytf  4-  i8^8 
4-  ^ibeyz 
2°.  On  fubftituera  cette  valeur  de^p  dans  la  propofée;. 
&  l'on  aura 
"4-  1 :    =  4-  r 

—  ë  =»— **  —tabyy  —  ybbf  — *  14*7/— i5ccys  ^ 

— io^f/4 — ^obey6 —  \%afy% 
-^-  ^.ibey* 


4-^^=3:  4-  aayy -)r  6aby*  -*  ybby     ^-i^.aeys 

4-  1  oacy  4-  3  o^8 
3°.  Oh  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  chan* 
gée  égal  à  zéro. 

Par  ces  équations  particulières  on  trouvera  ^==4-.  1 , 

40.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  a3b_,c3  &c.  à  leur  place 
dans  x  =  ay-±*by%  &c.  &  l'on  trouvera  x  =y  4-  J  /  4-  4^/ 
4--i.y  4-  -nu/  &e-  G'éft  la  valeur  approchée  de  x  que 
l'on  cherchoit. 

Exe  m  p  l  e     X  II. 

g  o.   S  0 1  t  propofë  de  trouyer  la  valeur  de  rj  -—  x  par  le  moye*V 
de  l'équation "-4-  fyy  —  rrx-—  «§■?  ->ir$xx  **»  c, 
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id.  ïl  faut  fuppofer  *  =  ayy^by*-**cy  &c.  d'où  l'on 

déduira  '^~=^:iày  +  ^by 'h-  6<r/  &c.  &  #*  =  -h  *^« 

.«*■  irf^y'  Hr  bby*  ôcc, 

2°.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  *,  g,  a;x  à  leur  place 
dans  la  propofée ,  &  l'on  aura. 

\*îyy=*-W 

I  —  rrx  =  —  arryy    —  brry     —  crry       occ. 
0  ===<\  —  rJffî  ===  * —  i arryy  — /^.brry*  —  6 crry6    &c. 
!  -+-j>xx  =  *+-  ^^/>y*  «4-  labpy"  &c. 

3°.  ïl  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l'équation  changée 
égal  à  zéro. 

On  trouvera  par  ces  équations  particulières  a  =  4-^ 

£  »     .         P  . , iv1* 

V  ' "■*"    S  X9r6  *    *    T"  3XJX7X9r'°    * 

4°.  Il  faut  fubflituer  ces  valeurs  de  a?  b3  c?  &c.  dans  l'équa- 
tion fuppofée  x  =  ayy  -+■  hy*  -h  cy  &c.  &  l'on  trouvera 

*  =  -*■  é  y  y  ■*-  rxW+  *  «xr*1?  **•»'/  &c;  d'où  ^n 
.déduira J±  -^  a;  =  $  —  £  jy  —  fcgpr/-*-  milfap*/  &c- 
CV  ^«i  ^'/^/>  propofè,. 

Si  Ton  veut  fuppofer ,  pour  abréger,  rj=n9  on  trou- 
vera rr vr «  —  fi"—-  — ^ **'        &e 

Exemple     XIII. 

^3  ï»  POUR  trouver  la  valeur  approchée  de  x  dans  l'équation 

^  x  qr-k-t—^qx  Vrr  —  xx  —r-  y/rr*-* xx  =■=  o , 

i  o.  Il  faut  fuppofer  x  =*  ay  -t-  ^/3  ■+-  9^  -t-  <?y7  &c.  d'où  Ton 
déduira  g  ==  ri-  a  -+-  3^  •+-  59/*  4-  7^  &c, 
.+.  x  x  =  H-  ^^/  -4-  1  ^^+  ■*»  bby6  Sec,       4-  a;4  =  -H  ^4 

»+-  zacy6 

4-  4^^'  &C       ■+■  xe  ajs  •+•  gj£  &c, T 

Il  faut  auffi  réduire  yVr  — a;*  ==3  rr  —  uz  en  la  fuite  qui 

exprime  cette  grandeur,  parle  moyen  de*la  formule  gene- 

*4<>3.  raie,*  où  il  ne  faut  que  fubftituera  à  la  place  de  n,  *r  à  la 

place  de  a ,  &  — -  xx  à  la  place  de  b  >  &  l'on  aura  Vrr  —  xx 

fcss  rr  —  ata;    =  r  —  35-  — —  -j-x^T?  """"  Tx"a  y»r*  ^c» 

Il  faut  conceyoir  cette  valeur  de  Vrr  —  xx  à  la  place 

de 
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âeVrr  —  xx  dans  la  propofée,  &fubftituer  les  valeurs  de  g  , 
xx  j  x\  x63  &c.  à  leur  place  dans  la  propofée ,  &  l'on  aura 
""  S  *  4r  =  -H  *^r  •+-  }bqryy  •+-  5^ry4  H-  7*f>_Vs  &c, 

.vjtf  =  -t-^r  «+•  ^btryy  ■+-  5^ry4  ■+■  "jetry* 

abbt     g 


4 


i 


g  x  jv*r 


a'*    ....  laabt y* 


■)Y    JJ 


zï 


zr 


\aavt  y" 


ir 
éabbt 


r- 


zr 

jaact  w» 


■y'èic. 


zr 

^bt 


zx^r3? 
tfbty 


ix+r* 

A7î 


2  VA  YlyV 


ix+Xiy 


4-  0  x  ■—  qy/rr  —  xx=sz~*  arq  —  3 hqryy—  fcqry*  —  7^qryc 


a'q 


zaabq  , 
—f 
3  aabq     4 

zr  y 

<?q    y* 


a  bbq 


y 


zr 

zr 

jaac 


tcqy* 


-H 


/ «,    ,     aa  zab     .  bb 

-my/.rr—xx  =  ~t+  ~yy+-  —y*  -+-     - 


iX4r5 


zr 

z  x  4"/</ 

aX4r5/ 
a7q 

ix4xir$ 
& 

zr 

zx+xrr5-' 


20.  II  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à  zéro. 
30.  On  trouvera  par  ces  équations  particulières  a  =  •+•  f , 


*=■ 


.      iQgg  — ?' 


$S£  _____  z_8o_7_ 


fQ4gg>— -zzyg»  }  &Cj 


jzorv'  jo40îef 

40.  Il  faut  ïubftituer  ces  valeurs  de  a>  b3c3  &c.  dans  l'équa- 
tion fuppofée  x  =  ay-+-éyi-±>cys  etc.  ÔC  Ton  trouvera 

y       ___y__         ^qq  —  ?qt  s .   zsoy* -4- r  0477* —-**#»  7-  ^ 

?  —    r  6ro4  îzoj"^7     -A  jo4crV°  / 

C'eft  la  valeur  de  x  que  l'on;  cherchoit. 

Tome  I%  Iii 
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Exemple      XI V. 

232,   jPOur  trouver  la  valeur  de  x  dans  l'équation  xx  -^-Zlâz 
.. —  nn  -+-  ny=  o,  i°.  il  faut  fuppofer  x  =  a  •+-  by  ■+■  cy1-*-  ef 
4-  &c.  les  grandeurs  a,  b  3  c3  e }  font  indéterminées. 
2°.  Il  faut  prendre  par  cette  équation  fuppofée  la  valeur 

de  ^3  ,  &  l'on  trouvera  dfy  =  b  ■+-  icy  4-  $eyy  -+-  &c. 

Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  xx  &  celle  de  g,  dans  là 
propofée ,  8c  Ton  aura  l'équation  changée  fuivante  , 

XX    =       ^  •+•   2^J/  -*-  £^     H-  2^*  4-  &C 
-H  2^£W  -r-  2<2£J/J 
^p  =  ■  —  byx~   —\cf  —  &c. 

- — ##     =  —  nn 
30.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
à  zéro,  &  l'on  trouvera  par  les  équations  particulières  que 
donnera  cette  fuppoiîtion  ,  a  =  n  '>  b  =  — -  \  }  c  =  —  ~  i 

0  =ra  —  1<J>fB  . 

4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  des  indéterminées  à  leur 
place  dans  x  =  a  •+-  fy-*-  cyy  ■+-  &c,  &  l'on  aura  x  —  n  —  |jj 
. —  ±yy  ^  _9_y  &c.  C'eft  la  valeur  de  a;  que  l'on  chercheur. 

Seconde  manière  de  rè foudre  le  même  exemple. 

01  «  étoit  moindre  que  j/,  il  faudroic  prendre  une  fuite  où 
les  puiflances  dey  fe  trouvafTent  dans  les  dénominateurs  des 
termes ,  c'eft-à-dire ,  il  faudroit  que  les  expofans  des  puiflan- 
ces de  y  fuflent  négatifs  ,  de  la  manière  fuivante, 

i°.  Il  faut  fuppofer  x<=.ay  ~\-by° -\~  cy~  l-*- ey~z +•  &c. 
2°.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  g  par  le.  moyen  de  cette 
s  équation,  êc-  l'on  trouvera  -d/y  •=  a  —  cy^  —  zey~*  &c. 

Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  xx  &  de  g  dans  la  pro- 
pofée, &  l'on  aura  l'équation  changée  fuivante, 

xx  =     aayy  ■+-  zaby  •+-  bb    ■+•  ibcy~x  •+•  ôtc. 

-+-  i^zf  H-  iaey~l 
.  —  ^r=  —  ayy     *   +  c     —  zey 
•+•  ny    =  •+-  »  v 

—  72  n  =3  —  »  « 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
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à  zéro,  ôc  l'on  trouvera  par  cette  fuppofition  a  =  i ,  h  = 

4°.  Il  faut  fubflituer  ces  valeurs  dans  x  =  ay-k-by°->r  cy~ * 
-t-Scc.  &l'on  trouvera  x  —y  —  f^-t-i^/"1-*--^  n%y~~v  &c. 
C'en:  la  valeur  de  x  que  Ton  cherchoit. 

eximp  le  xv.  ou  il  y  a  trois  inconnues, 

Avertissement. 

2.3  3.  IL  y  a  des  Problêmes  de  Géométrie  où  l'on  eft  obligé  d'em- 
ployer trois  inconnues  x.3y  3  z^  avec  leurs  différences,  dans 
l'équation  qui  en  exprime  toutes  les  conditions  :  Et  il  faut 
remarquer  que  cette  équation  qui  exprime  toutes  les  con- 
ditions du  Problême,  a  été  formée  par  les  équations  parti- 
culières qui  ont  été  réduites  à  cette  feule  équation  qui  les- 
contient  toutes  ^  &:  que  par  confequenr  s'il  y  a  trois  incon- 
nues, ou  un  plus  grand  nombre,  il  doit  y  avoir  des  équations 
particulières  qui  expriment  à  part  le  raporc  des  unes  aux 
autres  :  ces  équations  particulières  doivent  être  données  ou 
connues  dans  les  exemples  où  il  s'agit  de  trouver  la  valeur 
de  l'une  dos  trois  inconnues  par  une  fuite  qui  ne  contienne 
que  les  deux  autres  avec  les  grandeurs  connues  de  l'équation. 
Pour  trouver,  par  exemple,  la  valeur  de  x  dans  l'équation 
%zix xdy  —  ndy=  o,  ou  divifant  par  dy  s  dans  l'équation 

çg.  —  x  —  n  =  o,  où  .l'on  fuppofé  que  dans  le  Problême 
qui  a  donné  cette  équation,  l'on  a  l'équation  particulière 
zdz^—  zdy  —ydy  =  0  ,  ou  ds^=  ïdy+-  ^p-,  ou  %  =  1  -t-  J 
=  1  «^.^-i^  qui  exprime  le  raport  de  z^à ,  y  :  pour  trouver, 
dis- je,  la  valeur  de  x  dans  ^  —  x  —  n  =  o,  i°.  il  faut 

fuppofer  x  =  aze1  y  -*-bz^-  y-  -î-  c^Jiyi  -h  ezj~*y*  H-  &c. 
a3  b  3  c,  e  3  font,  dts  grandeurs  indéterminées. 

20.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  dx  dans  cette  équation 

fuppofée  ,  <k.  Ton  trouvera  d'abord  dx  =  azT l  dy  —  azj % ydz, 

_     -*-  ibzC  zydy  —  ibsÇ  ly  dz^r 3 <T  ^fày  —  3 cz~  "fdz^r  &C "y^dy 

—  &c.  Il  faut  fubftituer  au  lieu  de  dzj&  valeur  \dy-±-  sÇlydys 

&  divifer  le  tout  par  dy,  &  Ton  aura 

g  =  aze l  dy  -r-  ibzj  "y  -+-  $csç-  \yx.  H-.  4-ez~  *yl  &c 

—  azj'y — az~*yx  —  ibzz*y% 

~~ibz-y  —  yzcy 

liïiy 
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Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  g  &  de  at  dans  la  propofee, 
&  l'on  aura  l'équation  changée. 

vg=z  a-*-  ibiçy  -+•  Y\Y  •**■  4*cy  &c« 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
à  zéro  ,  ce  qui  fera  trouver  a^=n3b  =  ni  c=z^^  *  s=y|  # 


¥«• 


4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  aù  b3  c3&cc.  dans  l'équa- 
tion fuppofée,  &:  Ton  aura  x  =  «<~y.H-  fl^Cy-f-j  mÇ%$ 
^  IL  nzC+y*  &c  C'eft  la  valeur  de  x  que  Ton  cherchoit. 


Corollaire*  qui  fuient  de  la  première  méthode 
du  fécond  Problême. 

Corollaire     I. 

Qui  contient  ce  quon  appelle  le  retour  des  fuites  s  ou  la  manière 
de  trouver  la  fuite  inverfe  d'une  fuite  donnée. 

2  34-  LOrs  Qjp'o  n  a  la  valeur  de  x  exprimée  par  une  fuite  des 
puifïànces  de  y  3  avec  des  coëficiens  connus  dans  tous  les 
termes,  par  exemple,  x  =  ay  •+■  byy  -t-  cy*  ■+-  ey4  -*rfys  &c. 
ou  bien  x  =  ay -+- 6y* -t-  cy^  -h  ey1  -h  fy9  &c.  ou  bien  #==  ayy 
■+-  byA  -+-  cy6  &c.  ou  de  quel  qu'autre  manière  que  ce  puifïe 
être  j  on  peut,  parla  même  méthode  trouver  la  valeur  de^y 
par  une  fuite  des  feules  puiflances  de  x  3  dont  les  coëflciens 
»  connus  n'auront  que  les  grandeurs  connues  a  3b 3-c3e3  &c. 
de  la  fuite  fuppofée  connue.  C'eft  ce  qu'on  appelle  le  retour 
des  fuites. 

On  fuppofe,  par  exemple,  x=ay-*-  byy-\-  cyl-\*  ey*~\-fy*  &c. 
les  coëflciens  a,  b3  c3  e3  f3  &c  font  fuppofez  repréfenter  des 
grandeurs  connues  pour  trouver  la  puifïance  de^_,  l'équation 
propofée  fera  o  =  —  x  -+-  ay  ■+•  byy  -f-  cy1  •+-  ey4  -h  fy* 
&c. 

i°.   On  fuppofera  y  =  lx  •+-  mxx  -+-  nx*  ■+■  px*  •+•  qx*  -+-  rxé 
&c.  les  coëflciens  /,  m3ni&c.  font  fuppofez  indéterminez. 
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2°.  On  déduira  de  cette  fuppofition  yy  =  ïïxx  •*•  ilntx} 
+*mmx*  •+•  i/j>xs  •+-  nnx6     &c. 
-4-  2  fax*  •+•  imnxs  ■+•  ilqx6 
■+•  impx6 

y^  =  lixi      -h  $tfmx*  -*-  }lrnmxs-+-  }llpx6    &c. 

-h    3//«Arf   •+-  6lmnx6 


m%  x6 


f  s  /*  #4     4-  4/ W  ■+•  GSmmx6  &c. 

ylsssFx*       ■+-    J/'W**  &C. 
j<  £=  /«  je*       &C. 

On  fubftituera  ces  valeurs  de^  ^  &c.  à  la  place  àey,yyy  Sec. 
dans  lapropofée,  &  l'on  aura 

~t-^/  =  -h  ^/a;  4-  ^watat  -h  anx%     -*- apx*      4-  ^xf     -*-  arx6 
Hh  ^  =3  -4-  ^Zva;  -h  ibljnx*  «+■  bmunx*  4-  iblpx*   4-  ^w»xtf 

-i-  ibinx*  4-  ibmnx*  4-  iblqx6 

4-  ibmpx4 
•*rCy%  =  4-  r/V   -k-icflmx*  •*•  ylmrnx* -t-icllpx6 

4-  3  £■#»*;*     -h  6clmnx6 


cm1  x6 


•**-ey*=z  4- */V     -i-  ^efimx1  4-  6e//mmxê 

4-  ^.ePnx6 
<*-ty  ====  4-/7yxJ        -t-  j/Ti»** 

**-gyfi=ss  -**  gl6x6 

30.  On  fuppofera  chaque  terme  de  l'équation  changée 
égal  à  zéro ,  6c  Ton  trouvera  par  ces  équations  particulières 

/  =  4-   -  >     ?»  = -,  3    »  =    — — » a   p  —s  i i= a 

1 4e4  ~f-  &w£e  —  ixabbc  -*-  $<Mtfc  —  tf1/*  4iè J  -4-  g^&'tf 

*  —    ~ -, ,  r  = ^n 

i8<tafoc  —  a8tftf&&?  -f-  7aJce  -+-  jdbf —  a*g 

4°.  On  fubftituera  ces  valeurs  des  coëficiens  indétermi-' 
nez  ly  m,  n3  ôcc.  à  leur  place  dans^  =  lx  4-  mxx  4-  nxi  &c. 

0    if  se         bxx    ,    zbb  —  ac     5    ,    tabc  —  fb* — aae    . 

-     &  i  on  trouvera  y  = r  ■+■ -, —  x3  4- ~ x* 

14b   -f-  6aabe —  tiabbe  -f-  ^etacc  —  «J/ 


■x 


lii  iij 
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4tè5  -f-  l\0t  —  itaabcc  —  t%aabbe  -4-7^^-f-  7#3  £/—  «%     ?    «,- 

— —  '    ~ '  ■      — ' iï  ......  r?  x     Ç£.C« , 

a 

C'eft  la  valeur  dey  que  l'on  cher  choit. 

R    E    M    A    R    Q^O    E    S* 

I. 

^3  5»  \J  N  peu£  de  la  même  manière  trouver  la  valeur  de^  dans 
ïes  équations  xz=zœy-i-éy3-*-  cys  ècc.  x  =  ayy  ■+■  by* -+-  cys  &c. 
de  dans  les  autres  où  les  expofàns  des  puifTances  de  y  font  en 
progreffion  arithmétique. 

Quand  on  aura  les  valeurs  dey  dans  tous  ces  cas  differens, 
ces  valeurs  Serviront  de  formules  pour  trouver  tout  d'un 
coup  la  réfolution  des  Problêmes  qui  font  les  inverfes  de 
ceux  qui  font  exprimez  par  les  équations  où  Ton  a  trouva 
la  valeur  de  x  par  une  fuite  qui  contenoit  les  puiffances  de 
y3  dans  les  exemples  préeedens.,  Se  dans  tous  les  autres  fem- 
blables. 

Pour  en  faire  voir  ici  une  application ,  on  fe  fervira  du 
fzxy,  neuvième  exemple,*  qui  fert  dans  la  Géométrie  à  trouver 
le  logarithme  hyperbolique,  repréfenté  en  gênerai  par  x, 
de  tout  nombre  donné  repréfenté  en  gênerai  par  1  -t-y. 

L'on  a  trouvé  le  logarithme  x-=^\y —  iyy^jy5 —  \y* 
•+«f/  &c.     . 

Pour  trouver  le  nombre  1  **-y  3  qu'on  fuppofe  a  prefent 
inconnu,  par  une  fuite  qui  contienne  les  puifTances  du  loga- 
rithme connu  x  3  il  ne  faut  que  fuppofer  1  =  a3  —  j-  =  b3 
•+■  ~  =  c3  — | ===  fA  +j  =*f3  &c.  èc  fubftituer  ces  valeurs 
de  *,  b3  c3  &c.  dans  la  formule^  =  £  —  ^-t-  i-^f££  xs  &c. 
&  l'on  trouvera  y  =  -f  -+-  \  xx  -¥-  ^x}  &c. 

Ajoutant  l'unité  à  chaque  membre,  on  aura  1  -j-j/=a  1  -*-  * 
■+•  {■  xx  -*-  r—  x*  &c.  où  at  étant  fuppofée  connue,^/  l'eft  auffi. 
Ce  qui  ét-oit  propofé. 

I   I. 

236,  Sans  fuppnter  de  nouvelles  formules  pour  le  retour  des 
fuites  dans  les  cas  où  les  expofàns  des  puilfances  des  y ,  ne 
font  pas  dans  la  progreffion  naturelle  1,2,3,  &c-  mai*s  Vi- 
vant la  progreffion  2,4,  6,  &c.  ou  i,3,5,7,&c.  ou  une  autre 
quelconque  dont  \es  termes  font  des  nombres  entiers  ;  on 
peut  fe  fervir  dans  ces  cas  de  la  formule  feule  du  i'c  Corol- 
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ïaireypar  exemple,  la  valeur  de  y  ==  j^-^-t-^i^^^^ 
peut  fervir  de  formulepour  trouver  tout  d'un  coupla  valeur 
de  y  par  les  puiflances  de  x,  dans  les  équations  infinies  où 
les  puiflances  dey  feroient  js/,  /,  y\  &c.  en  fuppofant, 
i°.  tous  les  ternies  de  la  formule  ou  fe  trouvent  les  puiifan- 
ces pairs  de  *,  comme  xx ,  x+,  x6 ,  &c.  égaux  à  zéro,  & 
retranchez  de  la  formule  3  &  en  fuppofant,  z°.  égaux  à  zéro 
tous  les  coëficiens  b3e3  g,  &c.  des  puiifances  paires  dey, 
comme yy,  y*,f,  &c.  de  l'équation  fuppofée  x  =.  ay  ■+■  byy 
+  cy>+-ey*-*-fy  +  gy6&cc.  JI 

Pour  trouver,  par  exemple,  la  valeur  de  y  dans  l'équa- 
tion *  x  =y  -h  i/+  fçjfi  +.  -£/  +.  É^s^  &c>  par  [e 
moyen  delà  formule  précédente,  on  fuppofera  i°.  les  ter- 
mes —  g  -+-  ffirgr^*^  &  les  autres  où  les  pui/Tances 
de  a;  font  pairs,  égaux  à  zéro,  6c  retranchez  delà  formule. 
On  fuppofera ,  2°.  afin  que  l'équation  propofée  r  —  y 
.    h-  \y%  Sec.  foit  repréfentée  par  x  =  ay  -*-  byy  -h  cyl  s-  *y* 

+fy'  +  à' &c-  *^>>  ^=G>  '==?>  ^  =  0,/=^, 

3°.  On  fubftituera  dans  les  termes  de  la  formule  où  les 
puiflances  de  x  font  impaires ,  les  valeurs  précédentes  de  ^ , 

£.,  c,  &c.  &:  l'on  aura^  =  Ar  —  £-*--£  -&c.  C'eflia  valeur 
de  y  que  l'on  cherchoit. 

On  peut  de  même  fe  fervir  de  la  valeur  de  y  =  J £** 

H-  Hi-^£  y  &c.  pour  le  retour  des  fuites  dans  les  autres  cas. 

I  IL 
237.  Si  at  n'étoit  pas  linéaire  dans  la  fuite  dire&e  x  =  ay^rbyy 
^_  cy  .+.  &c.  mais  qu'il  y  eût  par  exemple  x}=  ay  ■+-  byy 
-j^cy  -k-  &c.  ou  en  gênerai  xa  =  ay  -+-  byy  -+-  ef  -+-  &c.  il 
faudroit  dansée  cas  commencer  par  élever  chaque  membre 
à  la  puiffance J~  ou  ~ ,  ce  qui  rendroit  x  linéaire  dans  le  pre- 
mier membre ,  &  enfuite  on  trouveroît  la  valeur  de  y  expri- 
mée par  une  fuite  où  il  n'y  aurok  que  les  puiifances  de  x 
avec  les  cocflciens  de  l'équation  propofée ,  comme  dans  le 
premier  Corollaire. 

Corollaire    IL 

. 3  8;   S ' 0 1  t  une  équation  dont  chaqoe  membre  contienne  une 
fuite  infinie ,  comme  ax  -+-  bxx  -*-  £**■+•  dx*  ■+■  ex*  H-  fx6  &c. 


*"?; 
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=  ly  •+•  myy  ■+■  ny  m^îyr  -*-  W  ■+"  rf'  &c-  ^ont  tous  ^es  co^^- 
ciens  font  fuppofez  repréfenter  des  grandeurs  connues,  & 
dont  chaque  membre  ne  contient  qu'une  inconnue ,  c'eft-à- 
dire,  que  l'inconnue  d'un  membre  ne  fe  trouve  point  dans 
l'autre  membre  :  On  peut ,  par  la  même  méthode,  trouver 
la  valeur  de  l'une  des  deux  inconnues,  par  exemple  de  x.3 
exprimée  par  une  fuite  infinie  qui  ne  contiendra  que  les 
puifTances  dey3  avec  des  coëficiens  connus.  Cette  équation 
peut  fe  marquer  ainfî  par  tranfpofition,  ax-\~bxx  ■+•  cx'-¥-  dx* 
+.  ex*  .+.  fa'  &c.  —  ly  —  myy  —  ny  ~-  fy\ —  qy  —  ry    &c. 

Pour  trouver  la  valeur  de  x3  i°.  il  faut  fuppofer  x  =  Ay 
4-  Byy  +  C/-4-D/4-  Ey  •+  F  y  &c  les  coëficiens  A3B3 
CV&c.  font  indéterminez. 

On  fubftituera  cette  valeur  de  x  „&  les  puifTances  de  cette 
valeur  à  la  place  de  x  &  de  fes  puiffances  dans  la  propofée-, 
&  Ton  aura  l'équation  changée  fuivante , 


nx 


asaAy-ï*  aByy     4-  aC^       4-  aDy*       4-  aEy*'       4-  aFy"  &c» 

4-  bxx    =s        4-  bAAyy  4-  xbAWp  4-  ££tf>4    4-  zbADy*  4-  £cc>* 

4-  z^C>*  4-  zbBCys    -f-  i£^£j       &c^ 

4-  cx3  c=-  4-,  ^y      4-  3^^+4-  VABBys  4-  cBY     f     &C. 

n )  4-  3^^0Î'4-.  ^c^ifCy 

U \  4-   ïcAADy' 

_f-  ^4  =  4-  ^4j/+    4-  4dA*By'  4-  6dAABBy6Scc. 

4-  4^?Cy5 

4-   ex*  =  4>  *^V        4"  fM<ty '    &c. 

4-  f\«  =  '                                                                                            4-pV          &c. 

Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l'équation  changée  égal 
à  zéro. 

3°.  Il  faut  déterminer  par  ces  équations  particulières  les 
coëficiens  indéterminez  A  3  B 3C 3  &c  l'on  trouvera  A  =  jL, 

7>. m  —  b.AA      n-—  «  —  Z^S  —  c^?      J\ P  —  /;Fg  —  1>)AC —  VABB  —  d.4* 

a  a  » 

On  trouvera  de  même  la  valeur  des  autres. 

Pour  abréger  le  calcul, on  laiffe  les  capitales  A>B3C^D}&ct 
qui  font  les  coëficiens  indéterminez,  au  lieu  de  leurs  valeurs 
qui  les  précèdent,  &:  ces  capitales  les  repréfentent. 

4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  A  3B  3C3D>  &c.  dam 
*  =  Ay  4-  Byy  -i-Cyl-+-  Dy*  &c. 
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&  l'on  aura  *  =  \y +  ^=I±Î  yy  +    *~xiA'~CA,fi 

a  * 

G'eft  la  valeur  de  x  que  Ton  cherchoit. 

R   E    M   A   R   Q^U    E    S. 

ï  39.  C>  Et  t  e  valeur  de  x  peut  fervir  de  formule  pour  trouver 
tout  d'un  coup  la  valeur  de  x  dans  les  cas  où  les  expofans 
des  puiflances  des  x  &  des  y  font  dans  une  autre  progreflion 
arithmétique  que  celle  des  nombres  naturels  i ,  1,3,  &c. 

Dans  les  cas,  par  exemple,  où.  les  expofans  des  puiflances 
des  x  &:  des  y  font  impairs ,  comme  1 ,  3,  5,7,  &c.  il  faudra 
fuppofer,  i°.  dans  l'équation  ax  4-  bxx+-  ex1 -h  dx*  ~hexs 
A-fi$  &c.  =  ly  -hmyy+-  ny%  -\-py4r  4-  qys  4-  rys  &c.  les  coëfî- 
ciens  b  3  d3f3  ôcc.  m3p3  r}  ôcc.  des  puiflances  paires  des  x  6c 
des  y,  égaux  à  zéro:  Et,  z°.  retrancher  delà  formule  x  ==~y 

4-  — - — yy  Sccr  tous  les  termes  où  les  puiflances  de  y  font 

paires, fçavoir  le  2e,  le  4%  le  6%  &c.  comme  étant  égaux  à  zéro. 

S'il  étoit  propofé,  par  exemple,  de  trouver  par  le  moyen 

de  la  formule  précédente,  la  valeur  de  x  dans  l'équation 

*  +  i  *'  *  tô  *%  +  A  *  *  mi  *9  &c.  =*  V/  -*- 1/  4-  ^/>J 

■+■  iky1  ■+"  hl/  &c-  S  faudroit  fuppofer ,  afin  que  cette 
équation  fût  repréfentée  par  ax  4-  bxx  4-  rV  4-  <ta4  4-  ?** 
4-/V  &c.  ^=s.ly^rmyy-^rnyi'-^rpyk^rqyi-^ry6  &c. que^=  t, 
£=  o,  É=f,  ^=0,  <?=  ^,/W  o,  &c.  /=*_,  ^  =  Oj 
«■=£,^  =  6,  £  =  !^,r=o,  /=r^r&c.  Il  faudroit  encore 
fuppofer  que  les  termes  des  puiflances  paires  dé  y  ^  fçavoîf 
le  2e,  le  4e,  le  G"  &c.  de  la  formule  x  =  i-j/ -+-  mr"kjtén  &c. 

en  font  retranchez  ,  étant  égaux  à  zéro  j  &  fubfh'tuer  enfuite 
les  valeurs  de  a,  b3  c3  d  s  &c.  dans  Ja  formule,  &:  l'on  auroit 
la  valeur  de  x  dans  l'équation  propofée  exprimée  par  une 
fuite  infinie  ou  il  n'y  a  que  des^s  ce  qui  eft  facile, 

II. 
140.     Ce  fécond  Corollaire  contient  le  premier,  c'eft-à-dire,  la 
formule  que  fait  trouver  ce  fécond  Corollaire,  contient  la 
famé  X,  Kkk 
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formule  ou  la  valeur  de  at  du  premier  Corollaire  j  il  n'y  3. 
qu'à  mettre  dans  l'équation  /y  4-  my1  ■+■  nyl 4-  &c.  ===■  ^a: 
^  bx1-^  ex  ■+•  dcc.  x  au  lieu  de  y  dans  le  premier  membre, 
Sty  au  lieu  de  x  dans  le  fécond  membre  },&  fuppofer  dans 
le  premier  membre  /  =  i ,  6cm  =  o  ,  n  =  o  $  c'eft-à-dire,, 
fuppofer  que  le  premier  membre  ne  contient  que  le  premier 
terme  ,  ,'êt  cette  équation  deviendra  ix  =  ay  4-  hf"  4-  9^ 
4-<^44-fyT4-  &c.  qui  eft  l'équation  du  premier  Corollaire. 
Ce  qui  fait  voir  que  la  formule  du  fécond  Corollaire  devien- 
dra la  formule  du  premier,  en  fuppofant  dans  cette  formule 
du  fécond  Corollaire  xi  la  place  dey,  &  y  à  la  place  de  x# 
6c  /  .=ç=  1 ,  #z  ==0,  n  =  0,  ^  =  o.j  q  =  0.,  &c. 

C    OR    O    L    L   AIR    E      I  I  L 

.241.  vJN  peut  par  la  même  méthode  trouver  la  valeur  de  x  dans 
l'équation  fyS  myy  4-  ny  4^  jpy4  4-  g-y^-Stc.  =^olx  4-  £ja; 
***yyyx  •*+"  JyJA:4-€y*Ar  etc.  -h  bxx-^r  tvxx  -*-yyyxx  4-  Qylxx 
4-  xy4ATAr  &c.  4-  rx3  4-  ^a;*  4-  ^j/yAr5  4-1^^  4-  py*  x*  &c. 
H-  ^a:4  4-  tja;4  4-  -y/j/Ar4  4-  (pj/3*4  4-  vy4^4  &c,  dont  tous  les 
coëficiens  font  fuppofez  repréfenter  des  grandeurs  connues,  &: 
où  les  deux  inconnues  x  &y  font  mêlées  enfemble  5  on  peut ,, 
dis-je ,,  trouver  la  valeur  de  x  par  une  fuite  infinie  qui  ne  con- 
tienne que  les  puhTances  de  y  avec  des  coëficiens  connus. 

Pour  trouver  la  valeur  de  x  3  après  avoir  mis  par  tranf- 
pofïtion  le  premier  membre  dans  le  fécond,  il  faut,  i°.  fup- 
pofer x  =  Ay  4-  Byy  4-  Cyi  4-  Dy^  &c.  les  coëficiens  A 3  B  3 
C  3  &c.  font  indéterminez. 

Il  faut  enfuite  fubftituer  les  valeurs  de  x3  xx  >  y\  &c.  qui 
fe  déduifent  de  cette  fuppofition ,  dans  l'équation  propofée, 
.&  l'on  aura  l'équation  changée  qui  fuit, 


-ly- 


— j—  _UX            6=3 

a.Ay  4-  «Bjyy    4—  *Cy*      4-  «Dy* 

&c. 

4-  fyx     = 

4-  /g^y    4-  PBy*     4-  /scy+ 

&c. 

-\-yyyx   = 

4-  yAy>       4-  >By+ 

&c. 

4-jy.»  = 

4-  <r^4 

&c. 

H-  bxx    = 

4-  bAAyy  4-  2£^Bj,3  4-.£2?2?j/4 
4-  ibACy* 

&c. 

4-  CyATA?  = 

4-  &My '   ■+■  iMBy4 

&c. 

<-f~  vyyxxzzz 

4-  >A*y* 

&c. 

4—  cr5       =a 

4-c^y     +•  icAABtf 

•&c. 

•4-  AyA?J    = 

4-  A^^»* 

&c. 

4-^+     = 

4-  ^>* 

&c. 

myy—  nyi  -  vy*  &c.  = 

--fy — wjy       — «y*         —  0* 

&C. 
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2.0.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l'équation  changée 

égal  à  zéro. 

30.  11  faut  trouver  les  valeurs  des  coéficiens  indéterminez 

A,  B  3  C3  &c.  par  le  moyen  de  ces  équations  particulières, 
40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  A,  B3  C  3  &c.  à  leur 

place  dans  x  =  Ay  -+-  Byy  -+-  Cy*  &c.  &;  l'on  trouvera 

„ l„,    m  —  eA  —  bAAn—eB  —  yA  —  ibAB  —  ZAA—.cA*    t 

x—*y+-  — 5 //-*- -a -y* 

p__ jsC— yB  —  ïA  —  bBB— ibAC  —  z'iAB  —  *AA  —  uAAB—\A*--dA*    4  Cr^ 
H iy  &.C. 

C'eft  la  valeur  de  a:  que  Von  cherchoit. 

On  a  laide  pour  abréger ,  les  lettres  capitales  à  la  place 
de  leurs  valeurs. 

Cette  valeur  de  x  peut  fer vir  de  formule  pour  réfoudre 
toutes  les  équations  qui  peuvent  être  repréfentées  par  la 
propofée. 

R.  E   MA  r  q^u   si 

242;  C,E  troifiéme  Corollaire  contient  le  fécond  Corollaire,  &■ 
par  confequent  il  contient  auffi  le  premier  Corollaire  5  c'éft- 
à-dire,  la  formule  de  ce  troifiéme  Corollaire  deviendra  celle 
du  fécond  Corollaire,  en  fuppofant  dans  cette  formule  du 
troifiéme  Corollaire,  /3  =  o,  y=o,  -JN  =  o,  €  =  0,  £  =  o? 

>1=0,  ô  —  O,  x=0,  À=0,  ^,==0  ,  y-==b,  p=0  ,  t=sO^ 
y  =  0,  <?>=0,  ^  =  o,&c. 

C    O   R   O    L   L   A   I   R    E        IV. 

243.   FOur  trouver  les  formules  des  Corollaires  préeedens, 
on  peut  fe  fervir  de  la  méthode  de  prendre  les  chifres  d'une 
manière  indéterminée  de  M.  de  Leibnits  ,  qui  eft  dans  les 
Ades  de  Lipfic*.  Par  exemple,  pour  avoir  la  formule  du  *dei'an 
fécond  Corollaire  qui  fert  à  trouver  la  valeur  de  x  dans  tou-  l7°0t 
tes  les  équations  repréfentées  par  ax-hbxx  ■+-  cx>  ■+•  dx*  &c. 
=  ly  -+•  myy  •+-  ny1  -4-  py+  &c.  qui  eft  l'équation'  du  fécond 
Corollaire,  où  l'on  fuppofe  que  les  coëficiens^,,  b  3  c ,  &x. 
/_,  m  3  n  3  repréfentent  des  grandeurs  connues  ,   on  fup* 
pofera  toutes  les  mêmes  équations  repréfentées  par  vox 
■+-  ioxx  -4-  3  o*1  -+-  4.OX4  -4-  50A;5 ,  &c.  =  o ly  -4-  o lyy  -h  03  V5  : 
•4-  04/*  -4-  o  5yJ,  &c. 
>-         Le  premier  chifre  du  rang  le  plus  à  gauche  dans  chaque 
terme  repré fente  le  coëficient  de  la  punTance  de  x  dans  ce 

Kkkij 
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terme,  par  exemple  dans  le  terme  30^,  le  chifre  3  du  rang' 
à  gauche  repréfente  le  coëficient  du  terme  où  eft  x\  dans  le 
terme  4.0 x\-  le  chifre  4  repréfente  le  coëficient  du  terme  où 
eft  a:4,  &  ainfî  des  autres:  Et  comme  il  n'y  a  point  de  x  dans 
le  fécond  rmembre  ,  il  n?y  a  que  des  zéros  dans  le  rang. à 
gauche.de  chaque  terme  de  ce  fécond  membre. 

Les  chifres  du  premier  rang,  c'eft-à-dire  du  rang  le  plus 
à  droke  dans  chaque  terme,  repréfente  tes  coëficiens  des 
termes  où  font  les  puirfances  de  y.  Par  exemple,  dans  le 
terme  03^,  le  chifre  3  repréfente  le  coëficient  du  terme  de 
l'équation  dû  eft  y,  dans  le  terme  04J/4,  le  chifre  4  repré- 
fente le  coëficient  du  terme  où  eft^/4,  &  ainfî  des  autres. 

Par  exemple,  l'équation  ioat-*-  ioxx  -+-  30.^-f-  40A:4 
-t-  5 ox'Scc.  ==■  oiy •+■ o%yy-+-  03^* ■+-  oqy* h- o }y  &c.  repré- 
fentant  l'équation  ax  ■+-  bocx  -+•  ex*  -+-  dx4  •+•  exs  3  &c.  =  ly 
-*-  myy  -+-  ny\  -\-  py*~\-  qy1  &c.  le  chifre  1  du  terme  io*  re- 
préfente le  coëficient  a  du  terme  ax  repréfente  par  1  ox.  Le 
chifre  2  du  terme  20.0;  repréfente  le  coëficient  b  duterme 
-+•  bxx  repréfente  par  zoxx,  6c  ainfî  des  autres.  Dans  le  fé- 
cond membre  le  chifre  1  du  terme  o\y3  repréfente  Le  coëfi- 
cient /  du  terme  ly  repréfente  par  oiy  jle  chifre  2  du  terme 
ciyy3  repréfente  le  coëficient  m  du  terme  myy  repréfente  par 
çiyyj  &  ainfî  des  autres. 

Les  valeurs  de  2,  3,4,  &c.  des  cliifres  de  l'équation  io* 
*H  ioxx +■  3 o^,t6cc.  ===  o iy*t-  oiyy  -+•  03^,  &c.  fervent  feu- 
lement à  faire  reconnoître  quels  font  les  coëficiens  qu'ils 
représentent,  pareeque  2  ,  par. exemple,  dans  2  0x* .,  étant 
égal  à  l'expofantde  la  puifîànce  .0;  dans  20.VX ,,  quand  dans 
la  réfolution  on  aura  20 ,  cela  fera  connoître  que  20  repré- 
fente le  coëficient  du  terme  où  eft  xx. 

De  même  dans  03^,  le  chifre  étant  égal  à  1'expofant 
de  la  puiftance  y\  fera  connoître  dans  la  réfolution  que  03 
repréfente  le  coëficient  du  terme  où  efty,  &  ainfî  des  autres. 

Pour  trouver  une  formule  qui  repréfente  la  valeur  de  x 
dans  les  équations  repréfentées  par  iox  •+•  rox*  -+-  30*3  &c. 
==*  o  ly  •+-  o  lyy  •+-  o  ^yl  &c. 

ï°.  Il  faut  fuppofer  x=  ioiy-t-  ioiyy~\-  103^*-*-  104V4  &c. 
les  coëficiens  10 1 ,  102  ,  &c.  font  indéterminez  ,  &  ils  ont 
trois  rangs  pour  faire  reconnoître  que  ce  font  les  coëficiens 
indéterminez. 


Livre     VII.  445 

Les  chifres  1,2,3,4,  ôtc.  du  premier  rang  à  droite, 
fervent  a  faire  connoître  les  termes  &  à  les  diftinguer,  le 
chifre  1  marquant  le  premier  terme  où  eft  y,  le  chifre  .2 
marquant  le  fécond  terme  où  eft  yy3  le  chifre  3  marquant 
le  troisième  terme  oùeft^V&c. 

Il  faut  fubftituer  dans  la  propofée  1  o#-t-  20*.*;-*-  3  oxi  &a 
_  o  1  y  -j—  o  lyy  —  03  V3  =  o ,  à  la  place  de  x  3  xx  s  xi  3  &c. 
leurs  valeurs  prifes  dans  l'équation  fuppofée  indéterminée 
x=ioiy+io  2VJ-+- 1  o}yyètc.  &:  Ton  aura  l'équation  chan- 
gée quiiuit, 

ïox»  =iox  ioiv  H-iox  loijry-î-iox  103  x/  *f-  10  x  io4j>+  &c. 

— 2  — 2 

fH-zox**=        .+-20x101  ^y-hW  xio  xioi  xioiy*  4-toxioi.y* 

.4-  (1)  x  10  x  10 1  x  io?y4&c4 

0=J  ~f-  jo-x  *!  =*  +•  3°  x  1QI  >        HH  (j)x  30x101  xiaiy+&c* 

I  •+•  40  x  *4  ^  •+"  4°  * IQi  y*  &c* 

l-oijp-ow-oyî  —  office     =  — OIJT  —oiyy  —  o.:/  —.04/*    &c, 

20.  H  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l'équation  changée 
égal  à  zéro,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières  qui 
fervent  à  trouver  les  valeurs  des  coëficiens  indéterminez 
roi ,  Ï02 ,  103 , 

3°.  Par  la  première  de  ces  équations  10  xioi  =oi,on 

trouvera  101  =s=  — .:  par  la  féconde  iox  101  +  iox  101 
=  02 ,  cm  aura  1 02  =  °*-*%*101  j  par  la  troifiéme  10x103 
•+■(2)  x  20  xi  01  X101  +  30X101  =03,  on  trouvera  103 

-—  °*  -(Qxio-xioi  xioi-so-xioi.  par  la  quatrième  10x104 

1  ——X 

+  ioxioi+(i)xiox  1 01  x  103  -ï-(3)x  30x101x102 

4-40  x^/^04,  on  aura  io4«^-^y^-rôXlOXIOIXT°' 

— 1  — 4  , 
<"  x  ip.X-lo-u^oi-^ox  10 1 1  On  laifîe  dans  ces  valeurs,  pour 

abréger  le  calcul,  les  coëficiens  indéterminez  10 1 5  i02,&c, 
à  la  place  de  leurs  valeurs  déjà  trouvées. 

40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  des  coëficiens  indéter- 
minez 101 ,  102  ,&c.  à  leur  place  dans  l'équation  fuppofée 
x  =  1  o \y  ■+■  1 0 iyy -+-  1 03y  &c.  6>t  l'on  aura 

oi(1    ,     oî-io  y  1  o  i*        .    o  ï-q)X  to  vioiXiot-IQXioi  J 


*=ii>y  +_z  r»     yy~* _l°         __4 

£.    o4-ioxioi1-aiXtoxiorxioH-^x;o  vint  xioi- *oxiqi  ,,♦  frr 

Ceft  la  valeur  de  a;  que  l'o'n  cherchoit ,  ou  plutôt  c'eft  h 
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formule  générale  qui  fert  à  trouver  la  valeur  de  x  dans  tou- 
tes les  équations  repréfentées  par  iox h-  ioxx  -+-  3 ox  ,  &c. 
=  011/  ■+*  o.iyy  4-  03^  ,,&c.  Il  n'y  aura  plus  qu'à  fubftituer 
dans  cette  formule  les  coëfîciens  des  équations  qu'on  vou- 
dra réfoudre,  à  la  place  des  coëfîciens  de  la  formule  qui  les 
repréfentent ,  êc  l'on  aura  là  valeur  de  x  que  l'on  cherche; 
exprimée  par  une  fuite  où  il  n'y  aura  que  des  y. 

A   V    E    R   T    I    S    S    E    M    E   N    T.  - 

JLEs  chifres  2  &  3  renfermez  par  des  parenthefes,  ne  font 
pas  repréfentatifs  comme  les  autres,  mais  véritables  ^  par 
exemple  dans  la  grandeur  —  (2)x  20  x 101 x  10 2, le  chifre  2 
marque  qu'il  faut  prendre  le  produit  20  x  101  x  102  deux 

*•  ■ 

fois  3  de  même  3  dans  —  (3)  x  30  x  1  o  1  x  102,  marque  qu'il 

faut  prendre  trois  fois  le  produit  repréfenté  par  30x101  * 
102 ,  &:  ainfî  des  autres. 

Cor  o  l  l  a  i  r  e     V. 

244,  PO'u  R  avoir  une  femblable  formule  qui  ferve  à  trouver  la 
valeur  de  x  dans  les  équations  repréfentées  par  celle  du  troi- 
fîéme  Corollaire,  où  les  x  font  mêlez  avec  lesyy  on  fuppo- 
fera  que  ces  équations  font  repréfentées  par  l'équation  ioa: 
•4-  nyx  4-  1  lyyx  4~  i^ybe  4-  i^y4xy  ôcc.  4-  iaxx  4-  2  lyxx 
4-  2  lyyxx  4-  2  }y*xx  4-  i^y^xx,  &c.  4-  3  ox*  4-  3  iyxi  4-  3  iyyx%- 
•+■  3  3J/5*Î  ■+■  3 4/4*V  &c-  ■*"  40*4 ■+•  4 *yx4-*-  4-iyyx4  4-  43/ .*4 
-i-44j/4Ar4,  &c.  =  oij/  -h  02^  4-  03^4- o4y4  4-  05^,  Ôcc. 

Les  coëfîciens  de  chaque  terme  repréfentent  les  coëfîciens 
donnez  des  termes  de  chaque  équation  donnée,  qui  eft  re- 
préfentée  par  celle-ci.  Pour  les  diftinguer  &;  les  reconnoître, 
il  y  a  deux  chifres  dans  le  coëfîcient  de  chaque  terme,  celui 
qui  eft  le  plus  à  gauche  eft  égal  à  l'expofant  de  la  puiflànce 
de  x3  èc  celui  qui  eft  le  plus  à  droite  eft  égal  à  l'expofant  de  la 
puiflànce  de  y  par  laquelle  la  puiflànce  dex  eft  multipliée. 

Par  exemple,  dans  }4y4x\  le  chifre  3  eft  égal  à  l'expofant 
de  la  puifTance  *5,  &  le  chifre  4  eft  égal  à  l'expo fant  de  la 
puiflànce  ^4j  mais  les  deux  enfemble  34  marquent  Ample- 
ment, ou  repréfentent  le  coëfîcient  donné  du  terme  de 
l'équation  donnée  où  fe  trouve  le  produit  /Vj  &  ainfî  des 
autres. 
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"Pour  trouver  la  formule  qui  repréfente  la  valeur  de  x3 
^exprimée  par  les  feules  puiflànces  de  y,  &  par  les  coëfîciens 
donnez  repréfentez  par  ceux  de  l'équation  précédente, 

i°.  Après  avoir  mis  le  fécond  membre  dans  le  premier 
par  tranfpofition ,  on  fuppofèra  x  =  1  o  ly  4-  10  lyy  4-  1  o$ys 
4-  104/  Sec.  les  coëfîciens  101 ,  102  ,  Sec.  font  indétermi- 
nez ,  Se  ils  ont  trois  rangs  pour  les  faire  reconnoître.  Les 
chifres  1 ,  2 ,  3  3  Sec.  du  rang  le  plus  à  droite,  fervent  à  en 
•  diftinguer  les  termes,  le  chifre  1  marquant  le  premier  terme 
où  eft^j  2  marquant  le  fécond  où  eft  yy  3  3  marquant  le 
troisième  où  eft  y3  Sec. 

On  fubftituera  enfuite  dans  la  propofée  iox  h-  nyx 
4-  1  zyyx  Sec.  à  la  place  de  x  b  xx,  x\  Sec.  leurs  valeurs  prifes 
.dans  l'équation  indéterminée  x  =  ioiy  4- loiyy 4-1 03^  Sec. 
.&  l'on  aura  l'équation  changée  qui  fuit, 

10  x  m  =iox  ioiy 4-  10  x  ioiyjf              H-ioxio3y  Hh  io  x  "fo4y*  &c.' 

•4-iixjw=              Hh  11  x  I0IJKy            H-nxioiy5  4- n  x  iojj^4  &c. 

4_  izyjw     =                   '                                    4-<  iix  ioiy*  4^.  ii  x  lozy*  &c. 

4~  13^^     =  4-  13  x  ioijh  &c. 

&c.                                        — 2  i        — z 

+  io«    =»            -'«{-•io*  101  yJ' •+■•(*)  x-ioxioi-xioiy  4- i0  x  ioz,y4&c. 

1     4-(i)xaoxioi  x  103JK4  &c. 

4-  nyxx   =s  — f-  21  xioijfî  4-  (1}  x  21x101  x  1023/4  &c 

.  — 2. 
-4-iyjw#  =■  -if-  22  xioi  y*  &c. 

&c  — 3  z 

4-  2o»J     =  -f-  3°  x  101  /  -J-  (3)  ^  30  X  IOI  X  102^+  &c' 

4-    pyxï    =s                                                                                                                   4-31X    ioIJ/+&C. 
&c  4 

4-  4°^*     ==  ■+*  4®  X  101  J/+  &c. 

k_oiJ'-oiJJ'-03^î—  o^&c.  =  —  Oiy  w^ciJ/J?  "— PJ^  -— 04/+    &c. 

20.  On  fuppofèra  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à  zéro,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières  pro- 
pres à  déterminer  les  coëfîciens  indéterminez  101, 102,  Sec. 
3q.  Par  la  première  de  ces  équations  particulières,  qui  eft 
10x101=01,  on  trouvera  10 1  =  ||  j  par  la  2e  10  x  102 

z  z 

4-  11  x  loi  4-20  x  101  =  02, on  aura  io2r=^01~IT><Tl0^~ZOXI01; 
par  la  3e  10x103  +  11  x  102  4-  12  xioi  4-  ■(  2)  x  20  x 

ïoi  x  102   4-  21  x  101  4-  30  x  101  =  03 ,  on  aura  103 

— 2  — -î 

O?  —  I  I  X  I02  —  I  2  X   ICI  —  (l)X  20X  IOIX  I02  —  21  X  IO  I    —30  X   IOI 

, — .  : — -j 

par  la  4e  4-T0  x  104  4-  1 1  x  103  4-  12  x  102  4-  13  x  101 
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4-10  X  102  -*-(l)  X   lOX    101   X   103  +(l)xiJ.X  I0I-X.I01 

-t-  22  x  101  -h(3)x3Qx>ioi  x  102  4-3  1  x  101  h* 40  X  IOI 

2=04,  on  trouvera  1 04  gg  o4"- TI  * ïo<  ~  "  x  "»  - ' ■* x  roï  - 10  *  "? 

— *  — i  — î  — 

f^XtoXioi  X  iQ3»(z),X  iiXioiXîot"ttX,ioi  -(5)  XlQXioi  X  ic*-»jiX  iqi  -  40  *  10 

**  —  10 

4°.  On  fubftituera  ces  valeurs  des  coëficiens  indétermi- 
nez  101,  102,  &c.  à  leur  place  dans-  x  =  i  o  \y  -h  i o  2^j 

«h  103/  &c.  &  l'on  aura  *.--=  f^-H  oi-iixio^-ioxTTT1^ 

_ ,  o;  —  11  x  'Qi  — it  X  'OI  "-  (t)  X  io  X  io^X  101  -.  21  X,  101  -  30  X,,  10  i  s 
«j-  — ~~     —        1  -  y 

— ^t 
«     04  ~  ii  X103  —  11  X  iot,—  i}  X  ioi  —  to  X  1(J>     ~  U)  X  2,0  X  101  X    103  y* 

ïô  ' 

(z)  X  il  X  ioi^X  xci.-n  X  iûi  -(?)  Xjo  x  101  Xioi-.jiXi9i  -40X101       4  «,- 

C'eft  la  valeur  de  a:  que  Ton  cherchoit,  ou  plutôt  c'eftîa 
formule  générale  qui  fert  à  trouver  la  valeur  de  x  dans  tou- 
tes les  équations  repréfentées  par  l'équation  propofée  io* 
.+.  1  \yx  -+■  1  lyyx  ■+•  i  }y3x  &c. 

Il  n'y  aura  qu'à  fubftituer  dans  cette  formule  les  coëfK 
ciens  des  équations  qu'on  voudra  réfoudre ,  à  la  place  des. 
coëficiens  de  la  formule  qui  les  repréfentent ,  &  l'on  aura  la 
valeur  de  x  que  l'on  cherche  exprimée  par  une  fuite  où  il 
n'y  aura  que  des^, 

Il  faut  faire  ici.la.meme  remarque  fur  les  chifrës  2, 3,  Sec. 
renfermez  par  des  parenthefes,  qu'on  a  faite  dans  l'avertifTe- 
ment.  On  a  laifTé  dans  la  formule  les  grandeurs  indétermi- 
nées 101,  102,  &c.  à  la  plaçede  leurs  valeurs,  pour  abréger 
le  calcul.. 

C    O    R   O    L    L    A    I    R    E     V  I. 

â45  •  Cl)  N  peut  rendre  plus  généraux  les  Corollaires  précedens  *' 
*io6.  par  le  moyen  des  formules  générales  *  pour  élever  deux 
grandeurs  de  une  fuite  infinie  de  grandeurs  à  une  puifTànce 
quelconque  -y  on  prendra  ici  pour  exemple  le  fécond  CoroU 
lairercarau  lieu  de  l'équation  du  fécond  Corollaire  a»+>bxx 
*\-cx*  &c.  =/^4-  myy  +  nyl  ècc.  on  peut  proposer  l'équation 
générale .  ax"  -+-  bx\*1  «+?  ex"*1  -¥■  dxl+l  &c.  =.  //-*-  w/+I 
■+•  »y*1-t-)>yt"l"',&c.  les  coëficiens  a3  b 3c 3  d3  l3  m 3  ôcc.  fonc 
donnez,  ou  repréfentent  des  coëficiens  donnez,  &  /  repre- 
feme  en  gênerai  une  punTance  quelconque  de  x  &  dey. 

Pour 


"\ 
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Pour  trouver  la  valeur  de  x  dans  cette  équation  générale^ 
ou  la  formule  générale  qui  repréfente  cette  valeur. 

I  °.  Il  faut  fuppofer  x  =  Ay  -h  Byy  -*-Cy*  ■+•  Dy*  Ôcc.  les 
coëficiens  A >  B  ,C 3  font  indéterminez. 

20.  Il  faut  trouverparle  moyen  de  la  formule  générale  Mes  *2o?; 
valeurs  de  x\  a;1*1,  xz*\  x1**  &c.  dans  l'équation  x  ~Ay 
H-  Byy  ■+-  Cy*  Sec.  en  fubftituant  dans  la  formule  générale 
1 3  t  h-  r ,  Sec.  à  la  place  de  n. 

II  faut  enfuite  fubftituer  ces  valeurs  de  x\  xt^\xi^i  Sec. 
à  la  place  de  #%  x1*  '  &c.  dans  l'équation  propofée,  5c  Ton 
aura  l'équation  changée  fui  vante, 

-i-  f*'-*  =  4,  c^1-*-2,  y**1  &c, 

&c. 

30.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  a  zéro ,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a  befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  coëficiens 
îndéterminez  :  On  trouvera  par  la  première  A1  =  i-»  Se 

te--±&\  par  la  féconde .,  B=m~~  h^[2l  >  par  la  troifié- 


«_r^+*_ . t±i BAZ-X~i  x^x *^«-*  B B 

me,  Csss ï ~rr-r > 

On  lauTe ,  pour  abréger  le  calcul ,  les  lettres  A3  B,  C,  &c. 
à  la  place  de  leurs  valeurs  déjà  trouvées. 

4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  A,  B3  C3  Sec.  à  la 
place  de  A3  B3  C3  Sec.  dans  x  =  Ay^rByy  ■+•  C/,  &c. 

j_  ^  bAx"*"x 

&  l'on  aura    x=   %^      -*-       taA*-*      M    ~** 

a1 

n  —  cA^  —  ^bA^  —  i*  ZjL*AMBB      &c, 

taAx~x  y 

C'eft  la  valeur  de  #  que  l'on  cherchoit ,  ou  plutôt  c'eft  la 
formule  générale  qui  la  repréfente,  6c  qui  fert  à  la  trouver^ 
Tome  J.  LU 
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Il  n'y  aura  plus,  pour  la  trouver,  <$u'à  fubftkuer  dans 
cette  formule  les  coëfieiens,  êc  les  expofans  des  puiffanees 
de  x  &  de  y  marquez  par  t  des  équations  qu'on  voudra 
réfoudre ,  repréfentez  par  ceux  de  l'équation  générale.  ax\ 
+■  bx^1  •+-  ex'"-*  &c..  =  If  **rmf*1  **  *jp*  S& 

'il  I  ■  l'I  -•'  Il  I  I  .  I  'n  '  1 

Tie  m  arques  où  Von  explique  la,  manière  de  connaître  les 

expo/ans  des  puijfances  de  la  quantité,  y  qui  doit 

difiinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  ejl  la  valeur  de  x* . 

% 

'24.6.  i°.1L  faut  que  toutes  les  grandeurs  de  l'équation  propofée 
dans  lefquelles  l'inconnue  x,  dont  on  .-.cherche  la  valeur ,  ne 
iè  trouve  point,  foient  employées  dans  l'équation  changée  y. 
e'eft-à-direj  il  faut  que.  dans  les  équations  particulières  que 
l'on  trouve  en  fuppofant  chaque: terme  de  l'équation  chan- 
gée égal  à  zéro,  chacune  des  grandeurs  de  l'équation  pro- 
pofée où  x  n'eft  point ,  ferve  à  déterminer  la  valeur  des 
indéterminées  -,  d'où  il  fuit  que  fi  quelqu'une  de  ces  gran- 
deurs ne  peut  fervir  à  déterminer  ces  valeurs  y  ce  qui  arrive 
lorsqu'elle  fait  feule  un  terme  de  l'équation  changée,  il  eft 
certain  que  les  expofans  des  puiffanees dey  ne  font  pas  dans 
la  progreffion  arithmétique  qu'il  faut,  dans  la  valeur  de  x 
que  l'on  a  fuppofée  jc'eft-à-dire,  que  l'équation  propofée  ne 
peut  pas  être  réfolue  par  cette,  valeur  de  x  qu'on  a  fuppofée  $ 
ou  bien  que  l'équation  propofée  a  befoin  de  préparation 
pour  être  réfolue  par  cette  méthode  du  fécond  Problême, 
£c  qu'elle  ne  le  peut  pas  être  dans  l'état  où  elle  eft. 

2°.  Il  faut  que  dans  l'équation  changée  on  puiffe  faire  une 
équation  de  chaque  terme,  qui  ferve  à  déterminer  les  va- 
iëurs  des  indéterminées  qu'on  a  fuppofées^  &  fi  cela  n'ar. 
rivoit  pas ,  on  en  concluroit  les  mêmes  chofes  que  dans 
j'article  précèdent  j  ainfï  il  faut  que  dans  chaque  terme  de 
l'équation  changée  il  y  ait  au  moins  deux  grandeurs  diffé- 
rentes. 

30.  Les  expofans  des  puifïànces  delà  quantité  qui  diftingue 
les  termes  font,  comme  on  l'a  vu  dans  les  exemples,  en  pro- 
greflion  arithmétique  5  &  cette  progreffion  arithmétique  va 
en  augmentant  quand  ces  expofans  font  pofltifs ,  &  en 
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augmentant  pour  ainfi  dire  en  -négation ,  quand  ils  font  tous 
négatifs  :  mais  quand  les  premiers  expofans  des  mêmes  puif- 
fances  font  pofitifs  &  deviennent  au  fécond  terme,  ou  aux 
autres  termes,  négatifs^  les  pofitifs  vont  en  diminuant,  & 
les  négatifs  en  augmentant  dans  leur  négation. 

4°.  On  voit  par  là  qu'il  fuffit  de  trouver  les  expofans  des 
puiilances  de  la  quantité  qui  diftingue  les  termes  de  la  valeur 
de  x  dans  les  deux  premiers  termes ,  pour  avoir  tous  le§ 
autres. 

I  I. 

Tour  les  équations  qui  n'ont  pas  de  différences. 

ï0«  v2,U  and  il  y  a  une  quantité  toute  connue  dans  l'équa- 
tion propofée,  comme  irf  dans  le  premier  exemple,  &  qu'on 
veut  chercher  la  valeur  de  x  par  une  fuite  dont  les  termes 
font  diftinguez  par  les  puuTances  de^  qui  ont  leurs  expofans 
pofitifs  j  il  faut  que  le  premier  terme  de  la  fuite  indétermi- 
née qu'on  doit  fuppofer  pour  la  valeur  de  x ,  n'ait  qu'une 
grandeur  indéterminée  fans  aucun  y  5  ou,  ce  qui  eft  la  mê- 
me chofe,  l'expofant  dey  doit  être  zéro  au  premier  terme  j 
ainfi  on  fuppoiera  dans  ce  cas  x  =  ay°  •+■  &c. 

Pour  trouver  dans  ce  cas  l'expofant  de  y  dans  le  fécond 
terme,  il  n'y  a  qu'à  comfiderer  attentivement  quel  expofant 
dort  avoir  y  dans  le  fécond  terme  de  la  valeur  indéterminée 
de  x  =  <*-t-  by^r  &c.  afin  qu'on  puilTe  avoir  par  la  fubftitu-' 
tion  des  deux  termes  a-^-by  confiderez  comme  la  valeur 
de  x,  à  la  place  de  x  dans  l'équation  propofée,  un  fécond 
terme  de  l'équation  changée,  qui  étant  fuppofé  égal  à  zéro, 
donne  une  équation  par  laquelle  on  puiiTe  déterminer  la  va- 
leur de  b  ',  &:  l'on  verra  dans  le  premier  exemple  qu'il  faut 
fuppofer  y1  dans  le  fécond  terme  de  la  valeur  indéterminée 
de  x.  Ainfi  l'on  voit  dans  le  premier  exemple  qu'il  faut 
fuppofer  x  =  a  •+-  by  -t-  cyx  ■+-  &c.  En  appliquant  le  même 
raifonnement  aux  cas  femblables,  on  trouvera  la  fuite  des 
expofans  de  y  qu'il  faut  fuppofer  dans  la  valeur  indéterminée 
de  x. 

3°.  Quand  il  n'y  a  aucun  terme  qui  foit  tout  connu  dans 
l'équation  propofée.,  comme  dans  le  huitième  exemple  x$ 

—  -£^  xs   ■+.  2-  x4,  —  ynnyyxx  4-  $fyA  -*-  &n\/  ="  °  I 


n 


1 
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Analyse  de^ontre'e. 
&  qu'on  veut  trouver  la  valeur  de  x  par  une  fuite. où  les  ex- 
pofans  de  ^/foient  pofitifs,  dans  ee  cas, y  doit  être  dans  le 
premier  terme  de  la  valeur  indéterminée  de  x.  Pour  avoir 
-l'expofant  de  y  dans  le  premier  terme  de  cette  valeur  indé- 
terminée de  x  r=ay'1 -t-  &c.  11  faut  avoir  égard  à  la  gran- 
deur ■+■  6n3yi  y  dans  laquelle  y%  eft  au  moindre  degré  fans 
qu'il  y  ait  de  x3  &Z  voir  quel  eft  l'expofant-  qu'il  faut  donner 

à  y  dans  le  premier  terme  de  x=~ay  *  •+-  ôtc.  afin  qu'en  éle- 

i. 
vant  l'équation  indéterminée  x  =  ay z  -4-  &c.  à  la  fîxiéme 

puhTanee,  x6=sjpJ-t-  &c.  L'on  pu iffe  avoir  la  quantité  a6y* 

qui  fafFe  avec  la  quantiré  dnlyl  de  la  propofée  le  premier 

terme  de  l'équation  changée,  de  manière  qu'en  fuppofànt 

ce  premier  terme  égal  à  zéro,  on  puifTe  déterminer  la  valeur 

de  la  première  indéterminées.    Or  H. eft  évident  dans  le 

huitième  exemple,  qu'il  faut  fuppofer  x=^ayT~h&Lc.  L'on 
a  donc  déjà  le  premier  expofant  dey,  il  ne  faut  plus  trouver 
que  lé  fécond. 

4°.  Pour  trouver  ce  fécond  expofant  dej/  dans  la  valeur 

indéterminée  de  x  =  ay z  ->rby  ■;>■ z  h-  &c.  il  faut  voir  quel 
etl  celui  qu'on  peut  fuppofer  pour  avoir  ces- deux  chofes? 
la  première,  que  la  grandeur  +ppy*  de  l'équation  propofée 
dans  laquelle  x  n'eft  point,  fè  puifïè  trouver  dans  un  des 
termes  de  l'équation  changée  avec  quelqu'autre  grandeur 
qui  contienne  quelques-unes  des  indéterminées  5  car  fans 
cela  fpy'  ne  pourroit  être  employée  dans  la  réfolution  de 

l'équation  :  La  féconde,  qu'en  faifant  la  fubftitution  de  ay  T 

***  h  l  "+"T  "+■  &e*  =*  s  à  là' place  de  x  dans  la  propofée ,  on 
trouve  un  fécond  terme  dans  l'équation  changée,  qui  étant 
fuppofé  égal  à  zéro,  donne  une  équation  particulière  par 
laquelle  on  puille  déterminer  la  valeur  delà  féconde  indé- 
terminée b.    Or  Ton  découvre  aifément  qu'en  fuppofànt 

xssr ayT -t- •  by  ï  "*"th-  &c.  l'on  aura  ces  deux  chofes  ;  ainfi 
i  -ht eft  lé  fécond  expofant  de  y  dans  l'équation  indéter«i 

minée  x  =  ay  l  -*-  by  "r  *  -h  &c.  ce  qui  donne  tous  ks 
autres  fuivans, 
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Ces  Remarques  fuffifentpour  apprendre  aux  Le&eurs  celles 
qu'il  faut  faire  dans  tous  les  cas  femblables,  pour  découvrir 
les  expofans  qu'il  faut  donner  auxj/,  dans  la  valeur  indé- 
terminée de  x}  qu'il  faut  fuppofer  pour  en  découvrir  la  vé- 
ritable valeur  par  cette  méthode  j  &  après  s'être  rendu  cette 
méthode  bien  familière  en  l'appliquant  à  beaucoup  d'exem- 
ples, ils  découvriront  aifément  les  expofans  qu'il  faut  don- 
ner auxj/,  dans  la  valeur  indéterminée  de  x}  lorfqu'on  veuc 
chercher  cette  valeur  par  des  y  dont  les  expofans  foient 
négatifs  j  &ils  pourront  facilement  l'appliquer  à  toutes  les 
équations  qui  auront  deux  ou  plusieurs  inconnues ,  fans  qu'ik 
fbit  necefTaire  d'en  groffir  ce  Traité. . 

I  I  ï. 

Pour  les  équations  qui  ont  des  différence  Si 

L  Es  Règles  que  l'on  a  données  dans  les  articles  de  la  pre- 
mière remarque  pour  prendre  les  expofans  des  y  tels  qu'il 
faut  dans  la  fuite  indéterminée  que  l'on  doit  fuppofer  pour 
la  valeur  de  x  ^conviennent  auffi  aux  équations  qui  ont  des 
différences  $  c'eft-à-dire  que  pour  réfoudre  les  équations  dif- 
férentielles,  il  faut  fuppofer  une  fuite  indéterminée  égale  à; 
at,  où  les  expofans  des ^foient  en  progreflion  arithmétique,, 
de  aillent  en  augmentant,  quand  ils  font  pofitifs,  &en  aug- 
mentant, pour  ainfi  dire,  en  négation ,  quand  ils  font  néga- 
tifs $,&  que  s'ils»  commencent  par  être  pofitifs ,  ils  aillent 
d'abord  en  diminuant,  &  enfuice  en  augmentant  en  néga- 
tion dès  qu'ils  deviennent  négatifs }  que  ces  expofans  des^ 
dans  la  fuite  indéterminée  qu'on  fuppofé,  foient  tels,  i°.  que 
routes  les  grandeurs  de  Uéquatîonpropofée  fe  trouvent  em- 
ployées dans  l'équation  changée ,  &  y  fervent  à  déterminer 
les  valeurs  des  indéterminées-,  i°.  qu'on  puifTe  faire  de  cha- 
que terme  de  l'équation  changée  une,  équation  particulière 
en  le  fuppofant  égal  à  zéro,  laquelle  ferve  à  trouver  là  va- 
leur de  quelque  indéterminée,  &  qu'âinfi  chaque  terme  de: 
l'équation  changée  ait  au  .moins  deux  grandeurs  différentes, , 
30.  &  qu'enfin  fi  on  ne  peut  trouver  de  progreflion  arithmé- 
tique des  y3  fok  pofitive,  foit  négative,  propre  à  remplir 
ces  deux  conditions ,  on  foie  afTuré  que  l'équation  propofée 
ne  peut  pas  être  réfolue  telle  qu'elle  eft,  du  moins  fi  l'on  n'y 
fait  quelque  préparation, 
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Mais  c'efi:  une  chofe  particulière  aux  équations  différent 

tielles,  qu'en  prenant  la  différence  de  la  fuite  indéterminée 
s=ssay.+  by% -4-  cy5-4-  &c.  ou  x  ==  a  •+-  by  -*-  cyz^r  ey5  «h  &c. 
ou  x  s=a  <*/  -«-  fy°  ■+•  ^y"  *  +<y~z'*-  &c-  &  la  divifant  enfuite 
par  la  différence  dy  3  l'exposant  de  chaque  y  diminue  d'une 
unité  dans  la  fuite  des  expofans  pofitifs ,  M  augmente  d'une 
unité  négative  dans  la  fuite  des  expofans  négatifs  j  &  que  iî 
l'on  fuppofe  pour  un  terme  une  grandeur  indéterminée  fans 
«  elle  ne  fe  trouve  plus  dans  la  différence  :  Cela  eft  caiifè 
que  la  grandeur ,  où  y  a  pour  expofant  l'unité ,  fe  trouve 
fans y  dans  la  différence,  6c  que  celle  où  il  n'y  auroit  aucun  y, 
ne  s'y  trouve  plus ,  .&  eft  devenue  zéro  :  C'eft  pourquoi  quand 
il  y  a  une  grandeur  toute  connue  fans  j/  dans  l'équation  pro- 
pofée  ,  il  n'eu:  pas  toujours  neceffaire  de  fuppofèr  dans  la 
fuite  indëterminée3  qui  eft  la  valeur  de^une  grandeur  in- 
déterminée fans  y  3  comme  dans  les  exemples  ?e,  10e,  11%  12e 
•6c  13e.  Mais  dans  le  14e  exemple  on  a  fuppofé  un  terme  qui 
contenoit  une  indéterminée  fans  y,  parceque  fans  cela  on 
n'auroit  pas  pu  employer  dans  l'équation  changée  les  gran- 
deurs -+-  ny  —  fin  de  la  propofée. 

Ces  remarques  fuffifent  à  ceux  qui  fe  font  rendu  la  mé- 
thode bien  familière,  pour  découvrir  toujours  certainement 
quels  doivent  être  les  expofans  des  y  dans  la  fuite  indéter- 
minée ,  qu'on  doit  fuppofer  pour  la  valeur  de  x  3  dans  le& 
équations  qui  n'ont  pas  de  différences ,  &c  dans  celles  qui  ont 
des  différences. 


SECTION     V. 

Où  Ton  explique  U  féconde  méthode  du  fécond  Problême 

parle  moyen  de  lu  transformation  quifert  à  diminuer 

££  à  augmenter  les  racines  dune  équation. 

Avertissement. 

247.  L  A  féconde  méthode  qu'on  va  expliquer,  fait  aufTi  trouver 
pour  la  valeur  de  x  une  fuite  infinie,  c'eft-à-dire .,  qui  a  une 
infinité  de  termes  qui  font  diftinguez  les  uns  des  autres  par 
les  puiffances  différentes  ie  la  féconde  inconnue  y9  dont  les 


Livre     V  Iî.  455 

expofans  font  en  progreflion  arithmétique  qui  va  en  aug- 
mentant quand  ils  font  pofitifs ,  qui  va  en  augmentant,  pour 
ainil  dire,  en  négation ,  quand  ils  font  négatifs,  &  qui  va 
d'abord  en  diminuant  quand  ils  font  au  commencement  po- 
fitifs, &  qu'ils  deviennent  enfuite  négatifs ,  Se  elle  augmen- 
te après  en  négation. 

On  donnera  une  méthode  uniforme  pour  trouver  chaque 
terme  delà  valeur  de  x 3  c'eft-à-dire,  la  manière  de  trouver 
le  premier  terme  de  cette  valeur,  fera  auffi  celle  qu'on  em- 
ployera  à  trouver  le  fécond  terme,  le  troifiéme,  Se  tous  les 
autres.  Cela  rendra  la  méthode  plus  facile  à  concevoir  Se  îL 
pratiquer  3  cependant  on  enfeignera  dans  les  Remarques 
comment  après  avoir  trouvé  le  premier  terme  de  la  valeur 
de  at,. on  peut  trouver  le  fécond,  le  troifiéme,  &  tous  les 
autres  fuivans  par  la  quatrième  Se  par  la  cinquième  méthode 
d'approximation  du  fixiéme  Livre ,  art.  159,  Se  166,  ¥oici 

en  quoi  coniilre  cette  féconde  méthode. 

.7  ■ 

S    E    G    O    N    D'  El        M    E    T    H    O    D    F,  - 

2.48 .  1  O  u  r  trouver  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x  ;  i°.  il 
faut  fuppofer  une  indéterminée  a  pour  le  coëficient  de  ce 
premier  terme  j  on  fuppofera  cette  indéterminée  feule,  ou  r 
ce  qui  eft  la  même  chofe*,  multipliée  parj/0,  s'il  y  a  quelque 
grandeur  toute  connue  fans  y  dans  l'équation  propofée ,  Ôc 
qu'on  veuille  que  les  expofans  des  puiflânees  de  y  ^  qui  doi- 
vent diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  x9- 
foient  pofitifs ,  Se  aillent  en  augmentant.  S'il  n'y  a  aucune 
grandeur  toute  connue  fans  y  dans  la  propofée ,  on  fuppo- 
fera l'indéterminée  a  multipliée  par  une  puiflàncedéj/^  qui? 
foit  telle,  qu'en  fubftftuant  le  produit  de  a  par  cette  puif- 
fance  dey  à  là  place  de  xdanslapropofée,  l'on  puiffë  trou- 
ver après  la  fubftitution  au  moins  deux  grandeurs  difreren- 
tes  dans  lefqueîlesla  féconde  inconnue^  foit  au  même  moin« 
■dre  degré,  pour  en  faire  une  équation  propre  à  déterminer 
la  valeur  de  l'indéterminée  a.  Cette  grandeur  indéterminée 
a  feule  ou  multipliée  par  une.puifTance  de  y3  repréfentera 
le  premier  terme  delà  fuite  qu'on  cherche ,  qui  doit  être  la 
valeur  de  x. 

2°.  Il  faut  fubftituer  cette  grandeur  indéterminée  qui  re- 
prefente  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x3i  la  place  de  M 
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dans  l'équation  propofée  j  fuppofer  toutes  les  grandeurs  dans 
lefquelles^/  ne  fe  trouve  point,  après  la  fubftitution,  égales 
à  zéro  j  de  fi  y  fe  trouve  en  foutes,  fuppofer  égales  à  zéro 
celles  oiiy  eft  au  même  moindre  degré  •>  &c  trouver  la  va- 
leur de  l'indéterminée  a  par  l'équation  que  donne  cette  fup- 
pofition ,  Ôc  ce  fera  le  premier  terme  de  la  valeur.de  x  que 
l'on  cherche,  fi  on. a  fuppofé  l'indéterminée  a  ieulefans y, 
&  fi  on  a  multiplié  l'indéterminée  a  par^y,  multipliant  cette 
valeur  de  ^ parla  même  puifiance  de^  par  laquelle  on  avoit 
multiplié  .l'indéterminée  a*\e  produit  fera  le  premier  terme 
de  la  valeur  de  x* 

3°.  5I1  faut  fuppqfer  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x 
•qu'on  vient  de  trouver  plus cune, inconnue  f3  égale  àx,  ôc 
fubftituer.  cette  valeur  de  a:  à  fa  place  dans  l'équation  propo- 
fée, &  l'équation  qui  en  viendra  fera  la  première  transfor- 
mée, qui  fervira  à  trouvet  le  ae  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme  de  la  valeur  de  x3  jo.  il  faut 
prendre  une  indéterminée  b ,  &  la  multiplier  par  une  puif- 
fance de  y,  qui  fok  telle,  qu'en  fubftituant  le  produit  de  b 
f>ar  cette  puifiance  de  y,  à  la  place  de  f  dans  la  première 
transformée ,  on  ait  au  moins  deux  grandeurs  différentes 
dans  lefquellesj/  foit  $xl  même  moindre  degré.  Ce  produit 
Ae  b  parxette  puifiance  de  y  >  repréfentera  le  fécond  terme 
de  la  valeur  de  x  que  l'on  cherche.  20.  Il  faut  fubftituer  ce 
produit  qui  repréfente  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x,à 
la  place  de /dans  la  première  transformée  j  faire  une  équa- 
tion des  grandeurs  dans  lefquelles  y  eft  au  même  moindre 
degré,  trouver  par  cette  équation  la  valeur  de  l'indétermi- 
née b  y  ,&c  multiplier  cette  valeur  par  la  même  puifiance  de  y 
.par  laquelle  b  eft  multipliée  ,  û  le  produit  fera  le  fécond 
terme  delà  valeur  de  x.  30.  Il  faut  fuppofer  ce  fécond  terme 
plus  une  nouvelle  inconnue  g,  égal  à  l'inconnue/de  la  pre- 
mière transformée ,  &  fubftituer  cette  valeur  de  f  à  fa  pla- 
ce dans  la  première  transformée,  &;  l'équation  qui  viendra 
de  la  fubftitution  fera  la  féconde  transformée  ^  on  trouvera 
par  fon  moyen  le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x ,  de  la 
même  manière  qu'on  a  trouvé  le  premier  &  le  fécond  j  &  ce 
troifiéme  terme  fervira  à  faire  une  troifiéme  transformée, 
.qui  fera  de  même  découvrir  le  quatrième  terme  de  la  valeur 
,de  x  5  j&c  ainû  de  fuice  à  l'infini. 

Quand 
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Quand  les  expofans  des  puiflances  dejj/  qui  doivent  diftin 
guer  les  termes  de  la  valeur  de  x ,  commencent  par  être  po- 
ncifs ,  6c  deviennent  enfuite  négatifs  ;  pour  trouver  le  pre- 
mier terme  de  la  valeur  de  x ,  il  faut  multiplier  la  première 
indéterminée  a  par  une  puiflance  de yy  qui  foit  telle,  qu'en 
fiibltituant  le  produit  de  a  par  cette  puiflance  de^  à  la  place 
de  x  dans  l'équation  propofée ,  on  puifle  avoir  au  moins 
deux  grandeurs  différentes  dans  lefquelles  y  foit  à  la  même 
puiflance  la  plus  élevée  :  Se  pour  trouver  le  fécond  terme  t 
il  faut  multiplier  la  féconde  indéterminée  b  par  une  puif- 
fance  de  y,  qui  foit  telle  ,  qu'en  fubftituant  le  produit  de  h 
par  cette  puiflance  de  y  à  la  place  de  l'inconnue /de  la  pre- 
mière transformée,  dans  la  première  transformée,  on  ait 
au  moins  deux  grandeurs  dans  lefquelles  y  {oit  à  la  puiflance 
la  plus  élevée  5  ôc  faire  le  refte  comme  on  l'a  marqué  pour  la 
recherche  des  deux  premiers  termes  delà  valeur  de  x^  quand 
les  expofans  des^  de  cette  valeur  font  pofitifs. 

Les  expofans  des  puifTances  dey  qui  diftinguent  les  termes 
de  la  valeur  de  x  3  devant  être  en  progreffion  arithmétique , 
il  fuffit  d'avoir  les  expofans  de  y  dans  les  deux  premiers  ter- 
mes de  cette  valeur,  pour  avoir  tous  les  autres  :  C'effc  pour, 
quoi  quand  on  a  découvert  ces  d^ux  premiers  expofans,  il 
faut  fuppofer  x  égale  à  une  fuite  indéterminée  dont  chaque 
terme  contienne  une  indéterminée  multipliée  par  la  puif. 
fance  de  y  qui  convient  à  ce  terme.  Par  exemple,  pour  trou- 
ver Ja  valeur  de  x  dans  l'équation  .**-+-  nyx  — y1  =  o ,  après 

-\-nnx —  2«l 
avoir  trouvé  que  la  puiflance  dey  qui  doit  multiplier  k  pre- 
mier terme  de  la  valeur  de  x3  doit  être  y°y  celle  qui  doit 
multiplier  le  fécond  terme,  doit  êtrey$  on  fuppoferax=^y° 
-4-  byl  ■+-  cy1-*-  dy*->r  ey* -\-  &c.  a^è9-cy  &c.  font  indétermi- 
nées. Si  n  eft  moindre  que  y,,  il  faudra  que  les  expofans  des^ 
commencent  par  être  pofltifs  à  caufe  de  y\  &  deviennent 
enfuite  négatifs  j  6c  après  avoir  trouvé  que  les  expofans  dey 
dans  les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  x,  doivent 
êxre  ay1  «h  by°^  on  fuppofera  x  =  ay1  -+-  by°  -+-  cy~J  -+-  dy~~* 
*j-  6cc.  a  3  ba  c  3  font  indéterminées. 

De  même  pour  avoir  la  valeur  de  x  dans  l'équation  x6 
, —  jyXs  ■+■  yJ£~  —  jnnyyxx  •+-  ffly*  ■+-  6ny*=  o,  quand  on 
aura  trouvé  que  les  expofans  de  y  dans  le  premier  ôc  le  fécond 
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terme  de  là  valeur  de  #,  fontj/% /,,  on  fuppoferaque  xT&ayï 

-4-  ^-+-  <ry  *  ~4~r  -H^H*^         z  ■+■  dCc.  ay  b3  c,  &c  font 
indéterminées.  Il  eneftdemême  des  autres  exemples. 

On  aura  par  ce, moyen  la  fuite  indéterminée  qui  repré- 
fente  la  valeur  de  xi  il  ne  faudra  plus  pour  avoir  la.  valeur 
déterminée  de  xs  que  trouver  la  valeur  de  chacune  des  indé- 
terminées, ou  de  chaque  terme  indéterminé  y  on  la  trou- 
vera cette  valeur  déterminée,,  r°.  en  fubftituant  ce  terme 
indéterminé  dans  la  propofée,  à  la  place  de.*,  fi  c'eftle  pre- 
mier terme ,  ou  dans  la  transformée  qui  convient  à  ce  terme, 
fi  ce  n'èft  pas  le  premier ,  à  la  place  de  l'inconnue  de  cette 
transformée  j,  2°  faifant  une  équation  des  grandeurs;  dans 
Mq'uelles  y  fe  trouve  au  même  degré  le  moindre  de  tous ,  û* 
les  expofans  des^  font  tous  pofitifs  ou  tous  négatifs  ;  &  le 
plus  élevé,  fi  les  expofans  doivent  commencer  par  être  pofi- 
tifs ,  de  devenir  enfuite  négatifs ,  de  qu'on  fafle  la  recherche 
des  premiers:  30.  déterminant  par  cette  équation  la  valeur 
de  l'indéterminée  du  terme  que  l'on  cherche,  après  quoi  ce 
terme  fera  connu  ^  &  enfin  ,4°.  en  fuppofant  ce  terme  qu'on 
vient  de  connoître  plus  une  nouvelle  inconnue  égal  à  l'in- 
connue de  la  transformée  qui  a  fait  trouver  ce  terme  •  &  fub- 
ftituant cette  valeur  à  la  place  de  l'inconnue  dans  cette  trans- 
formée, on  aura  la  transformée  fuivante,  par  le  moyen  de 
laquelle  on  trouvera  le  terme  fuivant  de  la  valeur  de  x. 

On  ne  fera  la  recherche  des  deux  premiers  termes  que 
dans  le  premier  exemple ,  pour  apprendre  la  manière  de 
trouver  lès  expofans  dey  dans  les  deux  premiers  termes  $  6c 
pour  abréger  dans  les  autres  exemples ,  on  fuppofera  la  fuite 
indéterminée  de  la  valeur  de  x,  &on  déterminera  les  valeurs 
des  indéterminées  de  cette  fuite  de  la  manière  qu'on  vient 
d'expliquer. 

Application  de  la  féconde  méthode  aux  exemples.. 

Exemple      I. 

-49-    S  O  1  t  propofé  de  trouver ,  par  cette  féconde  méthode  la 
valeur  de  x  dans  l'équation  xl  •+-  nyx  — y1     =  o.         » 

-+•  nnx  —  in1 
i°.  Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur ,  il  faut  le 
fuppofer  repréfenté  par  l'indéterminée  a  multipliée  par  y°, 
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c*eft-à-dire,  multipliée  par  l'unité,  ou  feule  fans  y3  à  caufe 
de  la  grandeur  toute  connue  m*. 

2°.  Il  faut  fubftituer  a  dans  la  propofée  à  la  place  de  #   & 
l'on  aura  l'équation  changée  a*-+-  nya  — ys     s—  o.  Il  faut 

■+-  nna —  m* 
faire  une  équation  de  toutes  les  grandeurs  dans  lefquelles  la 
féconde  inconnue  y  ne  fe  trouve  point  $  &  trouver  par  cette 
équation ,  qui  en:  a1  h-  nna  —  in5  =  o  ,  la  valeur  de  a3  qui 
eft-hfl.  C'eft  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x  qu'on  cher- 
che :  &  Ton  a  déjà  x  =  -+-  #y°,  ou  x  =  i#„ 

3°.  11  faut  fuppofer  n-+-f=x3  6c  fubftituer  cette  valeur 
de  a;  à  fa  place  dans  la  propofée ,  &  l'on  aura  la  première 
transformée  — y1    -+-  nyf  -*•  30// -*-/*=»  o ,  qui  fervira  à 

-+-  »#y  ■+•  4»»/' 
trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme  de  la  valeur  de  at,  i°.  on  le 
fuppofera  repréfenté  par  l'indéterminée  b  multipliée  par  y1, 
parceque  fubftituant  by1  à  la  place  de  /  dans  la  première 
transformée ,  on  aura  les  deux  grandeurs  -+.  nny  ■+-  ^nnby 
dans  lefquellesj  eft  au  même  moindre  degré.  20.  On  fubfti- 
tuera  by  à  la  place  de  f  dans  la  première  transformée ,  de 
faifant  une  équation  des  deux  grandeurs  -^nny-\-4.nnby  =  oi 
dans  lesquelles  ^  eft  au  même  moindre  degré  après  la  fubfti- 
tution  ,  on  trouvera  par  cette  équation  b  =  —  ^3  mettant 
cette  valeur  de  b  dans  le  fécond  terme  indéterminé  by1  de 
la  valeur  de  x,  on  aura  pour  le  fécond  terme  de  cette  valeur 
—  -y1^  l'on  a  donc  déjà  *  =  -+-» — iy.  3°.  On  fuppofera 

< — ~y  -t- g  =  fî  &  fubftituant  cette  valeur  de  fà  fà  place 
dans  la  première  transformée }  011  aura  la  féconde  transfor- 
mée fuivante ,  — .  fi/     hh  £  'f  g  _  1  m  -*-  g?  =  o , 

—  t*  «7*  —  i  */g  -*-  3»gg 
-h  4-nng 
qui  fervira  à  trouver  le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x. 

A  prefent  qu'on  a  trouvé  les  expofans  o&idey  dans  les  deux 
premiers  termes  de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  x ,  on  a 
tous  les  autres  3  &  pour  abréger,  on  fuppofera  que  la  valeur 
indéterminée  de  x  eft  x  =  ay°  -4-  ^y1  ■+•  fyl  -H  ^  "*"  &c#  - 
les  valeurs  de  ^  &:  de  £  font  déjà  trouvées  s  il  faut  trouver  les 
valeurs  des  indéterminées  fuivantes,  qui  font  c3  â3  e  ,  &c. 
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Pour  déterminer  le  troifiéme  terme  cf  de  là  valeur  in- 
déterminée  de  x ,  il  faut  fubftituer  -cf  à  la  place  de  g  dans 
la  féconde  transformée  (il  fufSt  de  concevoir  cf  fubftitué  à 
la  place  de  g3  fans  qu'il  foit  necelTaire  de  le  fubftituer  actuel- 
lement, ce  qu'il  faut  remarquer  pour  la  fuite  )  6c  faire  une 
équation  des  grandeurs  —  -^  ny%  -t~  qnncy1  =x  o  s  dans  1-ek 
quelles  y  eftau  même  moindre  degré ,  &  l'on  trouvera  par 
cejtte  équation  c  =s  -»-  ^  ;  ainfi  le  troifiéme  terme  de  la 
fuite  qui  eft  la  valeur  de  x>  cft-^é^S  &.l'on-a  déjà  x  =  »; 


1  y -*-&/•• 


11  faut  fuppofer  -h^j/1  ■+•  h  =  g-,  &  fubftituer  cette  va- 
leur de. g  à  fa  place  dans  la  féconde  transformée,  &:  l'équa- 
tion qui  en  viendra  fera  la  troifiéme  transformée,  qui  fervira 
à  déterminer  le  quatrième,  terme  -+r  dy}  de  la  valeur  indé- 
terminée âQ:X.. 

Il  eft  évident  qu'on  peut  continuer  à  l'infini  l'approxima- 
tion de  la  valeur  de  x  par  cette  féconde  méthode,  les  ope- 
rations  qu'on,  vient. de  faire  fuffifent  pour  la  faire,  concevoir.- 
clairement.: 

Seconde  manière  de  re foudre  le  même  exemple. 

fo.  S I  la  grandeur  n  étoit  moindre  que  y,  il  faudroit  trouver 
une  valeur  de  x  qui  fût  telle,  que  les^  fe  trouvaient  dans 
les  dénominateurs  des  termes  de  cette  valeur,  afin  que  ces 
termes  fufient  des  fractions  ,,6c  allaflent  en  diminuant  de 
valeur  5  ouv  ce  qui  eft  la  même  chofe,  il  faudroit  que  les 
expofans  des  y  qui  diftinguent  lès  termes  de  la  valeur  de  x3 
fufiènt  négatifs.  Voici  la  manière  de  trouver  cette  valeur, 
par  cette  féconde  méthode. 

Pour  trouver  le  premier  terme,  il  le  faut  fuppofer  repré- 
fenté  par  l'indéterminée  a  multipliée  parj/1^  c'eft-à-dire, 
par  ayl  j  parcequ'en  fubftituant  ay  à  la  place  de  x  dans  la 
propofée  x1  ■+-  nyx — y)  =  oi  on  aura  dans  l'équation  cliaa- 

■+-  nnx  —  in3 
gée ■■  aty}  ■+•  tuy7- — yi  =0,  les  deux  grandeurs  af —  \yi\ 

•+-  nnay  —  i»î 
dans  lefquelles y  eftau  même  degré  le  plus  élevé.  Il  faut  en 
faire  l'équation  af  =  iy3,  d'où  l'on  déduira  œ=zi,  ainfi 
k  premier  terme  de  la  valeur  de  x  eft  iy. 
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Il  faut  fuppofer^ -*-/=  x,  6c  fubftituer  cette  valeur  de  x 
à  fa  place  dans  la  propofée,  6c  l'on  trouvera  la  première 
transformée  fuivante  ■+■  nf    •+-  3/1/-*-  3///  ■+•  f*  œo,. 

qui  fervira  à  trouver  le  fécond  terme  delà  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme, il  le  faut  fuppofer  repréfen- 
té  par  l'indéterminée  £  multipliée  par  j/°,  c'eft-à-dire  fans^j 
parcequ'en  concevant  b  fubftituée  à  la  place  de /dans  la 
première  transformée ,  on  aura  les  deux  grandeurs  -+-  ny 


àè]à.x=Ty 

Il  faut  fuppofer — |»  ■+•  g  =/,  6c  fubfKtuer  cette  valeur 
de  /  à  fa  place  dans  la  ire  transformée ,  6c  l'on  trouvera  la  ie 
transformée^  -t-  ny    ■+■  yylg  ■+•  îygg  :'~H  g5   =  o , . 


s 


4  nzg 


qni'fervira  à  trouverle  troifîëme  terme  de  la  valeur  de  x. 

Les  expofans  as  y  dans  le  premier  6c  le  fécond  terme  de 
la  valeur  de  x  étant  connus,  on  peut  fuppofêrpour  la  valeur 
de  x  la  fuite  indéterminée  x  =  ay  -+•  by°  -h  cy~ *  -+-  dy"zi . 
-t-  ey~*  •+•  Sec.  dont  les  deux  premiers  termes  font  connus. 
Pour  déterminer  le  troifiéme. terme,  repréfenté par  cy"1  ^ 
il  faut  concevoir  cy~l  fubftitué  à  la  place  de.g  dans  la  féconde 
transformée,  6c  fuppofer  égales  à  zéro  les  deux  grandeurs 
■+•  ny  -4-  yçy==  o,  dans  lelquelles^  eft.  au  même. degré  le 
plus  élevé, .d'où  l'on  déduira  c  =  —  J-w^.ainû  le  troifiéme. 

termedeJa  valeur  de  x  eft  —  \riy~1.. 

Il  faut  fuppofer  —  j  ny~l  -rZ>  =  g,  6c  fubflîtuer  cette: 
valeur  de  g  à  fa  place  dans  la  féconde  transformée,  6c  l'oni 
trouvera  la  troisième  transformée  qui  fuit, 

— 17  n6y^%  \ny-'Lh  — ny^xb%^h%  ==  c, 

—  ±n<y~%  -H  ï#-rf — nhz 

—  \  nY1—  %^k         -i-3^1 
> — y^n*'       — nyh 

-h-  ly'-h'' 
qui  fervira  à  trouver  le  quatrième  terme  de  la  valeur  dc^ 

Mmm  II j 
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Pour  trouver  ce  quatrième  terme  delà  valeur  de  &9  il 
faut  concevoir  ^^fubftituée  dans  la  troifiéme  transformte 
à  la  place  de  h  3  &  fuppofer  égales  à  zéro  les.grandeurs, — Qnl 
+.  3^=  o 3  dans  lefquelles  _y  ne  fe  trouve  point,  ou  bien 
dans  lefquelles  l'expofant  de  y  eft  zéro,  &  l'on  aura  ^=f{  ni 
Ainfi  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x  eft  -+-  ^n'y^^ 

&  l'on  a  déjà  x  =  1/  —  j«/°  — l»2/""/  "+"  ii  ^"^ 

On  peut  continuer  l'approximation  à  l'infini ,  en  fuppo- 
fant  -t-  Xi -»V  ~*  •+■  *  —  fe  &  fubftituant  cette  valeur  de  £ 
i.  fa  place  dans  la  troifîéme  transformée,  il  en  viendra  une 
quatrième  transformée,  dans  laquelle  concevant  ey~l  fub- 
flituée  à  la  place  de  / ,  ôc  faifant  une  équation  des  grandeurs 
dans  lefquelles  y  aura  pour  expofant^- 1  ,c'efl  à-dire ,  dans 
ïlefquelles  il  y  aurajr"* ,  on  déterminera  par  cette  équation 
Je  cinquième  terme  de  la  valeur  de  x3èc  ainfi  à  l'infini.  Les 
opérations  que  l'on  a  fakesfuffifent  pour  faire  clairement  con- 
cevoir la  féconde  méthode. 

R    E  M    A    R   Q^U    E    S. 

.M.'..  UN  peut  abréger  de  beaucoup  le  calcul  de  cette  méthode^ 
io.  en  n'écrivant  point  les  équations  changées ,  mais  en  con- 
cevant feulement  que  le  terme  de  la  fuite  indéterminée  qui 
repréfente  la  partie  de  la  valeur  de  x  que  l'on  cherche ,  eft 
fubftitué  à  la  place  de  Finconnue  j  car  on  remarquera  aifè- 
ment  quelles  font  les  grandeurs  dans  lefquelles,  après  cette 
fubftitution  conçue,  l'inconnue  y  ne  fe  trouvera  point,  ou 
bien  celles  où  j/  fe  trouvera  au  moindre  degré  j  &  les  luppo- 
fant  égales  à  zéro,  on  aura  l'équation  propre  à  trouver  la 
partie  de  la  racine  que  l'on  cherche. 

2°.  On  peut  même  remarquer  qu'il  n'eft  pas  neceiîaire 
d'écrire  le  terme  indéterminé  dans  les  grandeurs  qui  étant 
fuppofées  égales  à  zéro,  fervent  à  faire  trouver  la  partie  de 
la  racine  que  ce  terme  indéterminé  repréfente. 

Par  exemple,  au  lieu  d'écrire  a1  -h  nna* —  i«'c=  o ,  dans 
la  première  réfolution ,  on  auroit  pu  former  l'équation  par- 
ticulière qui  fert  à  trouver  la  première  partie  de  la  valeur 
repréfentée  par  a 3  en  fuppofant  les  termes  xi -*-nnx  —  %ns 
=  o,  fans  mettre  a  au  lieu  de  xj  car  l'on  auroit  également 
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trouve  par  cette  équation,  que  la  première  partie  delà  va. 
leur  de  x  que  Ton  cherche,  représentée  par  a,  eft  n3  puif. 
que  x —  »  =  ocftun  divifeurexad  de  x'-ï-nnx  —  in%=zo , 
ainfi  x  =  »,  c'eft-à-dire ,  n  eft.  la  première  partie  de  la  valeur 
de  x. 

3 °.  Dans  chaque  transformée  il  fuffit  de  divifèr  la  gran- 
deur du  dernier  terme,  dans  laquelle  y  eft  au  moindre  de- 
gré, parla  grandeur  du  pénultième  terme,  où  j  eft  auffi  au: 
moindre  degré j  carie  quotient ,  après  en  avoir  changé  le 
figne,  fera  la  partie  de  la  valeur  de  x  que  l'on  cherche. 

Ainfi  dans  la  première  transformée  de  la  première  réfb- 
lution,  en  divifant  -^nny  par -1- 472» 3  on  a  pour  quotient 
■+■  ~y,  de  changeant  le  figne -h,  on  aura  — ±y  pour  la  fé- 
conde partie  de  la  valeur  de  x  que  Ton  cherche.  - 

De  même  dans  la  féconde  transformée  de  la  première 
réfolution ,  en  divifant  —  TZ^yy  par-H4##,  on  aura  —  -±-yy  y. 
&  changeant  le  figne,  on  aura  -+-  j^nyy  pour  la  troifîéme 
partie  de  la  valeur  de  x  que  l'on  cherche  j  &  ainfi  des  au- 
tres transformées..  Laraifonde  cet  abrégé  eft  évidente  par 
l'opération  même. 

Quand  on  fe  fera  rendu  cette  méthode  bien  familière ,  on 
verra  qu'on  peut  négliger  dans  le  calcul  beaucoup  de  grau* 
deurs  dans  les  transformées,  ce  qu'un  peu  d'ufage  apprendra' 
mieux  qu'un  long  difeours. 

Il; 

&p.\  Ce  qu'on  a  dit  dans  le  troifîéme  article  de  la  Remarque 
précédente,  fait  voir  que  la  manière  de  trouver  la  féconde 
partie,  la  troifîéme,  6c  toutes  les  autres  parties  de  la  valeur 
de  x  par  cette  féconde  méthode,  revient  à  la  quatrième^ 
méthode  d'approximation  du  fixiéme  Livre,  art.  1 59.  c'eft- 
à-dire ,, qu'après  avoir  trouva  la  première  partie  de  la  valeur; 
de  x  qu'on  nommera  a  3  par  le  premier  article  de  la  féconde 
méthode,  pour  trouver  la  féconde  partie,  qu'on  nommera  b  , 
il  faut  faire  la  première  transformée ,  en  fiibftituant  a  -+>f 
±i  x  à  la  place  de  x  dans  la  propofée,  divifer  le  premier 
terme  par  le  coëficient  du  fécond  terme  de  cette  transfor- 
mée, èc  le  quotient,,  après  en  avoir  changé  le  figne,  fera  la 
féconde  partie  b  de  la  valeur  de  x.  (  On  nomme  ici  le  pre- 
mier terme  de  chaque  transformée  celui  où  n'eft  point  Pu*- 
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connue /de  la  transformée^  le  fécond  celui  où  l'inconnue  / 
eft  linéaire  j  .&:  ainfi  des  autres.)  Pour  avoir  la  troifiéme  par- 
tie delà  valeur  de  x3  qu'on  nommera  c,3  il  faut  faire  la  fécon- 
de transformée,  en  fubftituant  ^-»-g;=/'à.Ia  place  de/dans 
la  première  transformée,  divifer  le  premier  terme  par  le  coef- 
ficient du  fécond  terme  de  cette  féconde  transformée,  &le 
quotient ,  après  en  avoir  changé  le  figne,,  fera  la  troifiéme 
partie  c  delà  valeur  de  x.  On  peut  continuer  cette  approxi- 
mation à  l'infini,,  comme  on  l'a  expliqué  dans  la  quatrième 
méthode  i  59.  On  peut  même  rendre  chaque  partie  de  la 
valeur  de  x  plus  approchante ,  comme  on  l'a  enfeigné  dans 
cette  quatrième  méthode  d'approximation, 

I  1  t 

%x\.  Après -avoir  trouvé  la  première  partie  de  la  valeur  de  x 
parle  premier  article  de  la  féconde  méthode  ,  on  peut  auffi 
trouver  la  féconde  partie,  la  troifiéme,. &:  toutes  les  parties 
fuivantes  deJa  valeur  de  x,  par  la  cinquième  méthode  d'ap- 
proximation 166.  Par  exemple.,  ayant  trouvé  que  la  pre- 
mière partie  delà  valeur  de  x  dans  l'équation  xi-h  nyx—*-yi 

-i-nnx  —  ïnî 
t=o,  eà-HWj  pour  trouver  les  autres  parties,  il  faut  parta- 
ger l'inconnue  x  en  deux  parties  e  6c  2^,  &  fuppofant  e  +  ^ 
=  xi  il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  #  à  fa  place  dans  la 
yropofée,  ôcl'on  aura  l'équation  $  ■+-  3  «2^4-  3*2;^.-*-  *l  =  °* 

~+-  my  ■+-  nyz^ 

= —  in} 
Ce  fera  la  transformée  indéterminée  qui  fera  trouver,  la 
première  partie  étant  fuppofée  connue ,  toutes  les  autres 
parties  de  la  valeur  de  x  les  unes  après  les  autres  :  e  repré- 
sentera toutes  les  parties  déjà  découvertes,  &  ^ce  qui  refte 
à  en  découvrir,  &  à  mefure  qu'on  découvrira  ces  parties, 
pour  trouver  la  fuivante,  il  n'y  aura  qu'à  fubftituer  la  fom- 
me  de  toutes  les  parties  déjà  découvertes  à  la  place  de  t,  & 
après  la  fubftitution,  divifer  le  premier  terme  parle  coëfi- 
cient  du  fécond  terme  ^  le  quotient,  après  en  avoir  change 
le  figne,  fera  la  partie  fuivante  que  l'on  cherche. 

Ainfi  pour  trouver  la  féconde  partie  delà  valeur  de  x, 

il 
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II  faut  fubftituer  la  première  partie  n  connue  par  le  premier 
article  de  la  féconde  méthode,  à  la  place  de  L  Se  Ton  aura 
4-^  nny  •+■  472^-h  ynz^ •+■  sQ  =  o  j  il  faut  divifer  le  premier 

terme -h  nny  — p  par  le  cocfîcient  -+-  4-nn  «+■  ny  du  fécond 
terme  (il  funitde  divifer h- nny  par  4- 472/2)  Se  le  quotient 
•+«  ^  après  en  avoir  changé  le  ligne,  fera  la  féconde  partie 
—  \y  de  la  valeur  de  x  que  Ton  cherche.  Pour  trouver  la 
fcroiïiéme  partie  de  cette  valeur  de  *,  il  faut  fubftituer  la 
fomme  des  parties  +  n — \y  déjà  découvertes,  à  la  place 
de  e  dans  la  transformée  indéterminée  ;  Se  après  la  fubfti- 
tùtion,  on  trouvera  cette  troiliéme  partie  comme  l'on  a  trou- 
vé la  féconde  partie  3  &  ainfi  à  l'infini. 

rv: 

*J4»-  S'il  arrivoit  dans  la  pratique  de  cette  féconde  méthode' 
que  le  premier  terme  de  quelque  transformée,  c'eft-à-dire^ 
le  terme  dans  lequel  l'inconnue  de  cette  transformée  ne  fe 
trouve  point,  fût  égal'à  zéro ,  toutes  les  grandeurs  dont  ce 
premier  terme  eft  compofé  fe  détruifant  par  des  lignes  con- 
traires ,  il  eft  évident  *  que  toutes  les  parties  de  la  valeur  *i^ 
de  x  déjà  découvertes,  en  feroient  la  valeur  exa&e. . 

Averti  s  s  e  m  e  n  t. 

i\  Près  avoir  enfeigné  dans  l'énoncé  de  la  féconde  mé- 
thode, la  manière  de  trouver  lés  expofans  dey  dans  les  ter^ 
mes  de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  x,  pour  abréger, 
dans  lès  exemples  fui  vans ,  on  fuppofera  d'abord  la  fuite  in- 
déterminée qui  repréfente  la  valeur  de  x. 


*55> 


Exe  m  f  l  s      I  lé 

1  R  ou  ver  la  valeur  de  x  dans  l'équation  xx-*-yy — rr 
=  o5.  c'eft  l'équation  du  fécond  exemple  de  la  première 
méthode ,  art.  1 84.  où  l'on  a  changé  ^  en  xx  r  Se  xx  en  yy. 
1  °.  Il  faut  fuppofer  x  =  a-*-hyy-\-  cy*  4-  dy6  -*rey%  Sec.  les 
grandeurs  a3  b3  c}  d3  Sec.  font  indéterminées ,  Se  elles  repré- 
sentent avec  les  puifTances  dey,  lés  parties  delà  valeur  de  x 
que  Ton  cherche  3  Se  elles  ferviront  à  les  faire  trouver  :  a  eft 
Tome  X^-  Nna 
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fans  y  dans  le  premier  terme ,  pareequll  y  a  rr  dans  la  pr©«/ 

pofée,  qui  eft  une  grandeur  toute  connue  fans  y» 

2°.  Pour  trouver  la  première  partie  de  x  repréfentée  par  a^ 
il  faut  concevoir  ^fubftituée  au  lieu  de  xdansia  propoféet 
..de  fiippofer  aa .W  rr,  qui  font  les  grandeurs  où/  n'eft  point , 
égales  à  zéro  *  &  Péquation  <&*  -^  rr  ss=o,  donnera  ^==ra 
ainfi  reft  la  première  partie  de  la  valeurde  x  qu'on  cherche. 

On  fuppofera  r-*-f=x3  /eft  une  inconnue j  6c  fubfti- 
tuant  r-t-/dansla  propofée ,  on  aura  la  première  ,transr 


formée 


**«+■/==  x 


xx 

yy 

rr 


===       rr  •+-  irf-ir  ff 

— s  «4-  yy 


rr 


ire  trans- 
formée. 


■-*-  J^  -h  urf-**rff*ssï  O. 


3®.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x  par 
<<êette  première  transformée,  laquelle  partie  eft  repréfentée 
par  byy  3  il  fauc  concevoir  «+■  byy  à  la  place  de/dans  cette 
transformée,  &  faire  l'équation  -h  y  y  -h  %rbyy=^o  des 
grandeurs . -+- j/j/  -h  irbyy,  dans  leftjuelles  /  eft  au  même 
moindre  degré ,  d'où  l'on  aura  -*-  %  rbyy=.  -*-  \yy  $  &  divi- 
fant  chaque  membre  par  iryy3  l'on  aura  h  35=;^^  &  la» 
fécondé  partie  £jj/  fera  -^-  £  j/y.  Il  faut  fuppofer *—  ~yy  -¥•  g 
=3=/,  &  fubftituant  — -  J^#  -+-g  à  la  place  de /dans  la  trans^ 
formée,  on  aura  la  féconde  transformée^ 

*-  byy  *-  $~=f 


ff 

=    -fe  —  #  g  ■*•  g§ 

-¥-7-rf 

sac  — ^   4-  zrg 

-*-  y  y 

=  -H^y 

ie  trans-  Jtl.  „^_  221  <r  .4-  aç  ==  O, 

,  formée.  4rr  r   S        ^ 

"*■  2  r& 

4°.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  repréfentée  par  cy\ 
on  concevra  ^4  à  la  place  de  g  dans  cette  féconde  transfor- 
mée ,  &  faifant  une  équation  -j-  2^1  -j.  2  rrv*  =  o ,  ou  bien 
H-  2rrj/4s=  —  ~y^3  des  grandeurs  dans  lefquelles^  eft  au 
même  moindre  degré ,  on  divifera  chaque  membre  par  %ry\ 
&:  l'on  aura  r=  —  ^-5  par  confequent  la  troifiéme  partie 
que  Ton  cherche  eft  cy*  =  —  m&> 
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Il  faut  fuppofer  —  -8^j/4  -t-  h  =  g3  h  eft  une  inconnue , 
&  fubftituant  —  ^j/4  -*-  £  à  la  place  de  g  dans  la  féconde 
transformée,  on  aura  la  troifîéme  transformée. 

■èry^h=Z  l       gg  I  ==  ■+•  *p/  —  £/tf  .+.  M 

~f//&    =  ■+"    S7T  /    —  Tjjy  * 


4rcy      I  ^^    4rry 


*ç  tra,ns_         ■+•  ?£*/  —  47?^  ■+■  ^  »  o, 

formée,  i     <  7       / 

50.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  valeur  àe  x  s 
repréfentée  par  dy6 ,  il  faut  concevoir  dy6  à  la  place  de  h 
dans-cette  troifiéme  transformée ,  &  faire  l'équation  ■+•  d?  j^; 
-$-  irdy6=o  ,-des  grandeurs  oùj/  eft  au  moindre  degré  j  & 
divifant  chaque  membre  de  -+*  irdy6  =  — -W*  par  2n/*s; 
Hon  aura  d  —  — r^r  &  dy6  =  —  j^y6  eft  la  quatrième 
partie  de  la  vaigur  de  x  que  Ton  cherche.    - 

Prenant  la  fôînme  des  parties  de  la  valeur  de  x  que  Ton 
a  trouvées ,  on  aura  a;  =  r  —  -^yy  —  -fey*  —  t*p/S  &c» 
On  en  peut  continuer  l'approximation  tant  qu'on  voudra.  1 

E   X    E    M    P    L    E        III 

2^56, .  1  R'ouve  r  la  valeur  de  at  dans  l'équation  o  ==  xx  -—a. 
—  by  — cyy  — -dy)  —  ey*  &c.  c'eft  le  troifîéme  exemple  de- 
la  première  méthode,  art.  185. 

i°.  Il  faut  fuppofer  x=p  -*-  qy  -^  ryy~k-  syi  -h  ty*  &c.  les 
grandeurs  p3  q3  r3  £  t,  &c.  iont  indéterminées  celles  repré- 
fentent,  avec  les  puiffances  de  y^  les  parties  de  la  valeur  de  a; 
que  l'on  cherche ,  ôc  elles  ferviront  à  les  faire  trouver. 

2°.  Pour  trouver  la  première  partie  de  a;  repréfentée  par/., ;, 
il  faut  concevoir  p  fubftituée  à  la  place  de  a:  dans  la  propo. 
fée,  &  faire  une  équation  dQs  grandeurs  pp  — *z,  dans  lef- 
quelles  y  ne  fè  trouve  point,  &:  l'on  aura^  =  ^5  par  con- 

[uent  p  =  a  z, 

1  JL 

Gn  fuppofera  a  *  h-/^=  xy M  en  fubftituant  a  *-*-/£• 

Nnn  ij, 


Analyse     démontré e. 
la  place  de  x  dans  la  propofée ,  on  aura  la  première  tran^ 

formée      a1  -*-/=5=.* 


XX 

=== 

<*     ■+• 

zaïf+ff 

—   ^ 

SES 

<2 

—  h 

= 

—  h 

—  cyy 
&c. 

■  ■ 

—  97 
&c. 

<-~ 

Première 
ècansfbrmce. 

i 
—  by  -*~  ia  *■/-*- ff 

—  97 
&c. 

3  e.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x3  re- 
préfentée  par  qy3  il  faut  concevoir  qy  -fubftkuée  à  la  place 

àef9  &: faire  une  équation  za  l  qy=by  des  deux  grandeurs 
dans  lefquellesj/  eft  au  même  moindre  degré  j  6c  divifant 

chaque  membre  par  id^y,  on  aura  q  s=a — -  -y  par  confe- 

<|uent  £y  ■==.-— y  eft  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x 

la*  ,— 

b  ^  b 

Il  faut  fuppofer  ~iy  ■+-  g  sss  /*$  &  fubftituant  — ^  j> 

-t-g  à  la  place  de  /dans  la  première  transformée ,  on  aura 
la  féconde  transformée 
h 


%4 


"vijvx'  ? 

//= 

•+•  la1/ 

—  byr=* 

—  cyy== 

—  dyi 
Sec. 

bb  b 


11 


a 


=  .+.  by 
=z-by 
=  —  cyy 

=        Sec. 


îa 


*S 


Seconde 
transformée. 


q.a 


yy 


T/g  ■+•  g£ 


a 


•cyy 

■  dyl 
&c. 


™l& 
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-4Ô.  Pour  trouver  la  troisième  partie  de  la  valeur  de  x, 

Teprefentée  par  ryy3  il  faut  concevoir  ryy  fubftituée  à  la 

place  de  g  dans  la  féconde  transformée,  de  fuppofer  les  gran- 

deurs  h-  J±yy  —  cyy  ■+•  1a  r  ryy  >  dans  lefquelles  y  eft  au 
même  moindre  degré,  égales  à  zéro,  ce  qui  donnera  l'équa- 
don  iazryy  =  —  ~  yy  •+- cyy  5  &  divifant  chaque  membre 

par  ia~î yy,  on  aura  r  =  —  — T  h ^-  j  par  confequent 

%âî        là* 

bb  c 

ryy  = Tyy  •+•  —ryy  eft  la   troisième  partie  de  la 

Sa*  2^*~ 

valeur  de  x. 

Pour  continuer  l'approximation ,  on  fuppofera -yy 

^ -^  4-  £  sas  g;  &  en  fubiti tuant tJ£M r// 

zaï  "  $œz  la1 

H-  h  à  la  place  de  g  dans  la  féconde  transformée ,  on  aura 
la  troifiéme  transformée ,  6cc. 

Exemple      IV. 

257.  Trouver  la  valeur  de  x  dans  Péquation  o  =  xu —  ay 
—  byy  —  cyî  —  dy* —  eyi  &c.  c'eft  le  feptiéme  exemple  de  la 
première  méthode,  arc.  22.2.  On  va  y  appliquer  la  féconde 
méthode  pour  faire  voir  qu'elle  peut  s'appliquer  à  toutes 
les  équations  qu'on  peut  réfoudre  par  la  première  méthode, 
cet  exemple  contenant  une  difficulté  particulière. 

i°.  Il  faut  fuppofer  x  =  py  •+-  qyy  ■+■  rfi  ■+■  sy*  ■+•  tyî  Sec. 
p,  q,rys,  &cc.  font  des  grandeurs  indéterminées ,  qui  repré* 
fentent  avec  les  puuTances  de  y  dont  elles  font  les  coëficiens, 
les  parties  de  la  valeur  de  x  j  '&  fervent  à  les  trouver. 

20.  Pour  trouver  la  première  partie  de  la  valeur  de  x> 
repréfentée  par^j/,  il  faut  concevoir  py  fubftituée  à  la  place 
de*  danslapropofée,  &  Ton  aura/1/1 — ay  —  byy  &c.  =  0. 

Afin  que  l'inconnue  y  foit  au  même  degré  linéaire  dans 
ff  &  dans  —  ay3  il  faut  mettre  au  lieu  de  //,  la  grandeur 

yn~*fy  qui  lui  eft  égale,  &  fuppofer  les  deux  grandeurs 

Nnniij 
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y*~lptty —  ay>  dans  lefquellesj/  eft  au  même  moindre  degré,, 

égales  à  zéro  j  ce  qui  donnera  l'équation  y1  ^'/j  ==*#!/_>  d'où 

1.1-1  i-  i 

l'on  déduira /=^nyî  . ,  de  par  eonfequent  py  =  anyn  eft: 
la  première  partie  de  là  valeur  de  ».  que  l'on  cherchoit. . 

Il  faut  fuppofer a  y*  -\->f=  x3  &  fubftituer  any*  -*-/a  là: 

place  de  x  dans  la  propofée,  ôc  l'on  aura  la  première  trans- 
formée,, 

&c.==  &c..  "~n~"n 

Plus  on  prendra  de  termes  de  la  puifFance  /y  +  /=/, 
*  SVgw^e       &  plus  on  trouvera  de  parties  de  la  valeur  de  x  que  Ton  • 
que  la  gran--      cherche.  Les  quatre  termes  qu'on  en  a  pris  dans  cette  trans- 
i»*r$w  fre-       formée  ,  iumjent  pour  taire  concevoir  1  application  de  la? 
cede.efteffa-       féconde  méthode  à  cet  exemple. 

Cep,  L 

3°.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  xs  re— 
préfentée  par  qyy3  il  faut  concevoir  qyy  fubftituée  à  la  place 
de/dans  la  première  transformée,  &  fuppofer  les  grandeurs 


cse. 


I        n  — i 


■■*■  ï  a   "  y  n    iyy — byy*  dans  lefquelles  j  eft  au  même 
moindre  degré  }  égales  à  zéro  j  ce  qui  donnera  l'équation 


n  — I      n  —I 


y    "   iyy  ==  tyy  >  St.  divifant  chaque  membre  par 


n— i       n— T 


y  a  n  j/   n  xj/j/, l'on  aura  q  s=-J  ^  n  y    a    b  î  par  eonfequent 


I  -  n      I  —  n 


^yj  =  i^  n  y  n   ^yss..!.^  "  ^y  "    eft  la  féconde  partie  de 
la  valeur  de  x  que  l'on  cherchoic. 

Pour  avoir  la  féconde  transformée,  il  faut  remarquer  que 
la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x  qu'on  vient  de  trouver,, 


I— n        i— n 


peut  s'exprimer  de  ces  trois  manières  \a   "y   "    byy  =. 


I-n 


ha 


by   "   ==-J  *z  "y*  by.  Cette  dernière  eft:  la  plus  com- 
mode pour  trouver  la  féconde  transformée.  Ainfion  fuppo- 

I  -n       _I_ 

fera  i^  ?  y n  by+g=f3  &  on  fubftitucra  cette  râleur  de  f 
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à  la  place  de  /dans  la  première  transformée ,  6c  Ton  trou-  „_s  „_? 

vera  la  féconde  transformée ,  (-^ £ x *-~ x !r^~ /"^g 


-i-Y^  "  y  n  f=s  -*- i  éyy  ^r\o,  "  "  ^  n "g 


f/5  =  fjr  *  Signifie  que  la  grandeur 

~  dv4  fssst  */j/4  que  cette  marque  précède  9 

&c.    .=  &c.  ***• 

4°.  Pour  trouver  la  troifîéme  partie  de  la  valeur  de  a:,,  re« 
préfentée  par  ry3  3  il  faut  concevoir  ry3  fubftituée  à  la  place 
•de  g  dans  la  féconde  transformée,  6c  fuppofer  égales  à  zéro 

n  — I      n  — i 

les  grandeurs ^lx^p  a^bby3  -*-■£*  n  y   n  ry*  —  cy\  dans 
lefquelles  y  eft  au  même  moindre  degré  $  ce  qui  donnera 

n  — I       n—  I 

l'équation^  n  y   n  ry*  ~  —  §  &*£  a~xh-by*  -h  f/$  6c 

n  — I     _n—  1 

divifànt  chaque  membre  par  \a    "  y  n    xy\  on  trouvera 

I  -In  I— n  I— n         I— ;n 

a   a    bby   a  ->r\a   n  cy  V  $  par  confequent 


T""1 


rf^-'i^^a1'^ bhylr\la    »  cy    »     =-fx 


I— in        I  I  _n 


^8£  *   n    y  n  %  •+■  I-  *   n  y1  cyy3eft\&  troifîéme  partie  de 
3a  valeur  de  ^  que  l'on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  troifîéme  transformée,  il  faut  fuppofer 


— i'xSÈé*  "  ynfyy^na  n  yn cyy-*~hi=zg3  &fubftituer 

cette  valeur  de  g  à  la  place  de  g  dans  la  féconde  transfor- 
mée, 6c  Ton  trouvera  la  troifîéme  transformée. 

Mais  comme  il  n'y  a  plus  d'autre  difficulté  dans  le  refte 
de  l'opération,  que  celle  qui  vient  de  la  peine  du  calcul,  il 
eft  inutile  delà  continuer  ici,  les  opérations  précédentes 
fumTant  pour  faire  concevoir  l'application  de  la  féconde  mé- 
thode à  cet  exemple. 

Remarques  oà  l'on  donne  la  dèmonfiration  de  la  ze  méthode. 

258.  v^)N  peut  appliquer  cettefeconde  méthode  à  tous  les  exem- 
ples de  la  première  3  &  après  s'être  rendu  l'une  6c  l'autre 
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bien  familières,  on  verra  clairement  qu'elles  reviennent  Tufle 
\  à  l'autre .5.  ain fi  la  première  étant  démontrée ,  la  féconde,  eft 
auliî  démontrée. 
ï!?%jp«      On  a  auffi  vu  dans  la;  féconde  &  troifiéme  remarque,  *  que 
i/?*  cette  féconde  méthode,  la  quatrième  méthode  d'approxi- 
mation arr.  159,  Se  la  cinquième  méthode  d'âpproximatioa 
arr.  166,  reviennent  à  une  même  méthode  $  ainfila  démon* 
ftration  de  ces  deux  dernières  démontre  auffi.  la  féconde 
méthode.. 

Enfin  les  parties  ou  les,  termes  de  là  valeur  de  x.que  Ton 
trouve  par  cette  féconde  méthode,  deviennent  des  fractions 
qui  vont  toujours  en  diminuant  à  mefure  qu'*on  continue 
l'approximation  de  la  valeur  de  xi  d'où  l'on  voit  qu'âpres 
des  approximations  infinies ,  le  dernier  terme  ou  le  terme 
ihfinitiéme,  pour  ainfi  parier,  doit  être  zéro  ^  comme  dans 
une  progrefïion  géométrique  qui  va  en  diminuant,. on  re- 
garde le  dernier  terme  comme  devenant  zéro.  L'on  conçoit, 
donc  qu'âpres  dés  appproximations  infinies  l'on  arriveroit  à 
la  racine  véritable  que  Pon  cherche,  j  par  confequent  plus  oa 
continuera  l'approximation,  &plus  on  approchera  de  cette, 
véritable- valeur  de  x., 

La  même,  méthode  peut  s'appliquer  aux  équations  qui 
ont  plus  de_  deux  inconnues. 

Ave  r  t  i  s  s  e  m  e  n  t. 

\^j  O  mme  l'on  pourroit  trouver  delà  difficulté  à  ré  foudre 
par  cette  féconde  méthode  les  équations  qui  contiennent 
dès  différences,  on- va  faire  l'application  de  cette  féconde 
méthode  à  ces  équations ,  ôc  l'on  verra  qu'elle  peut  leur  être 
appliquée  avec  la  même  facilité  que  la  première  méthode. 

E  x  E  M  F  l  .  e     V. 
nfô.     1  il  o  u  v  E  r  là  valeur  approchée  de  x  dans  l'équation  dif- 
férentielle 1  —  ^  -+- J~^f  =0.3  c'eft  l'onzième,  exemple  de 
la  première  méthode  art.  229. 

i°.  Il  faut  fuppofer  x  =  ay  -+-  bys  -t-  cy*  ■+■  ey7  &c.  les  gran* 
deurs  a,  b3  c,  e3  &c.  font  indéterminées,  &  elles  repréientent 
avec  les  puifTances  dey,  les  parties  de  la  valeur  de  x  que  l'on 
cherche  ^  &  elles  ferviront  à  les  trouver. 

2°.  Pour  trouver  la  première  partie  de  la  valeur  de  x, 

repréfencée 


L.  itxi     VIL  473 

repréfentée  pareil  faut  concevoir  ay  fubftituée  à  la  place 
de  x  dans  la  propofée  de  cette  «manière  3  il  faut  fuppofèr 
#  =  ay  ',  en  prenant  les  différences  de  chaque  membre  on 
aura  dx  =  ady,  &C  ^J  =  a,  &  —^  =  aa. 

Il  faut  concevoir  &a  fubftituée  à  la  place  de  |p,  les  deux 
grandeurs  où  y  ne  fe  trouve  point  font  i  —  aa,  il  faut  les 
fuppofèr  égales  à  zéro,  &  l'on  aura  l'équation  aa=  1 3  par 
confequent  a=i  ^  amf\  ay=  \y  eft  la  première  partie  de 
la  valeur  de  x  que  Ton  cherchoit. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  il  faut  fuppofèr  \y 
^rf=  x j  /eft  une  inconnue  ou  variable  3  en  prenant  les 
différences  de  chaque  membre,  on  aura  idy  «+•  df=  dx  s  ÔC 

divifant  par  dy  3  on  aura  i+|  =  g-5  &c  quarrant  chaque 

membre,  on  aura  1  •+- ^  ■+•  %£  =  j£.  Il  faut  fubftituer  dans 

la  propofée  1  —  gj  -*-  ^  =  o ,  les  valeurs  de  ^  à  la  place 

de  gV,  on  aura  la  première  transformée, 

<af.y*   -  idf  dfl 

dyl  "      ~!y  ~~d^ 

•4-  .   I      =s  -H  * 

3°.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x,  re- 
préfentée  par  by7> ,  il  faut  concevoir  by*  fubftituée  à  la  place 
de/dans  la  première  transformée. 

Pour  faire  cette  fubftitution ,  on  fuppofera  by*  =fi  pre- 
nant les  différences  de  chaque  membre,  on  aura  ^byydy^df, 
&  }byy  =  -4£j  &  quarrant  chaque  membre,  on  aura  ^^y4 
dfl 

Concevant  à  prêtent  $byy  fubftituée  à  la  place  de  jÇ  dans 
la  première  transformée ,  de  ybby4,  à  la  place  de  fy-z ,  les  gran- 
deurs dans  lefquelles y  eft  au  même  moindre  degré,  font 
-*-  lyy  —  2  x  $byy  3  il  faut  les  fuppofèr  égales  à  zéro,  &  l'on 
aura  l'équation  6byy=iyy;  divifant  chaque  membre  par  6yyy 
on  aura  b  =  \  3  par  confequent  £y3  =  |  j/3  eft  la  féconde 
partie  delà  valeur  de  x  que  Ton  cherchoit. 

Pour  avoir  la  féconde  transformée,  il  faut  fuppofèr  \yi> 
>*-g=:f3  g  eft  une  inconnue  3  en  prenant  les  différences 
de  chaque  membre  on  aura  \ yydy  -*•  dg  =55  df^  èc  divifant 

Tome  I.  Ooo 
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par  dy,  \yy  -+■  fy  =  g'j  quarrant  chaque:  membre  ,  on 
aura  |  /  -+-  *g*  S"  —  ^  &  faut  à  prefent  fubftituer  les 
valeurs  de  #&  de  gî  dans  la  première  transformée,  &L'oa» 
aura  la  féconde  transformée, 

r  Signifie        —  — r-  =  — -  ï  yy A 

que  la  gran-  dy  •/«/  dy. 

deur  que  cette  ,         <+.      y  y    — —   4-     ^  yy 
marque  pré* 

cède  eft  tjja.      4°.  Pour  avoir  la  moifiéme  partie  de  là  racine  repréfèîu 

***'  téepar  cyî ,  il  faut  concevoir  cyS  fubftituée  à  la  place  de  g, 

dans  la  féconde  Transformée  :  mais  pour  faire  cette  fubftitu- 

tion ,  il  faut  fuppofer  cyî  =-g  5  par  eonfequent  $cy*dy  ==  dy5. 

Il  faut  àprefent  concevoir  5^  fubftituée  à  la  place  de  g 
dans  la  féconde  transformée ,  &£  fi  l'on  veut  i^ccf  à  la  place 
de  g^,  &  +y* —  ±f — -\ocy*\  ou  bien  ly* —  iocy\  feront 
les  grandeurs  dans  lefquelles^/  eft  au  même  moindre  degré  $ 
il  faut  les  fuppofer  égales  à  zéro ,  ce  qui  donnera  l'équa- 
tion io/ry4=  |j/4,  divifant  chaque  membre  par  io/4,  on  aura 
c  = -  ^5  par  confequent  cyî  sss^ys  eft  la  troilîeme  partie 
de  la  valeur  de  x  que  l'on  cherche  5  Pon  a  donc  déjà  x  =  \y 
**•  ?y  ■+•  4V/5  &c«  &  l'on  peut  continuer  l'approximation 
tant  qu'on  voudra  j  il  n'y  a  plus  de  difficulté  dans  le  refte  de 
l'opération  que  celle  qui  vient  delà  peine  du  calcul.. 

On  réfoudra  de  la  même  manière  toutes  les  équations 
différentielles» 

Exemple  V  T. 
îéo.  I  Ou  r  trouver  la  valeur  de  x  dans  l'équation  différentielle 
xxdy7-  ~-yydydx  <—  nndy1^  nydyx=oy  il  faut  d'abord  divi- 
fer  chaque  terme  par  dyx ,  &;  l'on  aura  l'équation  préparée 
xx  —  £*i£  —  nn  ^  ny  s—  o ,  dans  laquelle  la  différence  dy 
eft  dans  le  dénominateur.  Après  cette  préparation, 

i°.  Il  faut  fuppofer  x-=ssa  +  by-*»cyy-\-  eyl  &c.  a,  b3  c3  eJ  Sec. 
font  indéterminées,  &  repréfentent  avec  les  puiflances  de^,v 
les  parties  de  la  valeur  de  x,  &  elles  fervent  à  les  trouver.. 


Livre    V I  ï.  475 

£0.  Pour  trouver  la  première  partie  représentée  par  a3  il 

iaut  concevoir  a  fubftituée  à  la  place  de  a:  dans  la  propofée, 

<&  fuppofer  aa  —  nn  =  o,  d'où  l'on  aura  a  =  n  j  ainfi  n  eft 

ia  première  partie  de  la  valeur  de  x. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  il  faut  fuppofer  n 4-/ 
=  x3  d'où  Ton  déduira  df=  dx,  6c  mbftituant  les  valeurs 
de  x  de  de  dx  dans  la  propofée,  on  aura  la  première  trans- 
formée. „  c 

Première  transformée. 

3°.  Pour  trouver  la  féconde  *~r -     «.      ç.w*, 

•     j     1  i  J«  ««  jfi«  ?=»•■*"•:*    nn-Jt-inf-*rff    *  signifie 

partie  de  la  valeur  de  x,  re-  *  queiagran- 

préfentée  par  by3  il  faut  con.  ~~   nn  ~  nn  d™  **» 

cevoir  by  îublhtuce  a  la  place  *  r  que  précède 

de  f,  &  fuppofer  enfuite  inby  —  ^  ==  — •*$  é  #«>• 

—  #j/  =  o ,  d*où  l'on  déduira 

£,?=. 1,  6c  £y  =  — -y/  fera  la  féconde  partie  de  la  valeur 

*ie  x  que  Ton  cherche. 

Pour  avoir  la  féconde  transformée ,11  faut  fuppofer  —  \y 
^4-  g  =  f3  d'où  Ton  déduira  —  \  dy  -*-dg  =  df3  6c  —  -| 
H-  ^  =  g.  Il  faut  enfuite  fubftituer  les  valeurs  de  /&  de  g. 
a  la  place  de  ces  grandeurs  dans  la  première  transformée, 
&  l'on  aura  la  féconde  transformée,       Seconde  transformée. 

4*.  Pour  trouver  la  troiiié-        ff  =  ^  L  + 

ine  partie  de  la  valeur  de  a:,,  r  4yy       yô      ô<3 

«préfentée  par   cyy3  il  faut   +  ™f=  —  *»?  +*»g 
-concevoir  rj/^  fubftituée  à  la   •+•  ny  =  +•  *  ny 
place  de  g  dans  la  féconde   —  y-^f-=^-lyy  —  y-^ 
transformée ,  6c  fuppofer  incyy 
4-  ±yy  -+-  \yy  =  o  ,  d'où  l'on  déduira  c  =s —  -|-,  &  cyy=^ 

—  ^-j/j/  fera  la  3  e  partie  de  la  valeur  de  x  que  l'on  cherche. 
Pour  avoir  la  troifîéme  transformée,  il  faut  fuppofer —  -^yy 

~\-  h  =  g3  d'où  l'on  déduira  —  ^yfy  -*~db=.dg3  6c  —  ^y 
.+.  g  ==  g  j  il  faut  fubflituer  dans  la  féconde  transformée 
les  valeurs  de  g  6c  de  ^  ,6c  l'on  aura  la  troifléme  transfor- 
mée. 


5°.  Pour  trouver  la  4e  partie 
de  la  valeur  de  x 3  repréfentée 
par  ey* ,  il  faut  concevoir  eyî 
fubftituée  à  îa  place  de  h  3  6c 
fuppofer  +•  inef  -h  If  -*-  f„/ 


Troifiéme  transformée. 

*  £2  =  "*-  *&;  ^4— à  J9^  "*"  ** 
— /g=^sV5    —  yh 

"*-&y=:'+-*iyy 


Ooo  îj 
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==  o,  d'où  l'on  déduira  e  =  —  x-/-5  &  ^3  =  —  ^jtf  fera 

la  4  partie  de  la  valeur  de  x. 

On  a  donc  *  =  »  —  ±y  —  £  jy  —  ïfc/>  &€- 

On  peut  continuer  l'approximation  autant  qu'on  voudra. 

Seconde  manière  de  rè foudre  le  fixiême  exemple. 

. 6 1 .  S I  »  eft  moindre  quej/  dans. l'équation  xa; — -^ — nn -h  »y 
=  o  ,  il  faut  que  les  expofans  des  y  qui  doivent  diftinguer 
les  termes  de  la  valeur  de  x,  deviennent  négatifs  ;  c'eft-à~ 
dire,  que  les  y  fe  trouvent  dans  les  dénominateurs  des  ter- 
mes de  la  valeur  de  x  3 afin  que  ces  termes  aillent  en  dimi- 
nuant de  valeur.  Voici  la  manière  de  le  faire  par  la  féconde 
méthode. 

Il  faut  fuppofer  que  la  valeur  indéterminée  de  x  eft  x=zay 
j-  by°  .+-  cy~l  -h-  ey~l  -\r  fy~l  «+-  &c.  a3  b3  c 3  &c,  font  des  in- 
déterminées. Pour  en  trouver  les  valeurs ,  i°..il  faut  conce- 
voir le.  premier  terme  indéterminé  -+•  ay  fubftitué  à  la  place 
de  x  dans  la  propofée,  &  la  différence  de  ay3  qui  eft  ady, 
fubftituée  à  la  place  de  dx\  Se  faire  une  équation  des  gran- 
deurs.^?/- —  ayz  —  a,  dans  lefquelles^/  eft  au  degré  le  plus 
élevé  3  l'on  en  déduira  a  =  i,  ainfi  le  premier  terme  de  la 
valeur  de  x  eft  \y ,  &  l'on  a  déjà  x  =  ly. 

Il  faut  pour  faire  la  première. transformée,  fuppofer  y^rf 

't=x,  d'où  Ton  déduira  dy  -*- df  =  d'x  9  &C  i  +  %  =  g,  & 

fubftituer  dans  la  propofée  ces  valeurs  de  x  de  de  Jf  à  leur 

place ,.  ôc  Ton  aura  la  première  transformée  •+•  ny  —  -2g* 

„  — nn    ' 

Pour  trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x ,  repré- 
fenté  par  by°3  il  faut  concevoir  by°  fubftituée  a  là  place  de/ 
dans  la  première  transformée,  &  la  différence  de  2^°, qui  eft 
2,ero ,  à  la  place  de  dx  3  &:  faire  une  équation  des  grandeurs 
^.ny^.  ihy  =  o ,  dans  lefquelles^/  eft  au  même  degré  le  plus 
élevé  j  on  trouvera  par  cette  équation  b  = —  \  n  j  ainfi  le 
fécond  terme  de  la  valeur  de  x  eft  — \ny°. 

Pour  faire  la  féconde  transformée ,  il  faut  fuppofer  —  ~  nym 
-H  g  =f>  d'où  L'on,  déduira  -\-dt  =df',  ôc  fubftituer  les 
valeurs  de/*&  de  dfi  leur  place  dans  la  première  tranfor- 
mée ,  &  l'on  aura  fa  féconde  transformée  —  \  nn  —  ^/* 
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Pour  trouver  le  troifîéme  terme  de  la  valeur  de  xs  repré- 
fenté  par  cy~l%  il  faut  concevoir  -+-  cy~l  fubftitué  à  la  place 
de  g  dans  la  féconde  transformée ,  6t  la  différence  de  •+-  cy~\ 
qui  eft  —  cy~xdy 3  fubftituée  à  la  place  de  dgh  &  faire  une 
équationdes  grandeurs— -\nn  -+•  }c=  o,  dans  lefquelles^ 
ne  fe  trouve  point,  &  l'on  en  déduira  c  =  -*-  \nn 5  ainfï  le 
troifîéme  terme  de  la  valeur  de  a:  eft  -*~\nny~x. 

Pour  faire  la  troifîéme  transformée ,  il  faut  fuppofer 
«H  \  nny~l  -4-  h  =g,  d'où  l'on  déduira  —  £  nny~%  ■+-  <§ 
=:  d£  ',  &  fubftituer  ces  valeurs  de  g  &  de  %  à  leur  place 
dans  la  féconde  transformée,  6c  l'on  trouvera  la  troifîéme 
transformée  — ■•  \rpy~x    ~  *ffi  -h  iyh  •+•  ££  =  o. 


\nny~xh 


Pour  trouver  le  quatrième  terme  de  la  valeur  dé  # ,  re- 
préfenté  par  -+-  ^r1,  il  faut  concevoir  -+-  ^y"1  fubftitué  dans 
la  troHîéme  transformée  à  la  place  de  £j  6cTa  différence  dé 
•+-  */""%  qui  eft  —  iey~\  fubftituée  à  la  place  de  d/>,  6c 
faire  une  équation  des  grandeurs  • — ^.^y'1  -h  4^~1 c=  o r 
dans  lefqueîîesj/  eft  au  même  moindre  degré  négatif  j.  &  l'on 
en  déduira  e  =  -+•  ^w3/"1^  aînfî  le  quatrième  terme  de  la 
valeur  de  at  eft  -k~ .a3/"1,.  &  l'on  a  déjà  A?  =  -t-^  —  |«y® 
"*■  I  ^"X  "+"  fe  »3/~2'-  On  peut  continuer  l'approximation» 
par  cette  féconde  méthode  tant  qu'on  voudra,  6c les  ope- 
rations  qu'on  vient  de  faire  Tu fEfent  pour  faire  clairement 
concevoir  la  manière  d'appliquer  la  féconde  méthode  aux 
équations  qui  contiennent  des  différences,  quand  les  expo- 
fans  des  y  dans  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  Xj  doivent  être' 
pofîtifs ,  &  quand  ils  doivent  être  négatifs. 

On  peut  facilement  appliquer  la  même  méthode  aux 
équations  qui  contiendront  des  fécondes  différences.,  des< 
sroifîémes  différences,  &c. 

Remarques  four  les  équations  différentielles, 

L 

%6i.  LA  féconde  méthode  fait  trouver,  pour  les  équations  dif- 
férentielles la  fuite  des  expofans  des  y  qui  doivent  diftingueu 
les  termes  de  la  valeur  de  x  \  avec  la  même  facilité  &  la  même 
certitude  qu'elle  les  fait  découvrir  pour  les  équations  qui 

O  o  o  iij 


47  8"  A  N  A  ï,  Y  E       DEMO  NT  R  E*E.  ^ 

n'ont  point  de  différences  ^  8c  voici  ce  qu'on  doit  confideref 
pour  les  avoir.  i°.  Les  expofans  des  y  dans  la  valeur  de  x 
doivent  être  en  progreffion  arithmétique,  &  ailer  en  aug- 
mentant quand  ils  font  tous  pofitifs ,  &.  en  augmentant,  pour 
ainfi  dire,  en  négation ,  quand  ils  font  tous  négatifs^  &  com- 
mencer par  diminuer  quand  ils  commencent  par  être  pofi- 
tifs ,  &  augmenter  enfuite  en  négation,  dès  qu'ils  deviennent 
négatifs.  i°.  Le  premier  &le  fécond  y,&t  même  tous  les 
fuivans,  la  méthode  étant  uniforme,,  doivent  être  pris  tels 
que  les  quantîtez  où  l'inconnue  x  ne  fe  trouve  point ,  vien- 
nent à  être  détruites  par  d'autres  femblables  qui  ayent  des 
fignes  contraires  dans  la  fuite  de  l'opération  ^  &  qu'elles  fer. 
vent  à  former  les  équations  qui  doivent  déterminer  les  ter- 
mes de  la  valeur  de  x  les  uns  après  les  autres 3  de  manière 
qu'il  ne  refte  pas  de  ces  quantitez  qui  foient  inutiles  à  la  ré- 
futation. 3°.  11  faut  avoir  égard  à  la  propriété  particulière 
des  différences,  qui  eft  que  la  différence  d'une  quantité 
confiante  eft  zéro  y  aînfi  étant  fubftituée ,  elle  rend  égale  à 
zéro  la  quantité  où  elle  eft  fubftituée  *  que  la  différence  d'ua 
produit  qui  contient  une  puifTance  de  y,  dîvifée  par  dy>  eft 
ce  produit  même  où  Texpofant  dey  eft  diminué  d'une  unité 
s'il  eft  pofitif ,  Se  augmenté  d'une  unité  s'il  eft  négatif  ;  d'où 
il  fuit  que  la  différence  de  ay9  divîfée  par  dy3  eft  la  feule 
confiante  a  fans^. 

IL 

Après  ces  confideratîons  on  n'aura  aucune  difficulté  à 
trouver  les  expofans  des  y  dans  la  valeur  de  x  j  par  exemple 
fi  les  expofans  des  y  doivent  être  pofitifs,  qu'il  y  ait  une 
quantité  toute  connue  fans  y  dans  une  équation  propofée, 
&  que  la  quantité  où  eft  g  n'ait  que  des  confiantes,  le  pre- 
mier terme  de  la  valeur  de  x  doit  avoir  j/,  &  il  le  faut  fup- 
pofer  représenté  par  ay3  car  la  différence  de  ay  divifée  par 
dy  étant  a ,  on  pourra  faire  une  équation  de  a  &  de  la  quan- 
tité de  la  propofée  qui  eft  fans  j/,  laquelle  fervira  à  déter- 
miner a.  Mais  fi  les  mêmes  chofes  étant  fuppofées,  l'incon- 
nue^ fe  trouve  dans  la  quantité  où  eft  ~,  comme  dans  le 
fixiéme  exemple,  où  l'on  a  yydy,  il  faut  que  le  premier  terme 
de  x  foit  repréfenté  par  la  feule  confiante  a  fans  y. 
Dans  le  même  cas  des  expofans  pofitifs  dey  dans  la  valeur 
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de  x,  pour  avoir  Pexpofant  dey  dans  le  fécond  terme  delà 
valeur  indéterminée  de  x 3  dont  le  coëficient  eft  repréfenté 
par  b  3  il  faut  le  fuppofer  tel  cet  expofant  dey  dans  lys  qu'en 
fubftituant  h  y  à  la  place  de  l'inconnue  /  dans  la  première 
transformée,  on  puiiîè  avoir  au  moins  deux  quantitez  dans 
lefquelles  y  foie  au  même  moindre  degré.  On  trouvera  de 
même  les  expofans  des^  dans  les  termes  fuivans  :  mais  com- 
me ils  font  en  progrefîîon  arithmétique,  dont  on  a  les  deux 
premiers  termes ,  on  les  a  tous  fans  les  chercher. 

Ces  remarques  fufHfent  à  ceux  qui  fe  font  rendu  la  féconde 
méthode  familière ,  pour  trouver  les  expofans  des  y  dans  la 
valeur  de  x\  dans  tous  les  cas  qui  peuvent  fe  prefenter.  _  . 

Quand  en  fuivant  les  règles  qu'on  a  prefentes,  on  ne  peut 
pas  trouver  de  valeur  de  x 3  c'eft  une  marque  que  l'é.quatioâ 
me  peut  pas  être  réfolue ,  du  moins  fans  préparation. 

Ex  e  m  pl  E   VII.  dans  lequel  il  y  a  trois  inconnues, 

263  •  Jr  O  u  b.  trouver  par  la  féconde  méthode  la  valeur  de  x  dans 
l'équation  ^f  —  x  — '#===0,  oà^=i-H sÇTy ;  il  faut  fup- 
pofer que  la  valeur  indéterminée  de  at  eft  a:==  a*^xy  4-  bz^y* 
-*-^C3/3  +<4/+  &c-  a>  b3C)  ècc.  font  indéterminées. 

Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur  repréfenté 
par  aiçly3  il  faut  fubftituer  dans  la  propofée  az^zy3  à  la  place 
de  x  3  &  la  différence  de  a^y  divifée  par  dy3  (  qui  eft  4-  aÇ1 

—  ffLJLS^  &  qui,  en  fubftituant  au  lieu  de  ~  fa  valeur 

1  -HCjJ'j  devient  4-^C1  —  a^y  —  a^cY*  )  à  la  place 

àx 

de^3  &:  faire  une  équation  des  grandeurs 4~  a  \ — 1  n  =  o, 

dans  lefquelles,  après  la  fubftitution , y  ne  fe  trouve  point  $ 
&  Ton  déduira  de  cette  équation  a  s=  4-  n  ;  ainfi  le  premier 
terme  de  la  valeur  de  x  eft 4-  n?Çly  3  &  l'on  a  déjà  a;  =s 
**"  J*Ç*5f*  P°ur  avoir  la  première  transformée ,  M  faut  fup- 
pofer  4-  nz^y  4-/=5  x  î  &  prenant  les  différences  ~t  &  divr- 

r  t  1  nsCZydz  àf  fa         s, 

&nt  par  dy3  on  aura  4-  nz^ -^ —  4-  ~  «  -y  ,  on 

mettant  au  lieu  de  ^  fa  valeur  i  4-  <T*/>  ^on  aura  ^  — 
,*.  «-ç-1  —  «^  —  nz~Y  4-  S  j  il  faut  fubftituer  dans  la 
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propofée  les  valeurs  de  x  &  de  ^-,  &  l'on  aura  la  première 

2#*      r 
transformée  —  îrnÇ y-*-^  -t-/  =  °. 

—  «cy 

Pour  trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x ,  reprc- 
fenté  par  •+-  b^xyx ,  il  faut  fubftituer  -*-  bz^xf  dans  la  pre- 
mière transformée ,  à  la  place  de  f3  &  la  différence  de  b^xy% 

divifée  par  dy>{  qui  eft  **<">  —  2  V"    *•  ,  &  qui ,  en 

fubftituant  la  valeur  de  ^,  devient -t-  i^>  —  ^C3/" 

~~  i^<7y,)  à  la  place  de  -^  ,  &  faire  une  équation  des 

grandeurs  —  2«C!y  ***  ^C1/  =  °  >  dans  lefquelles  ^  eft  au 
même  moindre  degré ,  &;  Ton  en  déduira  b  =  -+•  n  s  ainfi  le 
fécond  terme  de  la  valeur  de  x  eft  -ï-nz~xyx3  &  ^on  a  déjà 

Pour  avoir  la  féconde  transformée,  il  faut  fuppofer  ^-n^y2, 
+.  g  =f;  on  en  prendra  la  différence ,  qu'on  divifera  par  dyy 

fc  l'on  aura  is0  -  ^f^  £f  -  f  >  &  Sjl 
mettant  la  valeur  de  ^-,  on  aura  2«£-î)/  —~  in^y1  — 2«2^"^5 

h-  ■*§  =  -x-j  il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  /6c  de  -j-  dans 
la  première  transformée,  &  l'on  trouvera  la  féconde  trans- 
formée t-  40Cy  **-  "djf  •+*  g  =■  °* 

—  2»cy 

Pour  trouver  le  troîfîéme  terme  de  la  valeur  de  x3  repré- 
fenté  par  -t-c^y* ,  il  faut  fubftituer  dans  la  féconde  trans- 
formée -+-  c^y*  au  lieu  de  g  3  &  la  différence  de  c^3^3  divi- 
fée par  dyy  (  qui  eft  ■+•  ycsÇ3yx  —  3^/  ^  ?  &  qui  >  en  Y 
mettant  la  valeur  de  -^,   devient  -+-  3f<~y  —  l^C4}3 

' —  3  C!Csy4>  )  a  ^a  place  de-^  &  faire  une  équation  des 
grandeurs — 4.nsÇxyx  +3f0l=o,  dans  lefquelles^  eft 
au  même  moindre  degré  $  &  Ton  en  déduira  c  =  ±n'>  ainfî 
le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x  eft  ■+- 1  »<73^3. 

Pour  avoir  la  troisième  transformée  ,  il  faut  fuppofer 
"*"  t  «C3/3  -*-  ^  =  g  i  on  en  déduira ,  en  prenant  les  diffé- 
rences 
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tences  &  divifant  par  dy3-*-4.wçy  —  ^H^JLS  4-  ^ 

w=  ^  j  6c  mettant  au  lieu  de^  fa  valeur  1  -*-  s^"1/,  Ton 

aura  3-  =  h-  4»^  y  —  4»<7  V  —  4ttC  y  ■*"  ly  •  *i  ^âuc 
fubftituer  dans  la  ic  transformée  les  valeurs  de  g  §c  de  ±^ 
.&  Ton  trouvera  la  3e  transformée  —  y»<"i/î  "*~  1"  •*"  ^^^  9* 

On  trouvera  le  4e  terme  de  la  valeur  de  xy  repréfenté 
par  ^*y,  en  fubftituant  dans  cette  3e  transformée  -+-e^y 
a  la  place  de  h  >  &  la  différence  de  •+■  fj£*y%  divifée  par  ^ 

(  qui  eft  -h  -4*  CV  —  ^f  -^  ^  ^'u*  »  en  meccant  1* 
valeur  de  V-,  devient  -h  4fCV  —  4*C5j'4  — «  4*Cy  »  ) 

dh 

à  la  place  de^$  &  en  faifant  une  équation  des  grandeurs 
—  7  «CÎ^  -H4^î^î=  o,  dans  lefquelles  y  eft  au  même 
moindre  degré,  on  en  déduira  ^===-*-||  8==h-^#s  ain£ 
le  4e  terme  de  la  valeur  de  x  eft  -h  "  kÇ^4,  &  l'on  a  déjà 

On  peut  continuer  l'approximation  delà  valeur  de  x  tant 
qu'on  voudra  j  les  opérations  qu'on  vient  de  faire  fuffifent 
pour  faire  clairement  concevoir  la  manière  d'y  appliquer  la 
féconde  méthode. 

s  E  C  T  I  O  N     VI. 

application  des  méthodes  du  fécond  Problème  aux  équa- 

tiens  déterminées ,  ceji-a-dire  aux  équations 

qui  nom  qu  une  feule  inconnue. 

Ave  k  t  1  s  s  e  m  e  n  t. 
Le  s  méthodes  du  fécond  Problème  peuvent  s'appliquer 
aux  équations  qui  n'ont  qu'une  feule  inconnue,  en  prenant 
une  des  lettres  connues  de  l'équation  pour  tenir  lieu  de  la 
féconde  inconnue  y  ;  &  quand  les  lettres  connues  de  la  pro- 
pofée  n'ont  pas  les  difpofîtions  qu'il  faut  pour  ces  méthodes, 
îl  faut  la  leur  donner,  &  préparer  l'équation  comme  on  le 
verra  dans  le  fécond  exemple; 

Tome  /♦  Ppp 
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E  X   E   M   P    L   E      L 

264.   iRouver  la  valeur  approchée  de  x  dans  l'équation 
x3  ■+■  npx — p%  ss  o ,  &  continuer  Papproximatibn  à  Finfinit 

~\-nnx- — 2»3 
On  prendra  la  lettre  connue  p  pour  tenir  lieu  de  la  féconde 
inconnue  j,  &:  enfuite  on  trouvera  la  valeur  approchée  de  # 
par  laquelle  on  voudra  des  deux  méthodes  du  fécond  Pro- 
blême, 

F  R  E  M  I  E  R  E     M  E  T  H  O  D  E. 

i°..0 N  fuppbfera  x = a^bf--^ cpp ■+• ^3  h- <?/4  &c.  <*  3  £ ,  rj. 

d3ècc.  font  des  grandeurs  indéterminées. 

On  prendra  les  valeurs  de  x  par  le  moyen  de  cette  équa- 
tion indéterminée ,  on  les  fubftituera  dans  la  propofée  à  là 
place  de  x,  &  on  aura  l'équation- changée  fuivante, 

x1     5=-jï.*2J  >*- laabp  •*- $abbpp  -*- bl p*     &c*, 

-i-  yaacpp  ■+-  6abcp* 
■+-  }aadpi 
o=^-^»/a:=  -f.  nap     -¥>  nbpp*      -*-ncp*     &c. 

¥•  nn x  =  4-  #0^  -t*  »»^>    -j-  0»^     •+-  ft»^-s    &e» 

-  xw  =  —  2»^ 

20.  On  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  chair- 
gée  égal  à  zéro  j  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a  befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  indéterminées 

30.  Parla  première  de  ces  équations  a3-*-nna- — in3s=:or 
on  trouvera  a  =  n3  car  a. — »=so,  eft  un  divifeur  exact 
de  cette  équation. 

En  fubftituant  n  à  la  place  de  a  dans  l'a  féconde. ytab-^r  nnb 
s=  —  na ,  on  trouvera  £  =  —  l,  &  bp  =  —  \p. 

En  fubftituant  les  valeurs  de  a  &  de  b  dans  la  troifiéme- 
^aac  h-  nnc  =•  —  ^abb — nb  3,  on  trouvera  c  =  ■+■  ^. 

En  fubftituant  les  valeurs  de  *,£  c3  dans.  la  quatrième  3*^ 
+  nnd  = — ff — 6abc—-nc-ir.i-y  on  trouvera  d  =  ■+-  -$£■». 

40.  On  fubftituera  les  valeurs  de  a3b^cxd3S<.c,  dans  *  =<* 

4-^-4-  cpp~^dpy  &c.  ôc  l'on  aura  x=n — \V  •*•  sbiPP 

■*"  îîë»f'   &c-    On  peut  continuer  l'approximation  autant 
qu'on  voudra.. 
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Seconde    Méthode. 

Jr  G  o  R.  trouver  par  la  féconde  méthode  la  valeur  approckée 
de  a:  dans  l'équation  *î  -*-  «/a:  —  j^  =  o , 

-H-  wwa;  —  2#3 

i°.  On  fuppofèra  #  =  a  ■+-  bp  ■+-  ^  •+-  ^  etc.  les  gran- 
deurs a ,  by  c ,  d3  ècc.  font  indéterminées,  Scelles  repréfen- 
tent  avec  les  puiiïances  de  p3  les  parties  de  la  valeur  de  x  que 
l'on  .cherche ,  &  elles  fervent  à  les  trouver. 

20.  Pour.avoir  la  première  partie  de  la  valeur  de  x3  repré- 
sentée par  *z,  il  faut  concevoir  a  fubftituée  à  la  place  de  x 
tdans  la  propofée,  &  fuppoferies  grandeurs  a$-*-nna  —  in\ 
dans  lefquelles  p  ne  fe. trouve  point,  égales  à  zéro,  6c l'on 
aura  l'équation  ai*+-nna  —  2723  =  0,  dont  a  — »  =  o  eft  un 
divifeur  exad ;j  àinfi  "&&=.  n  eft  la  première  partie  de  la  va- 
leur de  at  que  l'on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  on  fuppofèra  n  -k-f 
=  x  y  on  fubftituera  n  -+-/  à  la  place  de  x  dans  la  propofée, 
fk.  l'on  aura  la  première  transformée, 

SI  -*-/■=;  X  #3  =3=      *  »3  -t-  xnnf '•+■  xnff-\-P  *  Signifie 

^r  njfX  ==  -H  nnp  *+■  ##/  deut  que  cette 

p      ==  f>  **<• 

- — -  2»3    = x  2»3 

3°.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x  re- 
préfentée  par  bp  3  il  faut  concevoir  bp  fubftituée  à  la  place 
de/dans  la  première  transformée,  ôc  fuppofer  égales  à  zéro 
les  grandeurs  ^nnbp  ■+-  nnp  ==  o  *,  ce  qui  donnera  h  =  —  ^, 
&  bp  ==  — ■  i  />  eft  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  a:  que 
l'on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  féconde  transformée,  on  fuppofèra  —  ±p 
m-  g  =fs  on  fubftituera  — -  \  p  -+-  g  à  la  place  de  /"  dans  la 
première  transformée,  &;  on  aura  la  féconde  transformée, 

h-  xnff  =  h-  ^  *#— ±  »/g-H-  3»gg 
.+.  npf  = —  ^  »^j)-i-  npg 
tH  4«»/=  —  .*  «zz/>  -h  4»»g 
-h  ««^  =  -h  *  »«£ 

— /?   =-  /?  _     .. 

Pppij 
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4°.  Pour  trouver  la  troifîéme  partie  de  la  valeur  de -•#.,  re* 
préfentée  par  çpp ,  il  faut  concevoir  cpp  fubftituee  à  la  place 
de  g  dans  la  féconde  transformée ,  &  iuppofer  égales  à  zéro 
les  grandeurs  ^nncpp  — *£§  npp  =  o  *  ce  qui  donnera  £  ==* 
-i-  gij,..&  cpp  =  ~pp  fera  la  troisième,  partie  de  la  valeur 
de  x  que  l'on  cher  choit. 

Pour  avoir  la  troifïénie  transformée,  on  fuppofera  ^-npp 
«+.  h  =  g  ;  &  on  fuhftituera  ^/^  -h  A  à  la  place  de  g  dans  la 
féconde  transformée,.^  Ton  aura  la  troifiéme  transformée^ 


—  WW     —    ïnph 

5°.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  là  valeur  de  *,  re. 
préfentée  par  ^,11  faut  concevoir  dp%  fubftituee  à  la  place 
de  £,  Se  fuppofèr  égales  à  zéro  les  grandeurs  400*// —  mPv 
s=  o ,  d'où  Ton  déduira  d=-¥-  jgg  j  par  confequent  <//  = 
«+-  54r^y  eft  la  quatrième  partie  de  la  valeur  de  a;  que  l'on 
cherchoit. 
1     L'on  a  donc  *=  -*-  »  —  gf*»  ^#>  -h  jïIL?'  &c- 

On  peut  continuer  l'approximation  autant  qu'on  voudra. 

A   V   E    R   T    I    S    S    E    M    E    N    T. 

S I  n  étoit  moindre  que/>,  il  faudroit  trouver  une  valeur  de  x 
dans  laquelle  les  p  fufTent  au  dénominateur  -,  c'eft^à-dire,  il 
faudroit  que  les  expofans  des  p  dans  la  fuite  qui  eft  la  valeur, 
de  x3  fuftent  négatifs  s  ce  qui  eft  fi  facile  à  faire  parla  pre- 
mière &  par  la  féconde  méthode  du  fécond  Problême,  après  < 
tous  les  exemples  aufquels  on  les  a  appliquées,  qu'il  eft  inu- 
tile de  s'y  arrêter. 

Cet  exemple  fuffit  pour  faire  entièrement  concevoir  lai 
manière  d'appliquer  les  deux  méthodes  du  fécond  Problê- 
me aux  équations  qui  n'ont  qu'une  feule  inconnue,  lorfque 
la  lettre  connue  qui  tient  lieu  de  la  féconde  inconnue  y ,  fe 
trouve  difpofée  comme  il  faut  dans  l'équation  propofée. 

Voici  un  fécond  exemple  où  il  faut  préparer  l'équation 
propofée,  où  l'on  apprendra  la  manière  de  la  préparer. 
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E  X    E    M    P    L  E        I  I. 

Rouver  la  valeur  approchée  de*  dans Tëquation  x% 

On  ne  fçauroit  appliquer  les  méthodes  du  fécond  Pro* 
blême  à  cette  équation,  dont  les  racines  font  incommen- 
furables.  Il  faut  la  préparer,  c'eft-à-dire ,  il  faut  la  changer 
en  une  équation  qui  foit  la  même ,  de  manière  que  les 
Goëficiens  ou  produits  connus  de  lapropofée  confervent  toit- 
jours  la  même  valeur  dans  ce  changement,  &  que  cepen- 
dant les  grandeurs  de  ces  produits  connus  foient  tels  qu'on 
y  pukTe  appliquer  les  méthodes  du  fécond  Problême.  Par 
exemple,  on  pourra  changer  la  propofée  xi —  ynnx  -*-»? 
eao,  en  cette  équation  a:5  —  }pqx  -*-ppr=o3  qui  fera  la 
même  que  la  propofée  en  fuppofant  —  ypq  =  —  3»»  ,  Se 
H-^r=5-K»î.  Ce  changement  fe  fera  dans  cet  exemple, 
en  prenant  une  grandeur  connue  arbitraire  p  tant  petite 
qu'on  voudra,  ôc  faifant  cette  proportion  p .  n  -n.  q3  on 
aura  — }pq  =  —  3##  5  mettant  pq  au  lieu  de  nn  dans  »% 
on  aura  ni=npqj  &  faifant^.  n  vrq.rs  on  aura  prz=^nqs 
&  par  confequent  ppr  =#*. 

Pour  trouver  à  prefent  la  valeur  approchée  de  x  dans 
l'équation  préparée  x%  —  }pqx  -\~  ppr-=oy  on  prendra  p 
pour  tenir  lieu  de  la  féconde  inconnue  y,  de  on  fe  fervira 
de  celle  qu'on  voudra  des  deux  méthodes  du  fécond  Pro- 
blême. On  employera  ici  la  féconde. 

i°.  On  fuppofera  x  =  ap -k- bpp +•  cp*  &c.  a3  h3  c3  font  des 
grandeurs  indéterminées ,  &  elles  repréfentent  les  parties 
de  la  valeur  dé  x  que  Ton  cherche. 

20.  Pour  trouver  la  première  partie  repréfentée  par  ap% 
il  faut  concevoir  ap  fubftituée  à  là  place  de  x  dans  l'équation 
préparée,  &  fuppofer "b^ppq  -t-ppr  =  o ,  d'où  l'on  dé- 
duira a  =  ^  r;  &  par  confequent  ap  =  rj- p  eft  la  première 
partie  de  la  valeur  de  x  que  Ton  cherchoit. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  on  fuppofera^-/ 
*+-f=x3  &  on  fubftituera  gp  -n/àla.  place  de  xy  &  l'os 
aura  la  première  transformée, , 
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3  °.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x  rcpré- 
fentée  par  bpp,  il  faut  concevoir  bpp  fubftituée  à  la  place 
de  f3  &~fuppofer  ^yf  —  3  bfq  =  o,  d'où  l'on  déduira 
b  =5=  -i-  -f~.  par  conséquent  ^^J>  eft  la  féconde  partie 
de  la  valeur  de  x  que  l*on  cherchoit.  Le  refte  de  l'operatioa 
eft  facile,  &  il  c£ï  inutile  d'en  groffir  ce  traité. 

R    E    M   A    R    Q^U   ;E> 

2 &&•  JL  O  r  s  q^u'e  n  cherchant  la  première  partie  delà  valeur 
de  x  dans  les  équations  qui  ont  deux  inconnues  x  bcy  ,  on 
trouve  qu'il  faut  réfoudre  une  équation  compofée  dont  la 
racine  eft  incommensurable,,  on  pourra  préparer  l'équation 
comme  dans  Fexemple  précèdent ,  &.  enfuite  on  trouvera 
la  valeur  approchée  de  la  première  partie  de  la  valeur  de  x 
que  l'on  cherchoit ,  par  la  même  méthode  j  ou  bien  on  1g, 
trouvera  cette  valeur  approchée  par  le  premier  Problème. 


JF-in  du  fremkr  Vélum,* 


A  I>  P  R  0  B  A  T  J  0  iW 

NO  u  s  avons  lu  par  l'ordre  de  Monfeigneur  le  Garde  d»s  Sceaux 
les  deux  Ouvrages  de  Mathématique  du  Père  R  e  y  n  e  a  u  ,, 
Prêtre  de  l'Oratoire,  intitulez  :  l'un,  La  Science  du  Calcul,  &c.  ôc 
l'autre  XAnalyfe  "Démontrée  3  &c.  Nous  avons  déjà  approuvé  avec 
cloge  ces  deux  Ouvrages  dans  une  première  édition,  &  nous  avons 
eu  le  plaifîr  de  voir  notre  Approbation  fuivie  de  celle  du  Public  j. 
l-'eftime  des  Sçavans  &  cette  nouvelle  lecture  nous  ont  confirmé  de 
plus  en  plus  dans  le  jugement  avantageux  que  nous  en  avons  porté». 
Fait  à  Paris  le  4  Décembre  1726.  Signé,  SAUR  IN. 

— ^—  ■!        '      ■  1  |  -   '  ■  ■ 

PRIVILEGE     DV     ROT. 

LOTTIS  PA1  tA  GRACE  DE  DIEU,  ROY  DE  FRANCE 
ET  de  Navarre  ;  à  nos  amez  &  féaux  Confeillers  les  Gens  tenans 
nos  Cours  de  Parlement,  Maîtres  des  Requêtes  ordinaaires de  notre  Hôtel,  Gran^ 
Confeil,  Prévôt  de  Paris,  Baillifs,  Sénéchaux,  leurs  Lieutenans  Civils ,  &  autres 
nos  Jufticiers  qu'il  appartiendra,  Salut.  Notre  bien  amé  Gabriel- 
François  QJj  1  l  l  a  u  Fils ,  Imprimeur  &  Libraire- Juré  de  l'IThiverfîté  à  Paris, 
Nous  ayant  fait  remontrer  qu'il  fouhaiteroit  imprimer  ou  faire  imprimer  8c 
donner  au  Pubilc  La  Science  au  Calcul  des  Grandeurs  ou  les  Elemens  des  Mathé- 
matiques &•  VAnalyfe  démontrée ,  s'il  Nous  plaifoit  lui  accorder  nos  Lettres  de 
Privilège  fur  ce  neceffaires , ,  offrant  jsour  cet  effet  de  le  faire  imprimer  en  bon 
papier  &  beaux  caractères  fuivant  la  feuille  imprimée  &  attachée  pour  modèle 
fous  le  contre-Scel  des  Prefentes.  A  ces  causes,  voulant  traiter  favorable- 
ment ledit  Expofaht,  Nous  lui  avons  permis  &  permettons  par  ces  Prefentes  de 
faire  imprimer  ledit  Ouvrage  cûdeffus  fpécifîc  en  un  ou  p'hifïeurs  volumes  con- 
jointement ou  feparément ,  &  autant  de  fois,  que  bon  luifemblera  fur  papier  &  ca- 
ractères conformes  à  ladite  feuille  imprimée  &  attachée  pour  modelé  fous  notredic 
contre-Scel,  &  de  le  vendre,  faire  vendre  &  débiter  par  tout  notre  Royaume  pen- 
dantle  temsde  dix  années  confécutives ,  à  compter  du  jour  de  la  datedefdites  Pre- 
fentes :  Faifons  défenfes  à  toutes  fortes  de  perfonnes  de  quelque  qualité  Se 
condition  qu'elles  foient  d'en  introduire  d'impreflîon.  étrangère  dans  aucun  lieu 
de  notre  obéifîànce ,  comme  aufîï  à  tous  Libraires- Imprimeurs  &  autres,  d'impri- 
mer,  faire  imprimer ,  vendre,  faire  vendre,  débiter  ni  contrefaire  ledit  Ouvrage 
ci-deffus  expofé  en  tout  ni  en  partie,  ni 'd'en  faire  aucuns  Extraits  fous  quelque 
prétexte  que  ce  foit,  d'augmentation,  correction,  changement  de  titre  ou  autre- 
ment ,  fans  la  permiffion  expreiTe  &  par  écrit  dudit  Expofant  ou  de  ceux  qui  atti- 
rent droit  de  lui,  à  peine  de  confifeation  des  exemplaires  contrefaits  ,  de  quinze 
cens  livres  d'amende  contre  chacun  des  contrevenans ,  dont  un  tiers  à  Nous,  un 
tiers  à  l'Hôtel- Dieu  de  Paris,  l'autre  riers  audit  Expofant,  &  de  tous  dépens,  dom^ 
mages  &  intérêts',  à;  la  charge  que  ees  Prefentes  feront  enregistrées  tout  au  long 
fur  le  Regiftre  de  la  Communauté  des  Libraires  &  Imprimeurs  de  Paris  ,  Se  ce 
dans  trois  mois^de  la  date  d'icelles  ,,que  l'imprefïTon  de  ce  Livre  fera  faite  dans 
notre  Royaume  &  non  ailleurs  ,  &  que  l'Impétrant  fe  conformera  en  tout  aux 
Reglemens  de  la  Librairie,  &  notamment  à  celui  du  10  Avril  171-5  ,  Se  qu'avane 
que  de  l'expofèr  en  vente  le  Manufcrit  ou  Imprimé  qui  aura  fervi  de  copie  à  l'im- 
preflîon  dudit  Livre  3  fera  remis  dans  le  même  état  ou  l'Approbation  y  aura  été 
donnée  es  mains  de  notre  très-cher  &  féal  Chevalier  Garde  des  Sceaux  de  France,, 
te  Sieur  F  t  e  u  r  i  a  u  r>'A  rmenonville  Commandeur  de  nos  Ordres  ;  Se 
qu'il  en  fera  enfuite  remis  deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliorheque  publique, 
un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre  ,  Se  un  dans  celle  denotre  très-ch«r,8s 


féal  Chevalier  Garde  des  Seeaux  de  Trance le  Sieur  Fxkoriau  6^rrenonvk,le,J' 
Commandeur  de  nos  Ordres,  le  tout  à  peine  de  nullité  des  Prefentes ,  du  con- 
tenu defquelles  Vous  mandons  Se  enjoignons  de  faire  jouir  Jïxpofant  ou  fçs 
ayans  caufe  pleinement  &  paifîblement ,  fans  fourTrtr  qu'il  leur  (oit  fait  aucun 
trouble  ou  empêchement  -,  Voulons  que  la  copie  defdites  Prefentes  qui  fera  im- 
primée tout  au  long  au  commencement  ou  à  la  fin  tiudir  Livre ,  fort  tenue  poui 
dûement  fignifiée  ,  &  qu'aux  copies  collationnées  par  l'un  de  nos  amez  &  féaux 
Confeillers  &  Secrétaires  foi  foit  ajoutée  comme  i  l'Original  j  Commandons  as 
premier  notre  Huiftîer  on  Sergent  de  faire  pour  l'exécution  d'icelles  tous  Actes 
requis  &  neceffaires  fans  demander  autre  permiffion  ,  nonobftant  Clameur  de 
Haro ,  Charte  Normande  &  Lettres  à  ce  contraires.  Car  tel  eft  notre  plaint. 
Donne'  à  Paris  le  douzième  jour  de  Décembre ,  l'An  de  grâce  mil  fept  cent 
vingt  fix,  &  de  noire  Règne  le  douzième.   Par  le  Roy  en  fon  Confeil. 

Signé,  DE  S.   HILAîRS,«wc^*^ 

ttegifiréjkr  le  Registre  VI.  de  U  Chambre  Royale  des  Libraires  Imprimeurs  4e 
Waris,  N°.  r4*>  fol.  4J4.  conformément  aux  anciens  Réglemens ,  confirmés  p& 
estai  du  il  Février  171 }.  A  Paris  le  dix -neuf  Décembre  mil  fept  cens  vingt-foc . 
Signé,  BRUNBT,   Syndic. 


APPROBATION  DV  7*.  R.  P.  SVPERIEVR  GENERAI, 
de  la  Congrégation  de  l'Oratoire. 

JESUS  >fc  MARIA. 

NOus  Pierre-François  de  la  Tour ,  Prêtre  &  Supérieur  General 
de  la  Congrégation  de  l'Oratoire  de  Jesvs-Christ  notre 
Seigneur ,  Vu  par  Nous  le  Privilège  du  Roy  6c  l'Approbation  des 
Examinateurs,  permettons  à  Jacques  Quillau ,  Libraire  &  Imprimeur, 
d'imprimer  un  Livre  intitulé,  l' Analyfe  Démontrée ,  compofé  parle 
Père  Charles  R  1  y  ni  au  »  Piètre  de  notre  Congrégation,  confor- 
mément au  Privilège  à  nous  accorda  par  les  Lettres  Patentes  du  R  oy 
€ndate  du  16  Mars  1689,  enregiftrées  au  Grand  Confeil  le  zc  Avril 
de  la  même  année,  par  lefquelles  il  eft  défendu  à  tous  Libraires  ôc 
Imprimeurs  d'imprimer  6V  vendre  aucuns  Livres  compofzpar  ceux 
de  notre  Congrégation ,  fans  notre  permiffion  expreiTe ,  fous  les  peines 
portées  par  ledit  Privilège*  Donné  à  Paris  ce  trentième  Décembre 
mil  fept  cens  fept, 

Sipi,  P. F.  DE  LA  TOUR* 


De  Tordre  de  n»tre  Revend  Père  General 
Signé,  G. F.  DEMOUTEUL,  Secrétaire, 
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